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12. WERYFIKACJA HIPOTEZ DOTYCZACYCH DWOCH
POPULACIJI

UWAGA: Dwie tabele z testami znajduja sie na koncu tego pliku.

Przykltad 12.1. 20 sposréd 100 losowo wybranych studentéow studiéw za-
ocznych i 40 sposréd 120 losowo wybranych studentéow studiow dziennych
zdalo egzamin ze Statystyki w pierwszym terminie.

(a) Czy na podstawie powyzszych danych mozemy stwierdzié, ze studenci
studiéw zaocznych gorzej przygotowuja sie do egzaminu ze Statystyki niz
studenci dzienni? Przyja¢ poziom istotnosci 0.01.

(b) Przypuszczamy, ze zdawalno$é egzaminu ze Statystyki w pierwszym ter-
minie wynosi dla studentéw studiéw zaocznych 0.2 a dziennych - 0.3. Ilu
studentéw studiéw zaocznych i ilu studentéw studidéw dziennych trzeba by
wylosowaé¢ do proby by jednostronny test poréwnujacy proporcje z pozio-
mem istotnoséci 0.01 mial moc 0.75.

Rozwigzanie przykladu 12.1:

Student, zarowno studiow zaocznych jak i dziennych, moze zdac egzamin ze
Statystyki w pierwszym terminie lub nie. Mamy zatem do czynienia z dwoma
populacjami o rozkladach dwupunktowych. Oznaczmy:

1 jesli wybrany student studiow zaocznych zda egzamin
Y - w prerwszym terminie,
0 jesli wybrany student studiow zaocznych nie zda egzaminu
w prerwszym terminie,
1 jesli wybrany student studiow dziennych zda egzamin
v — w pierwszym termainie,
0 gesli wybrany student studiow dziennych nie zda egzaminu
w pierwszym terminie,

za$ p, miech bedzie prawdopodobienstwem trafienia na studenta studiéw za-
ocznych, ktory zda egzamin w pierwszym terminie, tzn. p, = P(X = 1), apq
niech bedzie prawdopodobienstwem trafienia na studenta studiow dziennych,
ktory zda egzamin w pierwszym terminie, tzn. pg = P(Y = 1).

Do rozwazanego problemu pasuje model oznaczony jako model V w tabeli
Weryfikacje hipotez dotyczacych dwéch srednich.

(a) Stawiamy nastepujgce hipotezy:

Hy :p. =pa

Hiy :p, < pq (co by oznaczalo, zZe studenci studidw zaocznych gorzej przygo-
towujq sie do egzaminu niz dzienni)

Zavwaimy, ze
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e n.p, =20 >5 (n.p, to liczba sukceséw wsréd studentow studiow za-
ocznych, czyli liczba studentéw studiow zaocznych, ktorzy zdali egzamin
w pierwszym terminie),

e n(1—p.) =80 2>5 (n(l—p:) to liczba porazek wsréd studentéw
studidw zaocznych, czyli liczba studentow studiow zaocznych, ktorzy
nie zdali egzaminu w pierwszym terminie),

e ngpg =40 = 5 (ngpg to liczba sukceséw wsréd studentow studidw dzien-
nych, czyli liczba studentow studiow dziennych, ktérzy zdali egzamin w
pierwszym terminie),

e ng(1 —pa) = 80 > 5 (ng(l — pa) to liczba porazek wsrdd studentéw
studiow dziennych, czyli liczba studentow studiow dziennych, ktorzy
nie zdali egzaminu w pierwszym terminie).

Zatem mozemy uzyé prop.test (), czyli testu, w ktorym rozklad statystyk:
testowej jest przyblizany rozkladem normalnym:

> prop.test(x=c(20,40) ,n=c(100,120) ,alternative="1less")

Powyzej argument x to wektor z liczbami otrzymanych sukcesow, a n to
wektor z licznosciami pobranych prob. Mozna teZ za x podaé macierz, ktora
w pierszej kolumnie ma liczby sukcesow a w drugiej - liczby porazek, przy
czym pierwszy wiersz dotyczy pierwszej populacji (tutaj studentéw studiow
zaocznych) a drugi - drugiej populacji (tutaj studentow stdiow dziennych).
Jesli jako x podamy macierz, to argument n jest ignorowany. Chcge uzyé
tej drugiej konwencji potrzebujemy nastepujgcg macierz

20 80
40 80
Aby jg wpisaé do R uzyjemy funkcji
> matrix((c(20,40,80,80) ,nrow=2)
ktorej dokladny opis znajduje sie we Wstepie do §rodowiska R. Reasumujgc,
drugi sposob wywolania funkcji prop.test() jest nastepujgcy

> prop.test(x=matrix((c(20,40,80,80) ,nrow=2) ,alternative="1less")
Uzywajgc ktoregokolwiek z dwoch omowionych powyzej podejsé, otrzymujemy

p —wvalue =0,01974 > o = 0,01 = nie ma podstaw do odrzucenia Hy,

gdzie o = 0,01 to poziom istotnosci testu. Wyciggamy wiec wniosek, Ze
studenci studiow zaocznych nie przygotowujg sie gorzej do egzaminu ze Sta-
tystyki niz studenci dzienni.

UWAGA: Gdyby danych bylo za mato do uzycia prop.test (), tzn., gdyby

nie byl speliony ktérykolwiek z warunkow: n.p, > 5, n,(1 — p,) > 5,
ngpq = 5, ng(1 — pg) > 5, to nalezaloby uzyé dokladnego testu Fishera:

> fisher.test(x=matrix((c(20,40,80,80) ,nrow=2),alternative="1ess")
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(b) Zakladamy, ze p, = 0,2 i pg = 0,3 i szukamy n, oraz ng takich, aby moc
testu wynosita 0,75, tzn. chcemy, aby moc.testu(0,2;0,3) = 0, 75.

Uzyjemy funkcji power .prop.test (), ktora dziala analogicznie jak omo-
wiona na poprzednim wykladzie funkcja power.t.test().
> power.prop.test(power=0.75,p1=0.2,p2=0.3,sig.level=0.01,
alternative="one.sided")
Otrzymujemy n = 336,6738, co oznacza, ze potrzeba 337 studentéw zaocz-
nych i 337 studentow dziennych.

UWAGA: Funkcja power.prop.test() obstuguje tylko prop.test() dla
dwdéch populacji, ponadto tylko sytuacje, gdy probki z obu populacji sa
réwnoliczne (ich réwne licznosci to argument n).

Przyklad 12. 2. Losowa grupe 5 0s6b poddano 6-tygodniowej diecie od-
chudzajacej. Uzyskano nastepujace wyniki (waga przed i po kuracji [w kg]):

Przed kuracja | 88 | 86 | 82 | 64 | 59
Po kuracji 75| 76 | 83 | 65 | 58

Mozna zaltozyé¢, ze rozktad taczny wagi przed i po kuracji jest normalny.
(a) Czy powyzsze wyniki potwierdzaja skutecznosé diety (przyjaé¢ poziom
istotnosci 0.05)7

(b) Przypuszczamy, ze $rednia réznica wagi sprzed i po kuracji wynosi 4 kg.
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze test z punktu (a) potwierdzi skutecznosé
diety?

(¢) Przypuszczamy, ze Srednia réznica wagi sprzed i po kuracji wynosi 4 kg.
Ile os6b trzeba by losowo wybraé¢ do eksperymentu by test jednostronny o
poziomie istotnosci 0.05 z prawdopodobienstwem 0.8 potwierdzal skutecz-
nosé diety?

Rozwigzanie przykladu 12.2:

Oznaczmy: X -waga przed kuracjg, Y -waga po kuracji. Dane mamy polgczone
wpary (X,Y) a pary sq¢ wzajemnie niezalezne. Fakt, ze dane sq polgczone w
pary sugeruje, ze przydatny bedzie tzw. ,paired t-test” opisany w modelu I
w tabeli Weryfikacje hipotez dotyczacych dwdch Srednich. Sprawdimy czy sq
spetnione zafozZenia tego modelu.

Z tresci zadania wiemy, ze lgczny rozklad (X,Y) to rozklad normal-
ny (nie znamy jego parametréw), co pocigga za sobq, ze rozklad X —Y
tez jest rozkladem normalnym (o nieznanych parametrach). Zapisujemy to
natepujgco

X —Y ~N(uz,0%), gdzie uz i oz sq nieznane.
Zatem rzeczywiscie zatoZenia sqg spelnione © mozemy ,paired t-test” uzy”c.
Wpisujemy dane do R:
> waga.przed <- c(88,86,82,64,59)
> waga.po <- ¢(75,76,83,65,58)
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(a) Stawiamy hipotezy:

Ho : fiprzed = Hpo (czyli dieta nie jest skuteczna)

Hi : piprzed > fpo (czyli Srednio dieta powoduje spadek wagi)

Do weryfikacji Hy przeciwko H1 uzyjemy ,paired t-test’, czyli funkcji t.test ()

z argumentem

paired=TRUE:

> t.test(waga.przed,waga.po,alternative="greater",paired=TRUE)

Powyzej moglismy nie podaé warto$ci argumentu mu, bo domysinie przyjmuje

on warto$é 0 (takg wartosé wlasnie potrzebujemy, bo Ho : pipyzed — ftpo = 0).
Odczytujemy p-wartosé i wyciggamy wnioski:

p —wvalue = 0,1057 > a = 0,05 = nie ma podstaw do odrzucenia Hy.

Zatem uznajemy, ze dieta nie jest skuteczna.

(b) Zakladamy, Ze piprzed — po = 4. Przy tym zaloZeniu chcemy policzyé
prawdopodobiernistwo, ze test potwierdzi skutecznosé diety, czyli, zZe wiedy Hy
zostanie odrzucona. Zatem szukamy prawdopodobienstwa, zZe odrzucimy Hy

w sytuaci, gdy fprzed — Hpo = 4:
P(odrzucimy Holpiprzed — tpo = 4) =7
Przypomnieymy, Ze
moc.testu(3) = P(odrzucimy Hy| badany parametr = f3).
Stad
P(odrzucimy Ho| ftprzed — fpo = 4) = moc.testu(4).

Uzyjemy funkcji power.t.test(), ktdra zostala doktadnie omdwiona na
poprzednim wyktadzie. Teraz przypomnimy jedynie, zZe

e dla argumentu type mamy do wyboru trzy opcje type="one.sample",
"two.sample" lub "paired".W tym zadaniu potrzebujemy oczywiscie
type="paired";

o argument sd to odchylenie standardowe X — Y, ktorego nie znamy;
pozostaje nam wiec je oszacowalé na podstawie proby liczgc
> sd(waga.przed-waga.po)

1 jednoczesnie majgc Swiadomosc, ze taki zabieg prowadzi do wyniku

przybliZonego.

Reasumugjgc potrzebujemy:
> power.t.test(n=5, delta=4, sd=sd(waga.przed-waga.po),
sig.level=0.05, type="paired",alternative="one.sided")
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gdzie ewentualnie sig.level=0.05 mozna pomingé, bo tak jest ustawione
domysinie. Otrzymujemy power = 0,30. Jest to prawdopodobienstwo odrzu-
cenia Ho : flprzed = Ipo (c2yli innymi stowy uznania, Ze dieta jest skuteczna)
w sytuacti, gdy Pprzed — Hpo = 4. Zatem jesli Sredniq strate 4 kg w ciggu
6 tygodni uznajemy za zadawalajocy efekt diety, to chcielibysmy, aby przy
Hprzed — Mpo = 4 test z duzym prawdopodobienstwem odrzucal Hy. Tak nie-
stety nie jest - otrzymane prawdopodobieristwo ~ 0,30 jest male, czyli test
nie radzi sobie z zauwazeniem, Ze dieta jest skuteczna. Wynika to zapewne
stgd, ze jest on przeprowadzany na podstawie bardzo matej liczby obserwacyi
(n =5). W kolejnym podpunkcie znajdziemy n gwarantujgce, Ze wynik testu
bedzie bardziej wiarygodny.

(¢) Nadal zakladamy, Ze pprzed — tpo = 4. Przy tym zaloZeniu szukamy n
takiego by prawdopodobieristwo odrzucenia Hy wynosito 0,8:

szukamy n takiego by P(odrzucimymy Holfiprzed — tpo = 4) = 0,8

czyli
szukamy n takiego by moc.testu(4) =0, 8.

Uzyjemy funkcji funkcji power.t.test():
> power.t.test(power=0.8, delta=4, sd=sd(waga.przed-waga.po),
sig.level=0.05, type="paired",alternative="one.sided")
Otrzymujemy n ~ 18,36 co oznacza, ze potrzebujemy probke o licznosci
n = 19 (wtedy moc testu troche przekroczy 0,8, ale dokladnej wartosci 0,8
nie da sie uzyskac).

Przyktad 12.3. Dokonano pomiaréw tego samego napiecia pradu: 10 po-
miaréw przy uzyciu jednego woltomierza i niezaleznie 10 pomiaréw przy uzy-
ciu drugiego woltomierza. Dla pierwszego woltomierza otrzymano nastepujace
wyniki

1.2,1.0,1.1,1.4,1.1,1.2,1.0,0.9, 1.1, 1.2,

a dla drugiego:
1.3,1.1,1.4,0.9,1.4,1.2,1.3,1.0,1.2,1.3.

Mozna zatozyé, ze pomiary napiecia na badanych woltomierzach maja roz-
ktady normalne.

(a) Na poziomie istotnosci 0.01 zweryfikowaé hipoteze o jednakowych wyni-
kach pomiaru napiecia przez oba woltomierze.

(b) Przypuszczamy, ze Srednia réznica pomiaréw na obu woltomierzach to
0.1. Ile pomiaréw na kazdym woltomierzu nalezy wykona¢ by moc dwustron-
nego testu o poziomie istotnosci 0.01 wynosita nie mniej niz 0.8.
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Rozwigzanie przyktadu 12.5:

Oznaczmy: X -napiecie produ uzyskane przy uzyciu pierwszego woltomierza,
Y -napiecie produ uzyskane przy uzyciu drugiego woltomierza.

Pomiary na pierwszym i drugim woltomierzu byly wykonywane niezaleznie,
co sugeruje, ze przydatny bedzie tzw. ,unpaired t-test” opisany w modelu 11
w tabeli Weryfikacje hipotez dotyczacych dwdch Srednich. Sprawdimy czy sq
spetnione zatoZenia tego modelu.

Z tresci zadania wiemy, ze X 1Y majq rozkiady normalne. Parametrow
tych rozkladow nie znamy. Zapisujemy to natepujgco

X ~N(p1,02), Y ~ N(pz,03), gdzie py, piz, 01 i 09 s¢ nieznane.

Nie wiemy jednak czy o1 = o9 © to musimy sprawdzi¢ na samym poczgtku.

Zatem stawiamy hipotezy:

Hy : 01 = 0 (lub réwnowaznie 02 = o3),

Hi : 01 # 09 (lub réwnowainie o2 # o2).

Powyzsze hipotezy bedziemy weryfikowaé uzywajgc testu F,opisanego w tabe-

li Weryfikacja hipotezy dotyczacej réwnosci dwoch wariancji. Zalecane jest

przeprowadzanie tego testu na poziomie istotnosci 0, 1.
Wpisujemy dane do R:

> woltl <- c¢(1.2, 1.0, 1.1, 1.4, 1.1, 1.2, 1.

> wolt2 <- c(1.3, 1.1, 1.4, 0.9, 1.4, 1.2, 1.

Test F' przeprowadzamy uzywaqgc funkcji var.test():

> var.test(woltl,wolt2,alternative="two.sided")

gdzie alternative="two.sided" mozina pomingc, bo tak jest ustawione do-

my$inie. Pamietajgc, Ze zalecany poziom istotnosci testu F to a = 0,1,

wyciggamy wnioski

, 1.1,1.2)

, 0.9
1.0, 1.2, 1.3)

0
3,

p —value = 0,6136 > a =0,1 = nie ma podstaw do odrzucenia Hy.

Zatem uznajemy, Ze wariancje sq réwne or = o3 (réwnowaznie, ze odchy-

lenia standardowe sq réwne: o1 = o03). Reasumujgc, wnioskujemy, Ze do
problemu rozwazanego w tym zadaniu mozemy uzy¢ ,unpaired t-test” z row-
nymi wariancjami. Wiedzqc to przechodzimi do podpunktu (a).
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(a) Stawiamy hipotezy:
Ho:pn = po
Hy :pa # po
i do ich weryfikacji uzywamy ,unpaired t-test” z rownymi wariancjams, czyli
funkcji t.test () z argumentem paired=FALSE ¢ argumentem var .equal=TRUE:
> t.test(woltl,wolt2,alternative="two.sided",paired=FALSE,
var .equal=TRUE)
przy czym alternative="two.sided",paired=FALSE mozna pomingé, bo
tak jest ustawione domysinie.
Odczytujemy p-wartosé i wyciggamy wnioski:

p —value = 0,2068 > a = 0,01 = nie ma podstaw do odrzucenia Hy.

Zatem uznajemy, ze oba woltomierze dajg $rednio takie same wyniki.

(b) Zakladamy, Ze puy — pua = 0,1. Przy tym zalozeniu chcemy wyznaczyé
minimalng liczbe pomiaréw do wykonania na kazdym woltomierzu, gwaran-
tujgeqg moc testu nie mniejszq niz 0,8:

szukamy ny = ngy takiego by moc.testu(0,1) > 0, 8.
Uzyjemy funkcji power.t.test(), pamietajgc, Ze

e dla argumentu type mamy do wyboru trzy opcje type="one.sample",
"two.sample" lub "paired"; w przypadku ,unpaired t-test” z rownymsi
wariancjoems wybieramy type="two.sample";

e argument n oznacza rowne licznosct prob pobranych z pierwszej © dru-
giej populacji (obstugiwany jest tylko przypadek, gdy te licznosci sq
réwne);

e argument sd to odchylenie standardowe X 1Y, czyli nieznana wielkosé
01 = 09; szacujemy jq¢ wykorzystujgc obie proby i uiywajge nastepujg-
cego estymatora

¢ (1 —1)s3 + (ng — 1)s3

ny+ng — 2

1 jednoczesnie majgc swiadomosc, ze taki zabieg prowadzi do wyniku
przyblizonego.

Reasumugjgce, najpierw policzymy estymator wielkosci o1 = oa:

wm —1)s? + (ng — 1)s3 \/(10 D)2+ (10— 1)s3 \/s% + 52

ny +ng —2 10+10—2 2

konczgc rachunki w R
> estymator.odchylenia <- sqrt((var(woltl)+var(wolt2))/2)
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Nastepnie wykorzystamy ten estymator jako argument funkcji power.t.test ()
> power.t.test(power=0.8, delta=0.1, sd= estymator.odchylenia,

sig.level=0.01, type="two.sample",alternative="two.sided")
Otrzymujemy n ~ 56,83, z czego wynika, ze potrzebujemy 57 pomiaréw wy-
konanych przy uiyciu pierwszego woltomierza i 57 pomiarow wykonanych
przy uzyciu drugiego woltomierza.

UWAGA: Gdyby$my, rozwiazujac przyktad 12.3, odrzucili hipoteze Hy :
o1 = o2 i przyjeli Hy : 01 # 09, to zamiast uzy¢ ,unpaired t-test”
z réwnymi wariancjami trzeba by zastosowaé ,unpaired t-test” z rézny-
mi wariancjami, czyli zastosowaé t.test() z argumentemi paired=FALSE,
var.equal=FALSE.

Funkcja power.t.test() niestety ,unpaired t-test” z réznymi warian-
cjami nie obstuguje.

Przyktad 12. 4. Pelnomocnik rzadu Alfalandii d/s réwnego statusu ko-
biet i mezczyzn podejrzewa, ze mezczyzni pracujacy jako modele $rednio
zarabiaja mniej niz kobiety modelki. Czy na poziomie istotnosci 0,01 mozna
uznaé to podejrzenie za stusznene, jesli sredni miesieczny dochéd 100 loso-
wo wybranych modeli wyniést 480 dukatéw z odchyleniem standardowym
60 dukatéw, a sredni miesieczny dochéd 100 losowo wybranych modelek to
600 dukatéw z odchyleniem standardowym 200 dukatéw?

Rozwigzanie przyktadu 12.4:

Niech X to zarobki mezczyzny modela, zas'Y to zarobki modelki. Nie mamy

informacji na temat rozkltadu X ani Y, ale dysponujemy duzymi probami:

ny = 100 > 100 ¢ ng = 100 > 100. Pasuje nam zatem model oznaczony

jako model IV w tabeli Weryfikacje hipotez dotyczacych dwoch Srednich.
Bedziemy testowaé Hy : ppr = px przeciwko Hy = s < pig-

Liczymy wartosé statystyki testowej U = %
4%

> sredniaM <- 480 e
> sredniaK <- 600
> odchylenieM <- 60
> odchylenieK <- 200
> nM <- 100
> nK <- 100

> (sredniaM-sredniaK)/sqrt((odchylenieM~2/nM) +(odchylenieK~2/nK))
Otrzymujemy U =~ —5, 747 i przechodzimy do wyznaczenia zbioru krytyczne-

go W = (—00; —u1_q). Skoro poziom istotno$ci testu wynosi o = 0,01, to
potrzebujemy ui—qo = Up,99-

> gnorm(0.99)

co daje =~ 2,326. Zatem W =~ (—o0; —2,326) i widzimy, ze U ~ —5,T47 €

W ~ (—o0;—2,326), wiec odrzucamy Hy i stwierdzamy, Ze rzeczywiscie
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mezczyini pracujacy jako modele Srednio zarabiajg mniej niz kobiety mo-

delki.

10
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