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13. ANALIZA ZGODNOSCI

TESTOWANIE ZGODNOSCI Z DOWOLNYM ROZKLADEM

1. Test zgodnosci y2-Pearsona

Hj : badana préba losowa pochodzi z zadanego rozktadu (lub rodziny roz-
ktadéw)

H; : badana préba losowa nie pochodzi z zadanego rozkladu (lub rodziny
rozktadéw)

ko (ng—np))?

Statystyka testowa y? = o, gdzie k -ilos¢ klas; p(])- - prawdo-

j=1 np
podobienstwa teoretyczne wpadni@cié obserwacji do j-tej klasy przy zato-
zeniu prawdziwosci Hy (jesli Hp nie jest hipoteza prosta, to brakujace pa-
rametry rozkladu z Hy wyznaczamy metoda najwiekszej wiarygodnosci),
n; - liczba obserwacji, ktére znalazly si¢ w j-tej klasie, n - licznos¢ proby.

Zbiér krytyczny W = <X%—a,k—1—r; —1—00), gdzie r jest iloScia parametréw

szacowanych z préby, zas x3_ ak—1—r 10 kwantyl rzedu 1 — o rozkladu chi-
kwadrat o k — 1 — r stopniach swobody.

Jezeli wyznaczona wartéé statystyki x? nalezy do zbioru krytycznego W, to,
na poziomie istotnosci o, Hy odrzucamy.

UWAGI dotyczace testu zgodnoéci y2-Pearsona:

e Statystyka testowa x? testu zgodnoéci x?-Pearsona w sytuacji, gdy
hipoteza Hy jest prawdziwa, ma jedynie w przyblizeniu rozklad x? o
k—1—r stopniach swobody. Przyblizenie to uznajemy za dopuszczalne,
gdy wszystkie np? > b, a za dobre, gdy wszystkie np? > 10. Gdyby

np? nie byly duze, to wtedy przyblizenie rozkladem x? nie dziata i

pozostaje symulacyjne wyznaczanie rozkladu statystyki testowej.

e Gdy testem zgodnoéci y?-Pearsona sprawdzamy zgodnoéé¢ z rozkta-
dem cigglym, to podczas jego dyskretyzacji, konce przedzialéow klas
wybieramy tak, by prawdopodobienstwa klas p? byly przynajmniej w
przyblizeniu réwne i by byt spelniony warunek, ze wszystkie npg-) > b.

Test zgodnosci y2-Pearsona jest zaimplementowany w R, niestety jedynie
dla prostych hipotez Hy:

> chisq.test(x, p, simulate.p.value=FALSE, B=2000)
gdzie

e x to wektor z licznoSciami poszczegdlnych klas,

e p to wektor z prawdopodobienstwami teoretycznymi pg-) poszczegblnych
klas,



RPiESM Wyklad 13

e simulate.p.value musimy ustawi¢ na TRUE jesli chcemy symulacyjnie
wyznaczy¢ warto$é p-value testu, wtedy zostanie przeprowadzonych
domysnie B=2000 losowan realizacji probki losowej.

Przyktad 13.1. 100 losowo wybranych studentéw zapytano ile znaja jezy-
kéw obeych. Otrzymane wyniki zapisano w ponizszej tabeli:

liczba jezykéw | liczba studentéw
0 25
1 40
2 30
3 5

Czy na podstawie powyzszych danych mozna uznac, ze rozkltad liczby jezy-
kéw obcych, ktérymi postuguja sie studenci, jest (a) rozkladem Poissona o
sredniej réwnej 1, (b) rozkladem Poissona? Przyja¢ poziom istotnosci 0.01.

Rozwigzanie przykladu 13.1:

(a) Hy : badana préba losowa pochodzi z rozkladu Poissona o Sredniej 1,
Hi : badana proba losowa nie pochodzi z rozkladu Poissona o sredniej 1.

W hipotezie Hy jest rozklad Poissona o Sredniej réwnej 1. Korzystajgc
z tego, Ze jesli X ma rozklad Poissona z parametrem A, to EX = A, otrzy-
mujemy A = EX = 1.

Szukamy wektora prawdopodobienistw teoretycznych poszczegolnych klas
przy zaloZeniu prawdziwo$ci Hy, tzn. wektora (pg,p(l),pg,pg), gdzie

py=P(X =0),p! = P(X = 1),p§ = P(X =2),p§ = P(X >3) = P(X >2)
i X ~ Poiss(A =1).
Przypomnigmy, ze jesli X ma rozkiad Poissona z parametrem A, to
e dpois(x=k,lambda=)) podaje prawdopodobienistwo P(X = k);

e ppois(x=k,lambda=\,lower.tail=FALSE) podaje prawdopodobieristwo
P(X > k).
Zatem szukany wektor prawdopodobienstw (pg,p[l),pg,pg) otrzymamy piszqc
> prawdop0 <- c(dpois(c(0,1,2),lambda=1),
ppois(2,lambda=1,lower.tail=FALSE))

Zauwazamy, ze mozemy uzyé testu zgodnosci x*-Pearsona, bo wszystkie
np(; > 5 i tylko jedno np? nie spelnia warunku np? > 10. Rzeczywiscie
> 100*prawdopO

daje nastepujace wartosci: 36.78794, 36.78794, 18.39397, 8.03014.
Potrzebujemy takze wektora z zaobserwowanymsi licznosciams
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> licznosci <- ¢(25,40,30,5)
Przeprowadzamy test zgodnosci x*-Pearsona
> chisq.test(x=licznosci, p=prawdopO)

Odczytujemy p wartosé:
p —value = 0,005787 < a = 0,01 = odrzucamy Hy,

gdzie a = 0,01 to poziom istotnosci testu. Wyciggamy wiec wniosek, Ze roz-
ktad liczby jezykow obcych, ktorymi postugujg sie studenci, nie jest rozktadem
Poissona o $redniej rownej 1.

(b) Hy : badana préba losowa pochodzi z rozkladu Poissona,
Hi : badana proba losowa nie pochodzi z rozktadu Poissona.

Teraz Hy jest hipotezq ztoZong, wiec musimy zaczqc od oszacowania parame-
tru A\, uzywajgc metody najwiekszej wiarygodnosci. Osoby znajgce tg metode
mogq pokazaé, Ze estymatorem najwiekszej wiarygodnosct parametru A roz-
kladu Poissona Poiss(\) jest

R _ 1
Avw =X ==Y X;.
ni:l

Wartosé tego estymatora wyznaczymy w R piszgce:

> dane <- c(rep(0,25),rep(1,40),rep(2,30),rep(3,5))
lub krécej

> dane <- rep(0:3,licznosci)

> estymator.lambdy <- mean(dane)
Mozemy tez wyznaczyé wartosé tego estymatora automatycznie:

> library(MASS)

> estymator.lambdy <- fitdistr(dane,"Poisson")$estimate # 1.15
Wektor prawdopodobieristw (pg,p(l),pg,pg) liczymy w R piszgc

> prawdop0.b <- c(dpois(c(0,1,2),lambda=estymator.lambdy),
+ ppois(2,lambda=estymator.lambdy,lower.tail=FALSE))

Widzimy, Ze wszystkie np? > 10:
> 100*prawdop0.b # 31.66368 36.41323 20.93761 10.98549

wiec mozemy uzyé testu zgodnosci x*-Pearsona. Wyliczamy statystyke testo-
wq tego testu:

> chisq.test(x=licznosci, p=prawdopO.b)
otrzymujac
X-squared = 8.9394
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Nastepnie wyznaczamy zbior krytyczny W = <x%_a7,€_1_7¢; +oo>, gdzie o =
0,01, k =4 ir =1 (bo szacowalismy jeden parametr czyli \). Zatem szukamy
kwantyla

2 2 2
X1—a,k—1—r = X1-0,01;4—1—1 — X0,99;2>

i znajdujemy go korzystajgc z R
> qchisq(0.99,2)
Otrzymujemy X%,99;2 ~ 9.21, co daje W =~ (9.21; +00).
Widzimy, ze
x? =8.9394 ¢ W ~ (9.21; +00),

wiec nie mamy podstaw do odrzucenia Hy © stwierdzamy, ze rozkiad liczby
Jezykow obcych, ktorymi postugujg sie studenct, jest rozkladem Poissona.

BARDZO WAZNA UWAGA: W punkcie (b) nie mozemy bezposred-
nio skorzysta¢ z funkcji chisq.test (x=1licznosci, p=prawdop0.b) odczy-
tujac p-value, bo ono odpowiada prostej hipotezie Hy: badana préba losowa
pochodzi z rozkladu Poissona o $redniej réwnej 1,15. Aby przetestowaé zto-
zona hipoteze Hy: badana préba losowa pochodzi z rozkladu Poissona, moze-
my jedynie wykorzystaé obliczona w ten sposéb wartosé statystyki testowej
X-squared = 8.9394, ale zbiér krytyczny musimy wyznaczy¢ sami.

2. Test Kolmogorowa-Smirnowa
Test Kolmogorowa-Smirnowa jest przeznaczony do sprawdzania zgodno$ci
rozktadu, z ktérego pochodzi préba losowa, z dowolnym rozktadem ciaglym.

>ks.test (x=dane,y="nazwa.dystrybuanty.rozkladu",
liczby.opisujace.parametry.rozkladu)

Niestety ks.test obstuguje test Kolmogorowa-Smirnowa jedynie dla pro-
stej Hy. W przypadku ztozonej Hy (np. Hp: rozklad badanej cechy jest wy-
kladniczy z nieznanym parametrem \) pozostaje nam samemu wyznaczy¢
przyblizona wartosé p-value metoda symulacji.

SPRAWDZANIE NORMALNOSCI ROZKEADU

I. Metody graficzne sprawdzania normalno$ci

1. Wykres skrzynkowy. Jesli nie jest on symetryczny lub wida¢ na nim
duzo obserwacji odstajacych (dla rozktadu normalnego N (p, 0?) éred-
nio 7 obserwacji na 1000 znajduje si¢ poza przedzialem

(Q1 — 1.5IQR, Qs + 1.5IQR),

to uznajemy, ze rozklad cechy w prébie znacznie odbiega od rozkla-
du normalnego. W przeciwnym przypadku, dane moga, ale nie musza,
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pochodzi¢ z rozktadu normalnego i trzeba to sprawdza¢ innymi meto-
dami.

> boxplot(dane)

Niestety wykresy skrzynowe sa wiarygodne jedynie dla duzej licznosci
préb (jesli mamy mato danych, to nie warto na nie patrzeé¢ podczas
badania normalnosci rozktadu).

2. Histogram czestosci i jadrowy estymator gestodci.

> hist(dane,freq=F)
> lines(density(dane))
Pierwsza z powyzszych komend rysuje w R histogram czestosci (nie

licznoéci); druga nanosi na poprzednio wykonany rysunek jadrowy es-
tymator gestosci.

3. Wykres kwantylowy (wykres normalnosci) (Q-Q plot: quantile versus
quantile plot).
Niech x1, xo, . . .,y 0znacza realizacje préby losowej. Po jej uporzadko-
waniu (od obserwacji najmniejszej do najwickszej) otrzymujemy tzw.
statystyki porzgdkowe z proby, oznaczane 1., < To., < ... < Tpip. Wy-
kres kwantylowy to zbiér punktéw o wspétrzednych (u(i_g 5)/n, Tim),
gdzie 1 = 1,2,...,n zas u_g 5/, to kwantyl standardowego rozkladu
normalnego rzedu (i — 0,5)/n.

Jedli préba losowa pochodzi z rozkladu normalnego N (u, 02), to wy-
kres kwantylowy jest zbiorem punktéw lezacych mniej-wiecej na pro-
stej y = oz + p.
> qgnorm(dane)
> gqqline(dane)

Pierwsza z powyzszych komend rysuje w R wykres kwantylowy; druga
nanosi na ten wykres lini¢ przechodzaca przez kwartyle.

I1. Testy normalnos$ci

Wyrodznia sie dwa rodzaje testéw normalnoéci:

e testy uniwersalne:
Hy : rozklad, z ktérego pochodzi badana proba losowa, jest normalny

H, : rozktad, z ktorego pochodzi badana préba losowa, nie jest nor-
malny
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e testy kierunkowe: badamy pewna ustalong wtasnosé rozktadu nor-
malnego, np. sprawdzamy czy rozktad, z ktérego pochodzi badana pro-
ba losowa, jest rozkladem symetrycznym (test skoénosci) albo czy jest
rozkladem o kurtozie réwnej zero (test kurtozy).

Test sko$nosci:

Hyj : rozklad, z ktérego pochodzi badana préba losowa, jest symetrycz-
ny

H, : rozklad, z ktérego pochodzi badana préba losowa, nie jest syme-
tryczny (czyli jest skosny)

UWAGA: Scigle rzecz biorac, nie testujemy tu normalnosci rozktadu,
lecz jedynie jego symetrie.

Test kurtozy:

Hy : rozklad, z ktérego pochodzi badana préba losowa, ma kurtoze
rowng, zero

H; : rozklad, z ktorego pochodzi badana préba losowa, ma kurtoze
rézng od zera

UWAGA: Sciéle rzecz biorac, nie testujemy tu normalnosci rozkladu,
lecz jedynie sprawdzamy czy jego kurtoza wynosi zero. PrzyjeliSmy
tu definicje kurtozy zmiennej losowej, wedtug ktorej kurtoza rozktadu
normalnego wynosi zero (a nie 3).

> install.packages("fBasics")

> library(fBasics)
> dagoTest(dane)

Testy uniwerslane

1. Test Shapiro-Wilka

Zaproponowany w 1965 r. jest to dzi§ uznawany za najlepszy test uni-
wersalny normalnoéci rozktadu. Konstrukcja tego testu opiera sie na
wykresie kwantylowym. Doktadniej, wyznacza sie linie, ktora jest moz-
liwie najlepiej dopasowana do punktéw tego wykresu (moéwiac precy-
zyjniej, wyznacza sie tzw. prostq regresji) 1 nastepnie bada sie stopien
dopasowania tych punktéw do owej proste;j.

> shapiro.test(dane)

2. Test Andersona-Darlinga

> install.packages("nortest")
> library(nortest)
> ad.test(dane)
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3. Test Craméra-von Misesa

> install.packages("nortest")
> library(nortest)
> cvm.test(dane)

W poréwnaniu z testem Craméra-von Misesa, test Andersona-Darlinga
zwraca wieksza uwage na ogony rozkladu.

4. Test Lilliefors’a

> install.packages("nortest")
> library(nortest)
> 1illie.test(dane)

Test Lilliefors’a sprawuje sie srednio gorzej niz test Andersona-Darlinga
i test Craméra-von Misesa.



