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14. JEDNOCZYNNIKOWA ANALIZA WARIANCJI

Analiza wariancji (skrét ANOVA pochodzi od angielskiego analysis of va-
riance) to procedura shuzaca do poréwnywania Srednich w wielu grupach.
Jednoczynnikowa ANOVA pozwala ona na testowanie hipotezy

Ho:,ulz,u,g:...:uk
przeciwko hipotezie
Hy : istniejg i # j takie, ze p; # 1,

gdzie k > 2 jest liczba badanych grup i w szczegdlnosci umozliwia spraw-
dzenie czy istnieje zalezno$¢ pomiedzy pewnymi cechami - doktadniej czy
zmienna zwana zmienng objasniang (lub zmienng odpowiedzi) zalezy od tzw.
zmiennej objasnianej (nazywanej tez czynnikiem).

Przyktad 14.1. Analiza wariancji moze postuzy¢ np. do sprawdzenia czy
papier wytwarzany przez trzech producentow rézni sie pod wzgledem jaskra-
wosci (1 jesli tak, to ktéry z tych trzech producentéw zapewnia najwicksza
jaskrawosé); wtedy

e zmienna objasniana (zmienna odpowiedzi) to jaskrawosé,

e zmienna obja$niajaca (czynnik) to producent, czynnik ten wystepuje
na trzech poziomach: producent I, producent II i producent III ;

Problem czy papier wytwarzany przez trzech producentéow rézni sie¢ pod
wzgledem jaskrawosci, mozemy rozwiazywaé testujac hipoteze

Ho:p = p2=ps
przeciwko hipotezie
Hj : nie wszystkie p1, po, 3 sa réwne,

gdzie 1, po, 3 oznaczaja Srednia jaskrawosé papieru wytworzonego odpo-
wiednio przez I, II i IIT producenta. Odrzucenie Hy bedzie swiadczylto o ist-
nieniu zaleznodci jaskrawosci papieru od tego, od ktérego producenta papier
pochodzi.

Zalbézmy, ze aby sprawdzi¢ czy papier, pochodzacy od trzech producen-
tow, rézni sie jaskrawoscia, zbadano po pie¢ losowo wybranych probek pa-
peru, pochodzacych od kazdego producenta, i otrzymane wyniki (wartosci
wspolezynnika odbicia) zebrano w ponizszej tabelce:
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producent I | producent II | producent III
60,5 60,3 60,0
60,6 60,9 60,4
60,5 60,5 59,9
61,0 60,7 60,2
60,8 60,7 59,8

Wprowadzamy dane do R, tworzac dwie zmienne:

1. zmienna typu liczbowego, nazwana np. jaskrawosc, zwierajaca uzyska-
ne wartoéci wspétczynnika odbicia;

2. zmienng typu factor, nazwana np. producent, zawierajacg numer pro-
ducenta, od ktoérego pochodzita dana prébka papieru:

> jaskrawosc=c(60.5,60.6,60.5,61,60.8,60.3,60.9,60.5,60.7,60.7,60,60.4,
59.9,60.2,59.8)
> producent=rep(c(”I",”11" ,”III"),rep(5,3))

Sam test analizy wariancji warto poprzedzi¢ wstepna analiza danych
pod katem postawionego problemu - obliczy¢ érednie prébkowe w grupach
i sporzadzi¢ wykresy skrzynkowe dla jaskrawoéci papieru pochodzacego od
kazdego z trzech producentéw.

> srednie=tapply(jaskrawosc, producent, mean)
> plot(jaskrawosc ~ producent, main="wykresy skrzynkowe”,
xlab="producent” ;ylab="jaskrawosc”)

M-

> lines(1:3,srednie,type="p” ,col="red”)

wykresy skrzynkowe

:

]

#

jaskrawosc
59.8 60.0 60.2 60.4 60.6 60.8 61.0
|

producent

Rysunek 1: Wykresy skrzynkowe dla odpowiedzi w kazdej grupie. Koétka
oznaczaja Srednie grupowe.
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Wykresy skrzynkowe i wartosci érednich grupowych sugeruja, ze jaskra-
wo$¢ paperu pochodzacego od trzeciego producenta érednio przyjmuje war-
tosci mniejsze niz jaskrawoéci papieru od pierwszego i drugiego producenta.
Chcieliby$smy to przypuszczenie potwierdzié¢ lub odrzucié, przeprowadzajac
formalne testy statystyczne. W tym celu konstruujemy model matematycz-

ny:
Yij = p + o + g5, 1=1,2,3- nr. producenta,
7 =1,2,3,4,5 - nr. obserwacji w i-tej grupie,
gdzie
e Y, - jaskrawosc j-tej probki papieru pochodzacej od i-tego producenta,
e u+q; - $rednia jaskrawos¢ papieru pochodzacego od i-tego producenta,
e «; - efekt i-tego producenta,

e c;; - blad losowy dla j-tej probki papieru pochodzacej od i-tego pro-
ducenta.

Ogodlnie model jednoczynnikowej analizy wariancji jest nastepujacy:

Yij = p+ o + g5, 1=12,...,k j=12,....n
k - liczba poziméw czynnika
n - liczba obserwacji na kazdym pozimie czynnika,

gdzie
e Y;; - warto$¢ zmiennej odpowiedzi dla j-tej obserwacji w i-tej grupie,
® 1+ «; - warto$¢ érednia zmiennej odpowiedzi w i-tej grupie,
e «; - efekt i-tej grupy,

e ¢;; - blad losowy dla j-tej obserwacji w i-tej grupie.

W powyzszym modelu zakladamy, ze dla kazdego poziomu czyn-

nika rozkltad zmiennej odpowiedzi jest normalny z taka samag wa-
. . ozn. . . . 7 . . .
riancja 0? =05 = ... = a,% 2" 2. Zalozenie to jest réwnowazne zalozeniu,

ze bledy losowe ¢;; tez maja rozklady normalne o tej samej wariancji o2
Poniewaz pomiary przeprowadzamy niezaleznie, tzn. Y;; sa niezalezne, to

takze €;; sa niezalezne. Reasumujac:
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€ij sa niezalezne o tym samym rozkladzie N (0, a?).

Ponadto zatozyliSmy, ze przeprowadziliSmy do$wiadczenie z planem zréow-
nowazonym - dla kazdego poziomu czynnika mamy taka sama liczbe obser-
wacji wynoszaca n. Wzory opisujace statystyke testowa w analizie warian-
¢ji wyprowadzimy wlasnie przy tym zalozeniu. Nastepnie wspominy jak je
uogdlni¢ na przypadek grup nieréwnolicznych.

Aby w modelu jednoczynnikowej analizy wariancji wartosci p oraz ay,
i1 =1,2,...,k, byly okreslone jednoznacznie, musimy co$ o nich zatozy¢. Tu
stosuje sie rozne konwencje, np.

1). art+as+...+a,=0
Wtedy
e ;. interpretujemy jako ogdlng wartos¢ srednig zmiennej odpowie-
dzi;
e «; interpretujemy jako efekt dzialania i-tego pozimu czynnika
wzgledem Sredniej ogdlnej.
2). a1 — 0
Wtedy poziom nr 1 przyjmujemy za poziom odniesienia a
e ;. interpretujemy jako warto$é¢ Srednig zmiennej odpowiedzi w
grupie, ktora jest poziomem odniesienia;
e oy, 1 =2,...,k interpretujemy jako efekt dziatania i-tego pozimu

czynnika wzgledem poziomu czynnika nr 1.

Jest to konwencja zaimplementowana w R.

Niezaleznie od wybranej konwencji, weryfikujemy hipoteze
Hy:pp=p=...=u & Hy:aop=as=...=qa=0
przeciwko hipotezie

Hy : istniejg i # j takie, Ze u; # pj < Hjp: istnieje i takie, Zze a; # 0.

Konstrukcja testu do weryfikacji hipotez w analizie wariancji

Jesli hipoteza Hy jest prawdziwa i dla kazdego poziomu czynnika zmien-
na odpowiedzi ma tg samg wariancje, to wewnatrzgrupowe rozproszenie ob-
serwacji (zmienno$é wewnatrzgrupowa) oraz miedzygrupowe rozproszenie
obserwacji (zmiennosé miedzygrupowa) beda w przyblizeniu réwne.
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Zmiennos¢é wewnatrzgrupowa mierzona jest jako srednia z wariancji w gru-
pach:

2 ozn.
Z - k(n— 1)SSE7

n—l i

S%+S§+...+S,§_lis2 P& 1
k TR o

gdzie S? to wariancja obserwacji w i-tej grupie, tzn.

n

J=1

a Y;. to érednia obserwacji w i-tej grupie, tzn. Y;. = 1 j 1Yij.
Zmiennosé miedzygrupows mierzymy jako n razy wariancja obliczona ze
$rednich w grupach:

k k
1 - — 1 — -
C— -V = ——. Y, —Y.)? & 75514
gdzie Y. = %Zleffi. = %Zfﬂ% i1 Yy = Z 12 j=1 Yi; to Srednia

ogolna.

Zachodzi réwnosé (zwana podstawowym réwnaniem ANOVA):

SSE + SSA = S8ST,

gdzie SST = 3774 377 4(Yij — Y.)? jest tzw. calkowita suma kwadratéw
(total sum of Squares) taka, ze knASST to wariancja obliczona na podsta-
wie wszystkich obserwacji (czyli miara zmiennoéci catkowitej).

Jesli Hy jest prawdziwa, to (n )SS’E i kl SSA beda w przyblizeniu
réwne. Natomiast jesli Hy jest falszywa, to = 1SSA bedzie miato tenden-

cje do przyjmowania wartoéci wiekszych niz k(n—l)SSE' Stad pomyst na
statystyke testowa
#SSA

= 1)SSE
Jesli
e [ jest "duze”, to odrzucamy H,

e F'jest "male”, to przyjmujemy Hy.

Jak oceni¢ czy wartoéé¢ I jest duza czy malta? Mozna pokazaé, ze gdy Hy
jest prawdziwa, to statystyka testowa F' ma rozktad F-Snedecora o k — 1 i
k(n — 1) stopniach swobody:

FRFR,_ 1k(n—1)-



RPiESM Wyktad 14

Stad jesli F' > fi_qk—1,k(n—1), 8dzie fi_qk—1k(n—1) Oznacza kwantyl rze-
du 1 — «a rozkladu Fy_qppn-1), to Hp odrzucamy; natomiast jesli F <
J1—ask—1,k(n—1) to stwierdzamy, ze nie ma podstaw do odrzucenia Hy. Decy-
zja ta zostaje podjeta na poziomie istotnosci a.

Implementacja powyzszego testu w R:

> model=lm(zmienna.odpowiedzi ~ czynnik)
> summary(model)

lub

> model=aov(zmienna.odpowiedzi ~ czynnik)
> summary(model)

Sprawdzanie zalozen

Przed przeprowadzeniem powyzszego testu trzeba sprawdzi¢ czy sa spel-
nione zalozenia analizy wariancji.

1). Czy dla kazdego poziomu czynnika rozklad zmiennej odpowiedzi jest
normalny?

e Jesli n nie jest bardzo male, to rysujemy wykresy kwantylowe dla
odpowiedzi w kazdej grupie:
> par(mfrow=c(k,1)) # k oznacza liczbe grup

> tapply(zmienna.odpowiedzi,czynnik,qqnorm)

e Jedli n nie jest bardzo male, to przeprowadzamy test lub testy
normalnosci, np.:

> tapply(zmienna.odpowiedzi,czynnik,shapiro.test)

e Jedli n jest male i wariancje w grupach mozemy uznaé za row-
ne, to lepiej sporzadzi¢ wykres kwantylowy i przeprowadzi¢ test
Shapiro-Wilka dla wszystkich reszt Y;; — Y;..

2). Czy wariancje w grupach sa przynajmniej w przyblizeniu réwne?

Przeprowadzamy test (lub testy) réwnosci wariancji w grupach: test
Levene’a lub test Bartletta (ten drugi, gdy n > 10 oraz, gdy rozklady
zmiennej odpowiedzi w grupach sa normalne), poziom istotnosci dla
tych testow ustalamy na poziomie o = 0,01, bo procedury zwiazane
z analiza wariacji sa w miare odporne na odstepstwa od zalozenia
o rownych wariancjach w grupach.

> bartlett.test(zmienna.odpowiedzi ~ czynnik)

> library(car)

> leveneTest(zmienna.odpowiedzi ~ czynnik, center=mean)
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Uwaga: Zaltozenia o normalnoéci rozktadéw i réwnosci wariancji moga nie
by¢ spelnione z powodu istnienia obserwacji odstajacych. Obserwacje odsta-
jace, ktére mozna wykry¢ analizujac wykresy skrzynkowe, nalezy usunaé ze
zbioru danych. Jesli po usunieciu obserwacji odstajacych, zalozenia o nor-
malnosci rozktadéw i réwnosci wariancji zdecydowanie trzeba odrzucié, to
mozna prébowaé tak przetransformowaé dane (rozpatrujac np. 1/Yj; lub
In(Y;;) lub /Y;; zamiast wyjsciowych Yj;) aby po transformacji porzadane
zalozenia byty spelnione. Inng alternatywa, gdy nie sa spelnione zaloze-
nia analizy wariancji, jest zastosowanie nieparametrycznego testu Kruskala-
Wallisa - testu tego nie bedziemy tu jednak omawiac.

Poréwnania wielokrotne

Jedli odrzucimy Hy : py = po = ... = ug, to powstaje pytanie, ktore
$rednie réznig sie istotnie miedzy soba. Aby na nie odpowiedzie¢ stosujemy
tzw. porownania wielokrotne - poréwnujemy Srednie parami, dla kazdej pary
stosujac pewna modyfikacje testu t dla prébek niezaleznych o nieznanych
lecz réwnych wariancjach. Oznaczmy przez T;; statystyke testowa dla testu
weryfikujacego

Hy : p; = pj przeciwko Hy @ p; # pj.

Wéwezas

gdzie S = v/ 52 i S? jest estymatorem nieznanej wariancji o2, tzn. S? = %

i N to liczba wszystkich obserwacji (w szczegdélnosci w przypadku planu
zréwnowazonego mamy N = kn). Ponadto, jesli grupy nie sa réwnoliczne,
to we wzorze na Tj; zast¢pujemy % przez n% + %, gdzie n; to licznosé i-tej
grupy. Zauwazmy, ze powyzszy wzor na T;; to médyﬁkacja statystyki testo-
wej testu t dla prébek niezaleznych o nieznanych lecz rownych wariancjach
otrzymana poprzez zastapienie estymatora wariancji opartego na dwéch po-
réwnywanych grupach estymatorem wariancji wyliczonym z wykorzystaniem
wszystkich k£ grup. Mozna pokazaé, ze gdy Hj jest prawdziwa, to statystyka
testowa Tj; ma rozklad t-Studenta o N — k stopniach swobody:

H
Tz’j ~J t[N—k] .

Stad jesli |Tj;| > ti—a;n—k, gdzie t;_s,nv—k Oznacza kwantyl rzedu 1 — &
rozkladu t[y_g), to Ho odrzucamy. Pozostaje problem jak dobra¢ poziom
istotnosci pojedynczego testu & tak by poziom istotnosci calej procedury
wynosil . Zauwazmy bowiem, ze, poréwnujac Srednie parami, przeprowa-
dzamy (g) = k(k —1)/2 testéw. Gdyby za poziom istotno$ci pojedyncze-
go testu przyjac¢ po prostu «, to poziom istotnosci calej procedury byltby
wiekszy niz « - jest to sytuacja analogiczna np. do ciagniecia loséw: jedli
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w pojedynczym losowaniu prawdopobienstwo trafienia na los wygrywajacy
wynosi «, to gdy losowan wykonamy wiecej, prawdopodobienstwo trafienia
na los wygrywajacy wzrosnie.

W literaturze znane sa rézne metody doboru poziomu istotnosci poje-
dynczego testu a.

e Procedura Bonferroniego - za poziom istotno$ci pojedynczego testu
przyjmujemy

a = a/K* gdzie K* to liczba par, ktére poréwnujemy.

Niestety dla tak dobranej & poziom calej procedury jest mniejszy niz
zadana «. Ponadto dla duzych wartosci K* procedura Bonferronie-
go staje sie bezuzyteczna, bo praktycznie nigdy nie odrzuca hipotezy
ZETrowej.

> pairwise.t.test(zmienna.odpowiedzi,czynnik,

p.adjust.method="bonferroni”)

e Procedura Tukeya - zbior krytyczny dla pojedynczego testu oparty jest
nie na rozktadzie t-Studenta lecz na tzw. studentyzowanym rozkladzie
rozstepu dla proby z rozkladu normalnego czyli rozkladzie maksymal-
nej réznicy pomiedzy $rednimi. Procedura ta jest szczegélnie polecana
w sytuacji poréwnywania Srednich w grupach o tej samej licznoéci.

> TukeyHSD (aov(model))

e Procedura Scheffégo - pozwala poréwnywaé nie tylko $rednie w pa-
rach, ale takze tak zwane kontrasty miedzy wiecej niz dwiema Sredni-
mi. W przyktadzie 14.1 pozwoli np. sprawdzi¢ czy Srednia jaskrawosé
papieru pochodzacego od pierwszego i drugiegi producenta jest taka
sama jak $rednia jaskrawo$é¢ papieru pochodzacego od trzeciego pro-
ducenta:

1+ H2

Hy : ———— = pug3 przeciwko Hj :

M1+ 2
5 #

2

Ogdlnie mozemy testowaé

k k k
Hy: Zci,ui = 0 przeciwko H7 : Zci,ui £ 0, gdzie ch- =0.
i=1 i=1 i=1



