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15. DWUCZYNNIKOWA ANALIZA WARIANCJI

Teraz chcemy sprawdzić czy zmienna odpowiedzi zależy od dwóch czynni-
ków. Czynniki te nazwiemy: czynnik A i czynnik B.

Przykład 15.1. Chcemy sprawdzić czy nowy lek rzeczywiście obniża nad-
ciśnienie tętniczne i czy działanie tego leku zależy od wieku pacjenta; wtedy

� zmienna objaśniana (zmienna odpowiedzi) to spadek ciśnienia tętni-
czego,

� zmienne objaśniające (czynniki) to

– czynnik A: podanie lub nie leku (czynnik ten występuje na dwóch
poziomach: podano lek, podano placebo)

– czynnik B: wiek (ten czynnik ustalono np. na czterech poziomach:
poniżej 30 roku życia, 30-50 lat, 50-70 lat, powyżej 70 roku życia).

Ogólnie załóżmy, że czynnik A występuje na k poziomach a czynnik B
- na l poziomach oraz, że w każdej grupie (czyli dla każdej z kl możliwych
kombinacji poziomów czynników A i B) mamy po n obserwacji - oznacza to,
że przeprowadzamy eksperyment czynnikowy z n replikacjami.

Bardzo często czynniki są w interakcji. Interakcja to łączne oddziaływa-
nie czynników na zmienną odpowiedzi: jeśli średnia wartość zmiany odpo-
wiedzi spowodowana zmianą jednego czynnika zależy od wartości drugiego
czynnika, to wówczas istnieje interakcja między czynnikami.

Popatrzmy na przykładowe wykresy średnich w grupach. Załóżmy, że
rozważając przykład 15.1 otrzymaliśmy wykres średnich przedstawiony na
rysunku 1.

> interaction.plot(wiek,czy.podano.lek,spadek.cisnienia)

W powyższej sytuacji podanie leku obniża ciśnienie tętnicze średnio o 2 jed-
nostki więcej niż podanie placebo i wartość ta nie zależy od wieku pacjenta.
Innymi słowy średnia wartość zmiany odpowiedzi spowodowana zmianą jed-
nego czynnika (podaniem leku lub nie) nie zależy od tego jaki jest poziom
drugiego czynnika (wieku). Oznacza to, że nie ma interakcji między czynni-
kami. Sytuacja przedstawiona na rysunku 1 jest sytuacją wyidealizowaną -
w praktyce łamane łączące średnie w grupach w przypadku braku interakcji
nie będą idealnie równoległe z powodu wahań losowych.

Popatrzmy teraz na przykładowy wykres średnich w grupach odpowia-
dający przypadkowi, w którym występują interakcje między czynnikami.

Na rysunku 2 średnia wartość zmiany zmiennej objaśnianej, spowodo-
wana zmianą jednego czynnika (podaniem leku lub nie) zależy od tego jaki
jest poziom drugiego czynnika (wieku); np.
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Rysunek 1: Wykres średnich w grupach w przypadku braku interakcji.
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Rysunek 2: Wykres średnich w grupach w przypadku występowania interak-
cji.

� dla osób w wieku poniżej 30 lat zmienna objaśniana (spadek ciśnienia
tętniczego) wzrasta o 1 jednostkę, gdy zamiast placebo podamy lek;

� dla osób w wieku 30-50 lat zmienna objaśniana (spadek ciśnienia tęt-
niczego) wzrasta o 5 jednostek, gdy zamiast placebo podamy lek.

Oznacza to, że czynniki są w interakcji.

Jeśli nie możemy z góry odrzucić występowania interakcji między czyn-
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nikami A i B, to rozważamy model z interakcjami:

Yijm = µ + αi + βj + γij + εijm , i = 1, 2, . . . , k,
j = 1, 2, . . . , l,
m = 1, 2, . . . , n,

gdzie

� Yijm - wartość zmiennej odpowiedzi dla m-tej obserwacji w grupie,
w której czynnik A jest na i-tym poziomie a czynnik B - na j-tym
poziomie,

� µ + αi + βj + γij - wartość średnia zmiennej odpowiedzi w grupie,
w której czynnik A jest na i-tym poziomie a czynnik B - na j-tym
poziomie,

� αi - efekt i-tego poziomu czynnika A,

� βj - efekt j-tego poziomu czynnika B,

� γij - interakcja między i-tym poziomem czynnika A i j-tym poziomem
czynnika B,

� εijm - błąd losowy dla m-tej obserwacji w grupie, w której czynnik A
jest na i-tym poziomie a czynnik B - na j-tym poziomie.

Opuszczając w powyższym modelu wszystkie γij , otrzymujemy model
bez interakcji.

W obu modelach (z interakcjami i bez) zakładamy, że w każdej
grupie (tzn. dla każdej z kl możliwych kombinacji poziomów czynników
A i B) rozkład zmiennej odpowiedzi jest normalny z taką samą
wariancją:

σ2ij = σ2 dla każdego i = 1, 2, . . . , k, j = 1, 2, . . . , l.

Założenie to możemy zapisać następująco:

εijm są niezależne o tym samym rozkładzie N (0, σ2).

Ponadto aby wartości µ, αi, βj , γij , i = 1, 2, . . . , k, j = 1, 2, . . . , l, były
określone jednoznacznie, musimy coś o nich założyć. Podobnie jak w jedno-
czynnikowej analizie wariancji stosowane są różne konwencje:

1).

α1 + α2 + . . .+ αk = 0
β1 + β2 + . . .+ βl = 0
γ1j + γ2j + . . .+ γkj = 0 dla każdego j = 1, 2, . . . , l
γi1 + γi2 + . . .+ γil = 0 dla każdego i = 1, 2, . . . , k
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2).

α1 = 0
β1 = 0
γ1j = 0 dla każdego j = 1, 2, . . . , l
γi1 = 0 dla każdego i = 1, 2, . . . , k

Jest to konwencja zaimplementowana w R.

Testowanie hipotez
Najpierw sprawdzamy czy występują interakcje między czynnikami A

i B. W tym celu weryfikujemy hipotezę

H0AB : γij = 0 dla każdego i = 1, 2, . . . , k oraz j = 1, 2, . . . , l (brak interakcji)

przeciwko hipotezie

H1AB : istnieje i ∈ {1, 2, . . . , k} oraz j ∈ {1, 2, . . . , l} takie, że γij 6= 0

(jest interakcja)

Jeśli nie odrzucimy H0AB, tzn. uznamy, że nie ma interakcji między
czynnikami A i B, to zasadnym stanie się

� sprawdzanie istnienia efektu głównego pochodzącego od czynnika A:

H0A : α1 = α2 = . . . = αk = 0 (czynnik A nie ma wpływu na zmienną
odpowiedzi)

H0A : istnieje i takie, że αi 6= 0 (czynnik A ma wpływu na zmienną
odpowiedzi)

� sprawdzanie istnienia efektu głównego pochodzącego od czynnika B:

H0B : β1 = β2 = . . . = βl = 0 (czynnik B nie ma wpływu na zmienną
odpowiedzi)

H0B : istnieje j takie, że βj 6= 0 (czynnik B ma wpływu na zmienną
odpowiedzi)

Natomiast jeśli H0AB odrzucimy, tzn. uznamy, że interakcje między czyn-
nikami A i B są istotne, to badanie wpływu jednego z czynników na zmienną
odpowiedzi będzie miało sens tylko dla ustalonego poziomu drugiego czyn-
nika.

Implementacja powyższych testów w R:

> model=lm(zmienna.odpowiedzi ∼ czynnik1 * czynnik2)
> anova(model)

i, aby zobaczyć wartości współczynników w modelu,

> summary(model)

Uwaga: W sytuacji, gdy stwierdzimy, że nie ma interakcji między czynni-
kami A i B, istotność obu tych czynników lepiej sprawdzać posługując się
pełnym modelem z interakcjami - testy w tym modelu są bardziej czułe na
różnice między średnimi niż testy w modelu bez interakcji.
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Eksperyment czynnikowy bez replikacji
Jeśli n = 1, czyli mamy tylko po jednej obserwacji w każdej grupie, to

nie jesteśmy w stanie przeprowadzić testów w modelu z interakcjami.
W tej sytuacji możemy postąpić następująco.

1). Narysować wykresy średnich. Jeśli łamane średnich okażą się w przybli-
żeniu równoległe, to będzie można uznać, że nie ma interakcji między
czynnikami A i B i używać modelu bez interakcji:

Yijm = µ + αi + βj + εijm , i = 1, 2, . . . , k,
j = 1, 2, . . . , l,
m = 1, 2, . . . , n.

Implementacja dwuczynnikowego modelu analizy wariancji bez inte-
rakcji w R:

> model.bi=lm(zmienna.odpowiedzi ∼ czynnik1 + czynnik2)

> anova(model.bi)

> summary(model.bi)

2). Zastosować test sprawdzający specjalny rodzaj interakcji γij = ϕαiβj .
Testujemy wtedy hipotezę

H0 : ϕ = 0 (czyli brak interakcji)

przeciwko hipotezie

H1 : ϕ 6= 0.

Niestety takie podejście nie jest uniwersalne, bo ogólnie interakcje nie
muszą być właśnie takiej szczególnej postaci.

Uwaga
Przed przeprowadzeniem testów w modelu dwuczynnikowej analizy wa-

riancji trzeba sprawdzić czy, przynajmniej w przybliżeniu, są spełnione za-
łożenia tego modelu:

� czy w każdej grupie rozkład zmiennej odpowiedzi jest normalny,

� czy wariancje zmiennej odpowiedzi są w każdej grupie takie same.

6


