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15. DWUCZYNNIKOWA ANALIZA WARIANCJI

Teraz chcemy sprawdzi¢ czy zmienna odpowiedzi zalezy od dwoéch czynni-
kéw. Czynniki te nazwiemy: czynnik A i czynnik B.

Przyktad 15.1. Chcemy sprawdzi¢ czy nowy lek rzeczywiscie obniza nad-
ci$nienie tetniczne i czy dziatanie tego leku zalezy od wieku pacjenta; wtedy

e zmienna objasniana (zmienna odpowiedzi) to spadek ci$nienia tetni-
czego,

e zmienne objasniajace (czynniki) to

— czynnik A: podanie lub nie leku (czynnik ten wystepuje na dwéch
poziomach: podano lek, podano placebo)

— czynnik B: wiek (ten czynnik ustalono np. na czterech poziomach:
ponizej 30 roku zycia, 30-50 lat, 50-70 lat, powyzej 70 roku zycia).

Ogdlnie zal6zmy, ze czynnik A wystepuje na k poziomach a czynnik B
- na [ poziomach oraz, ze w kazdej grupie (czyli dla kazdej z kI mozliwych
kombinacji pozioméw czynnikéw A i B) mamy po n obserwacji - oznacza to,
ze przeprowadzamy eksperyment czynnikowy z n replikacjami.

Bardzo czesto czynniki sa w interakcji. Interakcja to taczne oddzialywa-
nie czynnikéw na zmienng odpowiedzi: jesli érednia wartos¢ zmiany odpo-
wiedzi spowodowana zmiang jednego czynnika zalezy od wartosci drugiego
czynnika, to wowczas istnieje interakcja miedzy czynnikami.

Popatrzmy na przyktadowe wykresy srednich w grupach. Zatézmy, ze
rozwazajac przykitad 15.1 otrzymalidmy wykres srednich przedstawiony na
rysunku 1.

> interaction.plot(wiek,czy.podano.lek,spadek.cisnienia)

W powyzszej sytuacji podanie leku obniza cisnienie tetnicze $rednio o 2 jed-
nostki wiecej niz podanie placebo i wartosé ta nie zalezy od wieku pacjenta.
Innymi stowy Srednia warto$¢ zmiany odpowiedzi spowodowana zmiang jed-
nego czynnika (podaniem leku lub nie) nie zalezy od tego jaki jest poziom
drugiego czynnika (wieku). Oznacza to, ze nie ma interakcji miedzy czynni-
kami. Sytuacja przedstawiona na rysunku 1 jest sytuacja wyidealizowana -
w praktyce tamane laczace srednie w grupach w przypadku braku interakcji
nie beda idealnie réwnolegte z powodu wahan losowych.

Popatrzmy teraz na przyktadowy wykres $rednich w grupach odpowia-
dajacy przypadkowi, w ktérym wystepuja interakcje miedzy czynnikami.

Na rysunku 2 érednia warto$¢ zmiany zmiennej objasnianej, spowodo-
wana zmiang jednego czynnika (podaniem leku lub nie) zalezy od tego jaki
jest poziom drugiego czynnika (wieku); np.
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Rysunek 1: Wykres érednich w grupach w przypadku braku interakcji.
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Rysunek 2: Wykres érednich w grupach w przypadku wystepowania interak-
cji.

e dla 0s6b w wieku ponizej 30 lat zmienna objasniana (spadek ci$nienia
tetniczego) wzrasta o 1 jednostke, gdy zamiast placebo podamy lek;

e dla 0s6b w wieku 30-50 lat zmienna objasniana (spadek ci$nienia tet-
niczego) wzrasta o 5 jednostek, gdy zamiast placebo podamy lek.

Oznacza to, ze czynniki sa w interakcji.

Jesli nie mozemy z géry odrzuci¢ wystepowania interakcji miedzy czyn-
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nikami A i B, to rozwazamy model z interakcjami:

Yiim = p + o + B; + v + Eijm, i=1,2,...,k,
j:1?27 '7l7
m:]‘727 7n7
gdzie

e Yiim - warto$¢ zmiennej odpowiedzi dla m-tej obserwacji w grupie,
w ktérej czynnik A jest na i-tym poziomie a czynnik B - na j-tym
poziomie,

o i+ a; + B + v - warto$¢ érednia zmiennej odpowiedzi w grupie,
w ktérej czynnik A jest na i-tym poziomie a czynnik B - na j-tym
poziomie,

e «; - efekt i-tego poziomu czynnika A,
e (3; - efekt j-tego poziomu czynnika B,

e 7;j - interakcja miedzy i-tym poziomem czynnika A i j-tym poziomem
czynnika B,

® ¢ijm - blad losowy dla m-tej obserwacji w grupie, w ktérej czynnik A
jest na i-tym poziomie a czynnik B - na j-tym poziomie.

Opuszczajac w powyzszym modelu wszystkie «;;, otrzymujemy model
bez interakcji.

W obu modelach (z interakcjami i bez) zakladamy, ze w kazdej
grupie (tzn. dla kazdej z kl mozliwych kombinacji pozioméw czynnikéw
A i B) rozklad zmiennej odpowiedzi jest normalny z taka sama
wariancja:

o7y =o0” dla kazdego i = 1,2,... .k, j=1,2,... 1L
Zalozenie to mozemy zapisa¢ nastepujaco:

€ijm Sa niezalezne o tym samym rozkladzie N (0, 02).

Ponadto aby wartosci u, a;, B;, vij, © = 1,2,...,k, j = 1,2,...,1, byly
okreélone jednoznacznie, musimy co$ o nich zatozy¢. Podobnie jak w jedno-
czynnikowej analizie wariancji stosowane sg rézne konwencje:

1). art+ar+...+a,=0
Bi1+Pe+...+58,=0
Y1 +72 + ...+ = 0 dla kazdego j = 1,2,...,1
Yi1 + Yiz + ...+ = 0 dla kazdego i = 1,2, ...,k

4
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2). a1:0
f1=0
v1; = 0 dla kazdego j =1,2,...,1
v;1 = 0 dla kazdego i = 1,2,... )k

Jest to konwencja zaimplementowana w R.

Testowanie hipotez
Najpierw sprawdzamy czy wystepuja interakcje miedzy czynnikami A
i B. W tym celu weryfikujemy hipoteze

Hoap : vij = 0 dla kazdego i = 1,2,...,koraz j = 1,2,...,0 (brak interakcji)
przeciwko hipotezie
Hiap : istnieje i € {1,2,...,k} oraz j € {1,2,...,1} takie, ze v;; # 0
(jest interakcja)

Jedli nie odrzucimy Hpap, tzn. uznamy, ze nie ma interakcji miedzy
czynnikami A i B, to zasadnym stanie sie

e sprawdzanie istnienia efektu gléwnego pochodzacego od czynnika A:

Hpp:ap =as=...=a =0 (czynnik A nie ma wplywu na zmienng
odpowiedzi)
Hy, : istnieje i takie, ze a; # 0 (czynnik A ma wplywu na zmienna
odpowiedzi)

e sprawdzanie istnienia efektu gléwnego pochodzacego od czynnika B:
Hop : 1 = P2 = ... = [ =0 (czynnik B nie ma wplywu na zmienng
odpowiedzi)

Hyp : istnieje j takie, ze §; # 0 (czynnik B ma wplywu na zmienna
odpowiedzi)

Natomiast jesli Hpap odrzucimy, tzn. uznamy, ze interakcje miedzy czyn-

nikami A i B sg istotne, to badanie wptywu jednego z czynnikéw na zmienna

odpowiedzi bedzie miato sens tylko dla ustalonego poziomu drugiego czyn-
nika.

Implementacja powyzszych testow w R:

> model=Ilm(zmienna.odpowiedzi ~ czynnikl * czynnik2)
> anova(model)

i, aby zobaczy¢ wartosci wspdtezynnikéw w modelu,
> summary(model)

Uwaga: W sytuacji, gdy stwierdzimy, ze nie ma interakcji miedzy czynni-
kami A i B, istotnos$¢ obu tych czynnikéw lepiej sprawdzaé postugujac sie
pelnym modelem z interakcjami - testy w tym modelu sa bardziej czute na
réznice miedzy Srednimi niz testy w modelu bez interakcji.
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Eksperyment czynnikowy bez replikacji

Jesli n = 1, czyli mamy tylko po jednej obserwacji w kazdej grupie, to
nie jesteSmy w stanie przeprowadzié¢ testow w modelu z interakcjami.

W tej sytuacji mozemy postapié¢ nastepujaco.

1). Narysowaé¢ wykresy $rednich. Jegli tamane Srednich okaza sie w przybli-
zeniu réwnolegle, to bedzie mozna uznaé, ze nie ma interakcji miedzy
czynnikami A i B i uzywa¢ modelu bez interakcji:

sz]m = p + o + /8] + Eijm » i = 1727" 7k7
i=1,2... 1
m=1,2,....n

Implementacja dwuczynnikowego modelu analizy wariancji bez inte-
rakcji w R:
> model.bi=lm(zmienna.odpowiedzi ~ czynnikl + czynnik2)
> anova(model.bi)
> summary(model.bi)
2). Zastosowal test sprawdzajacy specjalny rodzaj interakcji vi; = pa;f;.
Testujemy wtedy hipoteze
Hy : ¢ =0 (czyli brak interakcji)
przeciwko hipotezie
Hy:¢p#0.

Niestety takie podejscie nie jest uniwersalne, bo ogélnie interakcje nie
musza by¢ wlasnie takiej szczegdlnej postaci.

Uwaga

Przed przeprowadzeniem testéw w modelu dwuczynnikowej analizy wa-
riancji trzeba sprawdzi¢ czy, przynajmniej w przyblizeniu, sa spelnione za-
lozenia tego modelu:

e czy w kazdej grupie rozktad zmiennej odpowiedzi jest normalny,

e czy wariancje zmiennej odpowiedzi sa w kazdej grupie takie same.



