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2. ZMIENNE LOSOWE

Definicja. Niech (2, F,P) bedzie przestrzenia probabilistyczna. Zmienng
losowqg nazywamy dowolng funkcje X : 2 — R spelniajaca warunek

{w: X(w) < a} € F dla kazdego a € R. (1)

O funkcji X spelniajacej (1) méwimy, Ze jest mierzalna. Zatem, innymi sto-
wy, zmienna losowa to dowolna mierzalna funkcja X : Q2 — R.

Przyktad 2.1. Gra polega na rzucie symetryczng kostka do gry. Jesli wy-
padnie 6 oczek, to wygrywamy 10 z1, jesli 4 lub 5 oczek, to wygrywamy 2 zt,
w pozostalych przypadkach tracimy 4 zi. Niech X oznacza wysokoé¢ naszej
wygrane;j.

Mamy Q ={1,2,3,4,5,6} i

X(1)=X(2)=X(3) =—-4, X(4) = X(5) =2, X(6) = 10.

Skoro F = 29, to warunek (1) jest na pewno spelniony i X jest zmienng
losowa. Prawdopodobienstwa otrzymania kolejnych, mozliwych wartosci dla
zmiennej losowej X opiszemy tabelka:
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Tabelka ta podaje rozklad X . Zauwazmy, ze musimy mieé py > 0 dla wszyst-
kich ki), pr=1.

Przyklad 2.2. Wykltadowca zawsze spdznia si¢ na wyktad i rozpoczyna go
w losowym momencie pomiedzy 10:15 a 10:30. Niech X oznacza opdznienie
rozpoczecia wykladu liczone w minutach. Wtedy X przyjmuje nieprzeli-
czalna liczbe wartosci (wszystkie liczby z przedziatu (0,15)) i jest zmienna
losowa . Rzeczywiscie, mozemy przyja¢ Q = (15,30), F = B(15, 30),

0 dla a <0,
{w: X(w)<a} =< (15,15+a] dla a€(0,15),
Q dla a>15

i widzimy, ze warunek {w : X (w) < a} € F jest spelniony dla kazdego a € R,
bo, bezposrednio z definicji o-ciata

NeF = 0=0\QeF
a z definicji borelowskiego o-ciata

(15 + a,30) € B(15,30) =
(15,15 + a] = (15,30) \ (15 + a, 30) € B(15, 30).
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Wyrdzniamy trzy rodzaje zmiennych losowych.

1.

1).

Zmienne losowe dyskretne (inaczej zwane skokowymi).
Przyjmuja one skonczong badz przeliczalng liczbe wartoéci. Rozktad
tych o skonczonej liczbie wartosci wygodnie jest opisywaé za pomoca
tabelki, tak jak to zrobiliémy w przykladzie 2.1.

. Zmienne losowe absolutnie ciggle. Przyjmuja one nieprzeliczalna
liczbe wartosci i ich rozklad daje sie opisaé przez funkcje gestosci f(x)
czyli nieujemng funkcje taka, ze

P(Xe€A)= / f(z)dz  dla dowolnego A € F.
A

Kazda funkcja f : R — R spelniajaca warunki:

(a) f(x) > 0 dla wszystkich x € R,

(b) Jr fz)dz =1
jest gestodcia pewnej absolutnie ciaglej zmiennej losowe;j.
Zauwazmy, ze dla zmiennych losowych absolutnie ciagtych mamy

P(X =a)=

= f(z)dz =0,

pomimo, ze zdarzenie {X = a} nie musi by¢ niemozliwe.

W przykladzie 2.2 mamy zmienna losowa absolutnie ciagla o funkcji
gestosci

f(:v)—{é5 dla = ¢ (0,15).

Zmienne losowe singularne.

Przyklady rozkladéw (i zmiennych losowych) dyskretnych

Rozklad dwupunktowy: Wykonujemy do$wiadczenie, ktére moze zakon-
czy¢ sie jedynie sukcesem (z prawdopodobienstwem p € (0,1)) albo
porazka. Zmienna losowa X przyjmuje warto$¢ 1, gdy zajdzie sukces,
oraz wartos¢ 0, gdy zajdzie porazka. Wtedy rozktad X opisuje ponizsza
tabelka:

Tk 0 1

pe | 1—-p|p
co réwnowaznie mozna zapisa¢ nastepujaco:

)

PX=0=1-pi P(X=1)=p.
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2). Rozklad dwumianowy: X ~ binom(n,p).

Powtarzamy n-krotnie do$wiadczenie, ktére moze zakonczy¢ sie jedy-
nie sukcesem (z prawdopodobienstwem p € (0,1)) albo porazka. Za-
ktadamy, ze kolejne powtérzenia doswiadczenia przebiegaja niezaleznie
od pozostatych. Wtedy X to liczba uzyskanych sukcesow.

P(X =k)= (Z)pk(l—p)nk dla k=0,1,...,n.

3). Rozklad Poissona: X ~ Pois()), gdzie A > 0, jesli

k

P(X:k:):e”\% dlak=0,1,....

4). Rozklad geometryczny: X ~ Ge(p), gdzie p € (0,1).

Powtarzamy do$wiadczenie, ktére moze zakonczy¢ sie sukcesem (z praw-
dopodobienstwem p) albo porazka. Zakladamy, ze kolejne powtoérze-
nia do$wiadczenia przebiegaja niezaleznie od pozostatych. Wtedy X
to liczba porazek poprzedzajacych pierwszy sukces.

P(X =k)=p(1—p)* dla k=0,1,....

5). Rozklad ujemny dwumianowy: X ~ nb(p), gdzie p € (0,1).

Powtarzamy do$wiadczenie, ktore moze zakonczy¢ sie sukcesem (z praw-
dopodobienstwem p) albo porazka. Zakladamy, ze kolejne powtdrze-
nia do$wiadczenia przebiegaja niezaleznie od pozostatych. Wtedy X
to liczba porazek poprzedzajacych r-ty sukces.

-1
P(X = k) = (”Z )pr(l—p)k dla k=0,1,....

Przyklady rozkladéw (i zmiennych losowych) absolutnie ciaglych

1). Rozklad jednostajny na przedziale (a,b), oznaczany U(a,b), czyli roz-
ktad o gestosci

1 a X a
jo={ g o elod

2). Rozklad wykladniczy z parametrem A > 0, oznaczany Exp(\), czyli
rozktad o gestosci

fz) = { e ™ dla >0

0 dla 2z <0.
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3). Rozklad normalny o parametrach p i 02 >, oznaczany N (u,0?), czyli
rozktad o gestosci

1 1
fz) = Wores exp (—2 2(:):—,u)2>, x € R, gdzie p€R, o> 0.
o o

Wykres tej gestoéci to tzw. krzywa gaussa.
Wtasnoéci rozkltadu normalnego:
e Rozklad normalny A (j, 02) jest rozkladem symetrycznym wzgle-

dem pu.

o Jesli X ~ N(u,0?), to U = 4 ~ N(0,1). Rozklad N(0,1)
nazywamy standardowym rozkiadem normalnym.

e Ogolniej jesli X ~ N(u,0?) i a,b sa liczbami rzeczywistymi, to
aX +b~ N(ap+ b,a’0?).

4). Rozklad gamma z parametrem ksztaltu a i parametrem skali s, ozna-
czany Gamma(a, s), czyli rozklad o gestosci

1 a—1 _
f($)={ @t exp(—z/s) dlaz >0 a>0.5>0,

0 dlax <0

gdzie I'(a) = [¢° 2" le *dx.

Wielkos$ci stuzagce do opisu zmiennych losowych:

1). Dystrybuanta : F(x) = P(X < z).
Jedli X jest zmienng losowa dyskretng, to jej dystrybuanta jest funkcja
schodkows, prawostronnie ciagla.
Jesli natomiast X jest zmienng losows absolutnie ciagla, to jej dystry-
buante wyznaczamy korzystajac ze wzoru

F(t) = P(X <1) = /_ ; f(x)de

i otrzymujemy funkcje ciagta.
Twierdzenie 2.1. Dystrybuanta ma nastepujace wtasnosci:

1. jest funkcja niemalejaca,
2. jest co najmniej prawostronnie ciagta,
3. limgy oo F(x) =01 limgy_00 F(z) = 1.

Prawdziwe jest takze twierdzenie odwrotne do powyzszego.
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Twierdzenie 2. 2. Kazda funkcja F' : R — R, majaca wtasnsoci
1.-3. z poprzedniego twierdzenia, jest dystrybuanta pewnej zmiennej
losowej.

2). Ogon dystrybuanty (funkcja przezycia) :

F(r)=1-F(z) = P(X > x).

3). Kwantyl rzedu a € (0,1) :

da to najmniejsza liczba spelniajaca F'(qq) > a.

4). Warto$é oczekiwana :

BX — >k TkDk dla zmiennych losowych dyskretnych,
| Jgzf(z)dz dla zmiennych losowych absolutnie cigglych.

Wtasnosci wartosci oczekiwanej: jesli a € R, to

e F(a) =a,
e E(aX)=aFE(X),
o« E(X+Y)=EX+EY.

5). Wariancja : Var(X) = E(X?) — (EX)?, gdzie

X2 _ Yok xipk dla zmiennych losowych dyskretnych,
Jg #*f(z)dz  dla zmiennych losowych bsolutnie ciaglych.

Wtasnosci wariancji: jesli a € R, to

e Var(a) =0,
e Var(aX) = a*Var(X).

6). Odchylenie standardowe : ox = /Var(X).

Dla przyktadowych rozktadéw zmiennych losowych mamy:
e jesli X ~ binom(1,p), to EX =piVar(X)=p(l —p);

jesli X ~ binom(n,p), to EX =npiVar(X) =np(1l — p);

jesli X ~ Pois(A), to EX = Var(X) = X;

jesli X ~ Ge(p), to EX = 1;% iVar(X) = 117;2”

jesli X ~ Ul(a,b), to EX = %42 i Var(X) = “2%
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o jesli X ~ Exp(\), to EX = } i Var(X) = 35

A

o jesli X ~ N(u,0%), to EX = pi Var(X) = o2,

FUNKCJE W PAKIECIE R:

rozklad P(X = z) dla rozkladéw dyskretnych lub f(x) dla rozkladéw ciagltych
binom(n,p) dbinom(x, size=n, prob=p)
Pois(\) dpois(x, lambda= \)
Ul(a,b) dunif(x, min=a, max=Db)
Exp()\) dexp(x, rate= \)
N (i, 0?) dnorm(x, mean= p, sd= o)

Ponadto dla rozktadu dwumianowego:

dystrybuanta: P(X < x) =pbinom(q, size=n, prob=p, lower.tail=TRUE);
ogon dystrybuanty: P(X > z) =pbinom(q, size=n, prob=p, lower.tail=FALSE);

kwantyl rzedu a € (0,1): go, czyli najmniejsza liczba spelniajaca
P(X < qa) >

do = gbinom(p = «, size=n, prob=p, lower.tail=TRUE);

gbinom(p = «, size=n, prob=p, lower.tail=FALSE) wyznaczy naj-
mniejsza liczbe ¢, speliajaca P(X > ¢,) < o

rbinom(n, size, prob) wygeneruje n liczb losowych z rozktadu binom(size,prob)

i analogicznie dla pozostalych rozkladéw (fragmenty napisane na niebiesko
mozna pominad).

Przyktad 2.3. Pojemno$¢ wyprodukowanej partii kondensatoréw jest zmien-
ng losowa o rozktadzie normalnym z wartoscig przecietna 500pF i odchyle-
niem standardowym 25pF.

a). Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrany kondensator z tej
partii ma pojemnos$¢ wieksza niz 450pF i jednoczesnie mniejsza niz S800pF.
b). Wyznacz wartos¢ pojemnosci, ktérej nie przekracza 75% kondensatoréw
z tej partii.




