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3. WEKTORY LOSOWE

Definicja. Niech X1, Xo, ..., X4 beda zmiennymi losowymi okre$lonymi nie
koniecznie na tej samej przestrzeni probabilistycznej. Wtedy wektor

X=(X1,Xo,...,Xy)
nazywamy wielowymiarowq (d-wymiarowq) zmienng losowg lub inaczej

(d-wymiarowym) wektorem losowym.

Aby opisaé¢ rozktad wektora losowego X nie wystarczy podaé¢ rozkta-
déw zmiennych losowych X1, Xo, ..., Xy (czyli tzw. rozkladéw brzegowych),
bo nie zawieraja one informacji o zalezno$ciach pomiedzy Xi, Xo,..., Xq4.
W przypadku

e dyskretnych wektoréw losowych (czyli wektoréw losowych, gdzie X1, Xo,
..., X4 to zmienne losowe dyskretne) podajemy tzw. {gczng (d-wymiarowq)
funkcje masy prawdopodobienstwa:

P(XZ (xl,xg,...,md)) :P(X1 :.Tl,XQ :a}g,...,Xd:xd);

e (absolutnie) ciaglych wektoréw losowych podajemy tzw. lgczng (d-
wymiarowq) gestosé, czyli nieujemna funkcje fx(x1,x9,...,24) taka,
ze dla kazdego zdarzenia A C R mamy

PXeA) = /A fx(z1, e, ..., xg)drrdzs . . . drg;

gesto$¢ brzegowa zmiennej losowej X;, ¢ = 1,2,...,d, uzyskamy z ge-
stosci tacznej fx uzywajac wzoru

in (mz) = / PN /Rdi1 fx<m1, Ty ,xd)dxl PN dxi—ldxi—i-l PN dacd;
o dowolnego wektora losowego jego rozktad mozemy opisaé poprzez tgcz-
ng (d-wymiarowq) dystrybuante:

Fx(z1,22,...,2q) = P(X1 < 21,X2 < 2,...,Xq < z4).

Niezalezno$é zmiennych losowych

Definicja. Zmienne losowe X1, Xo,..., Xy, tworzace wektor losowy X, sa
niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy ich laczna dystrybuanta to iloczyn dys-
trybuant brzegowych: dla kazdego (1, za,...,74) € RY mamy

Fx(z1,29,...,2q) = Fx, (1) - Fx,(x2) - ... Fx,(zq),
tzn. dla kazdego (x1,29,...,24) € R? zachodzi

P(X1 <x1,X2 <J}2,...,Xd <:cd) :P(X1 <x1)P(X2 <1}2)P(Xd<$d)
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Twierdzenie 3.1. Jedli X = (X3, Xo,..., Xy) jest dyskretnym wektorem
losowym, to X1, Xo, ..., Xy sa niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy dla kaz-
dego (x1,z9,...,24) € R mamy

P(X1:ZL‘l,XQ:ZL'Q,...,Xd:{L‘d):P(Xl:l'l)P(XQ:IL‘Q)...P(Xd:l'd);

natomiast jesli X = (X1, Xo,...,Xy) jest ciaglym wektorem losowym, to
X1,Xo,...,X; sa niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
(z1,29,...,24) € R* mamy

fx(xlvx% R 7$d) = fX1($1) : sz(l'Q) Tt fXd(xd)‘

Kowariancja i wspoétczynnik korelacji

Definicja. Kowariancjg zmiennych losowych X i Y nazywamy liczbe ozna-
czang Cov(X,Y) 1 dana wzorem

cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y),
gdzie
Z ey P(X =2, Y =) dla zmiennych losowych dyskretnych,
E(XY)=1 ki
[rz 2y fox vy (@, y)dedy dla zmiennych losowych cigglych.

Definicja. Wspdlczynnikiem korelacji zmiennych losowych X 1Y nazywamy
liczbe oznaczana pxy lub p i dana wzorem

cov(X,Y)
pPXY =
OX0Yy
Definicja. Macierz kowariancji wektora losowego X = (X1, Xo,..., Xy) to

macierz zwykle oznaczana 3 i dana wzorem

2
0x, 0X1Xs --- 0X1Xy
2
B OX5X, 0X, e 0X0Xy
- . )
o o o3
XaX1 XaXo - Xq

gdzie
o O'g(j =Var(X;)dlaj=1,2,...,d;

e ox,x, = cov(X;, Xy) dla j # k.
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Twierdzenie 3.2. Mamy zawsze
-1 <pxy <1

Ponadto pxy to pewna miara sity zaleznoci liniowej pomiedzy X i Y. Do-
kladniej:

loxy| =1 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja a # 01 b € R takie, ze Y = aX+b.
Twierdzenie 3. 3.
Var(X YY) =Var(X)+ Var(Y) £ 2cov(X,Y).

Twierdzenie 3.4. Jesli zmienne losowe X i Y sa niezalezne, to E(XY) =
EX - FY, co pociaga za soba

cov(X,)Y)=0 = pxy =0 = Var(X £Y) =Var(X) + Var(Y).

Przyktad 3.1. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y) ma rozklad dany
tabelka

X\Y | O 1 2
-1 0,2 0 0
0 0,2 a 0
1 0 2a | O
2 0 |0,1]2a

a). Wyznaczy¢ P(X =0,Y = 1),

b). Podaé rozklady brzegowe X i Y,

c). Sprawdzi¢ czy X 1Y sa niezalezne,

d). Obliczy¢ wspdlezynnik korelacji X 1Y,
e). Podaé rozklad zmiennej Z = X +Y,
f). Obliczyé¢ F(0, 3).

Przyktad 3.2. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y’) ma rozklad o ge-

stosci
Czx dla 0<r<1io<y<1—2?
fa,y) =
0 dla pozostalych (z,y).

a). Wyznaczy¢ stala C,

b). Podaé gestosci brzegowe X 1Y,
¢). Sprawdzi¢ niezalezno$¢ X i Y,
d). Obliczy¢ F(3,2),

e). Obliczy¢ EXY .
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Wielowymiarowy rozklad normalny

Niech p € R? bedzie d-wymiarowym wektorem zaé ¥ bedzie symetrycz-
ng, dodatnio okreslong macierza o wymiarach d x d.

Moéwimy, ze X = (X1, Xo, ..., Xy) ma wielwymiarowy rozkliad normalny
Na(p, %), jesli X ma gestosé dang wzorem

1
(2m)4/2,/det(X) b (

)7

fx(x1,22,...,2q) = —;(x—M)Tzl(ﬂﬁ—H)>

dla z = (z1, 9, ..., 24
Mozna pokazaé, ze u = (EX1, EXs,...,EX;)" (co oznacza, ze u to

wektor wartosci oczekiwgnych)7 natomiast X to tzw. macierz kowariancfji.
Ponadto, w przypadku wielowymiarowego rozkladu normalnego:

e sktadowe wektora losowego X = (X1, Xo,..., Xy) sa niezalezne wtedy
i tylko wtedy, gdy dla kazdego j # k mamy ox,x, = 0 (tzn. macierz
kowariancji jest macierza diagonalna);

e rozklady brzegowe sa normalne: X; ~ N (EX;, O-g(i);

e kombinacje liniowe X7, Xo,..., X4 tez maja rozktady normalne.

Rozklad sumy zmiennych losowych

Twierdzenie 3.5. Niech wektor losowy (X,Y) ma gesto$é¢ f(z,y). Wtedy
zmienna losowa Z = X 4+ Y ma gestos¢ dana wzorem

fz(z) = /Rf(x,z — x)dx.
Przyktad 3.3. Wektor losowy (X,Y) ma gestosé

B dla (z,y) € D
f(%y)—{g dla (H?,Z?j)¢D’

gdzie D = [1,2] x [01]. Wyznaczy¢ rozklad zmiennej losowej Z = X + Y.
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Pewne rozklady sum niezaleznych zmiennych losowych

Jesli X1, Xo,..., X, to niezalezne zmienne losowe i

(1) X;, ¢ =1,2,...,n, ma rozklad dwupunktowy o prawdopodobienstwie
sukcesu 6, to

X1+ X2 + -+ + X, ma rozklad dwumianowy binom(n, 6);

og6lniej, jesli X;, i = 1,2,...,n, marozklad dwumianowy binom(m;, 6),
to

X1+ X9+ - -+X,, ma rozklad dwumianowy binom(mi+mao+---+my,0).
(2) X; ma rozktad Poissona Pois(\;) dlai=1,2,...,n, to
X1+ X5+ -+ X,, ma rozklad Poissona Pois(A1 + X2+ -+ -+ \p);
(3) X; ma rozktad normalny N (j;,02) dlai=1,2,...,n, to
X1+X3+- - -4+X,, ma rozklad normalny N (p1+po+. . .+pin, 03+05—+- - -—i—ai);
(4) X;,i=1,2,...,n, ma rozklad gamma Gammal(a;, s), to

X1+ Xo+ - -+ X, ma rozkltad gamma Gamma(ay +az+ -+ ap, s).



