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3. WEKTORY LOSOWE

Definicja. Niech X1, X2, . . . , Xd będą zmiennymi losowymi określonymi nie
koniecznie na tej samej przestrzeni probabilistycznej. Wtedy wektor

X = (X1, X2, . . . , Xd)

nazywamy wielowymiarową (d-wymiarową) zmienną losową lub inaczej
(d-wymiarowym) wektorem losowym.

Aby opisać rozkład wektora losowego X nie wystarczy podać rozkła-
dów zmiennych losowych X1, X2, . . . , Xd (czyli tzw. rozkładów brzegowych),
bo nie zawierają one informacji o zależnościach pomiędzy X1, X2, . . . , Xd.
W przypadku

� dyskretnych wektorów losowych (czyli wektorów losowych, gdzieX1, X2,
. . . , Xd to zmienne losowe dyskretne) podajemy tzw. łączną (d-wymiarową)
funkcję masy prawdopodobieństwa:

P (X = (x1, x2, . . . , xd)) = P (X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xd = xd);

� (absolutnie) ciągłych wektorów losowych podajemy tzw. łączną (d-
wymiarową) gęstość, czyli nieujemną funkcję fX(x1, x2, . . . , xd) taką,
że dla każdego zdarzenia A ⊂ Rd mamy

P (X ∈ A) =
∫
A
fX(x1, x2, . . . , xd)dx1dx2 . . . dxd;

gęstość brzegową zmiennej losowej Xi, i = 1, 2, . . . , d, uzyskamy z gę-
stości łącznej fX używając wzoru

fXi(xi) =
∫
. . .

∫
Rd−1

fX(x1, x2, . . . , xd)dx1 . . . dxi−1dxi+1 . . . dxd;

� dowolnego wektora losowego jego rozkład możemy opisać poprzez łącz-
ną (d-wymiarową) dystrybuantę:

FX(x1, x2, . . . , xd) = P (X1 ¬ x1, X2 ¬ x2, . . . , Xd ¬ xd).

Niezależność zmiennych losowych

Definicja. Zmienne losowe X1, X2, . . . , Xd, tworzące wektor losowy X, są
niezależne wtedy i tylko wtedy, gdy ich łączna dystrybuanta to iloczyn dys-
trybuant brzegowych: dla każdego (x1, x2, . . . , xd) ∈ Rd mamy

FX(x1, x2, . . . , xd) = FX1(x1) · FX2(x2) · . . . · FXd(xd),

tzn. dla każdego (x1, x2, . . . , xd) ∈ Rd zachodzi

P (X1 ¬ x1, X2 ¬ x2, . . . , Xd ¬ xd) = P (X1 ¬ x1)P (X2 ¬ x2) . . . P (Xd ¬ xd).
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Twierdzenie 3. 1. Jeśli X = (X1, X2, . . . , Xd) jest dyskretnym wektorem
losowym, to X1, X2, . . . , Xd są niezależne wtedy i tylko wtedy, gdy dla każ-
dego (x1, x2, . . . , xd) ∈ Rd mamy

P (X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xd = xd) = P (X1 = x1)P (X2 = x2) . . . P (Xd = xd);

natomiast jeśli X = (X1, X2, . . . , Xd) jest ciągłym wektorem losowym, to
X1, X2, . . . , Xd są niezależne wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego
(x1, x2, . . . , xd) ∈ Rd mamy

fX(x1, x2, . . . , xd) = fX1(x1) · fX2(x2) · . . . · fXd(xd).

Kowariancja i współczynnik korelacji

Definicja. Kowariancją zmiennych losowych X i Y nazywamy liczbę ozna-
czaną Cov(X,Y ) i daną wzorem

cov(X,Y ) = E(XY )− E(X)E(Y ),

gdzie

E(XY ) =


∑
k,l

xkylP (X = xk, Y = yl) dla zmiennych losowych dyskretnych,∫∫
R2 xyf(X,Y )(x, y)dxdy dla zmiennych losowych ciągłych.

Definicja. Współczynnikiem korelacji zmiennych losowychX i Y nazywamy
liczbę oznaczaną ρXY lub ρ i daną wzorem

ρXY =
cov(X,Y )
σXσY

.

Definicja. Macierz kowariancji wektora losowego X = (X1, X2, . . . , Xd) to
macierz zwykle oznaczana Σ i dana wzorem

Σ =


σ2X1 σX1X2 . . . σX1Xd
σX2X1 σ2X2 . . . σX2Xd

...
σXdX1 σXdX2 . . . σ2Xd

 ,

gdzie

� σ2Xj = V ar(Xj) dla j = 1, 2, . . . , d;

� σXjXk = cov(Xj , Xk) dla j 6= k.
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Twierdzenie 3.2. Mamy zawsze

−1 ¬ ρXY ¬ 1.

Ponadto ρXY to pewna miara siły zależnoci liniowej pomiędzy X i Y . Do-
kładniej:

|ρXY | = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieją a 6= 0 i b ∈ R takie, że Y = aX+b.

Twierdzenie 3.3.

V ar(X ± Y ) = V ar(X) + V ar(Y )± 2cov(X,Y ).

Twierdzenie 3.4. Jeśli zmienne losowe X i Y są niezależne, to E(XY ) =
EX · EY , co pociąga za sobą

cov(X,Y ) = 0 ⇒ ρXY = 0 ⇒ V ar(X ± Y ) = V ar(X) + V ar(Y ).

Przykład 3. 1. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y ) ma rozkład dany
tabelką

X\Y 0 1 2
-1 0, 2 0 0
0 0, 2 a 0
1 0 2a 0
2 0 0, 1 2a

.

a). Wyznaczyć P (X = 0, Y = 1),
b). Podać rozkłady brzegowe X i Y ,
c). Sprawdzić czy X i Y są niezależne,
d). Obliczyć współczynnik korelacji X i Y ,
e). Podać rozkład zmiennej Z = X + Y ,
f). Obliczyć F (0, 32).

Przykład 3. 2. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y ) ma rozkład o gę-
stości

f(x, y) =

{
Cx dla 0 ¬ x ¬ 1 i 0 ¬ y ¬ 1− x2
0 dla pozostałych (x, y).

a). Wyznaczyć stałą C,
b). Podać gęstości brzegowe X i Y ,
c). Sprawdzić niezależność X i Y ,
d). Obliczyć F (12 , 2),
e). Obliczyć EXY .
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Wielowymiarowy rozkład normalny

Niech µ ∈ Rd będzie d-wymiarowym wektorem zaś Σ będzie symetrycz-
ną, dodatnio określoną macierzą o wymiarach d× d.

Mówimy, że X = (X1, X2, . . . , Xd) ma wielwymiarowy rozkład normalny
Nd(µ,Σ), jeśli X ma gęstość daną wzorem

fX(x1, x2, . . . , xd) =
1

(2π)d/2
√
det(Σ)

exp
(
−1

2
(x− µ)TΣ−1(x− µ)

)

dla x = (x1, x2, . . . , xd)T .
Można pokazać, że µ = (EX1, EX2, . . . , EXk)T (co oznacza, że µ to

wektor wartości oczekiwanych), natomiast Σ to tzw. macierz kowariancji.
Ponadto, w przypadku wielowymiarowego rozkładu normalnego:

� składowe wektora losowego X = (X1, X2, . . . , Xd) są niezależne wtedy
i tylko wtedy, gdy dla każdego j 6= k mamy σXjXk = 0 (tzn. macierz
kowariancji jest macierzą diagonalną);

� rozkłady brzegowe są normalne: Xi ∼ N (EXi, σ2Xi);

� kombinacje liniowe X1, X2, . . . , Xd też mają rozkłady normalne.

Rozkład sumy zmiennych losowych

Twierdzenie 3.5. Niech wektor losowy (X,Y ) ma gęstość f(x, y). Wtedy
zmienna losowa Z = X + Y ma gęstość daną wzorem

fZ(z) =
∫
R
f(x, z − x)dx.

Przykład 3.3. Wektor losowy (X,Y ) ma gęstość

f(x, y) =

{
y dla (x, y) ∈ D
0 dla (x, y) /∈ D,

gdzie D = [1, 2]× [01]. Wyznaczyć rozkład zmiennej losowej Z = X + Y .
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Pewne rozkłady sum niezależnych zmiennych losowych

Jeśli X1, X2, . . . , Xn to niezależne zmienne losowe i

(1) Xi, i = 1, 2, . . . , n, ma rozkład dwupunktowy o prawdopodobieństwie
sukcesu θ, to

X1 +X2 + · · ·+Xn ma rozkład dwumianowy binom(n, θ);

ogólniej, jeśliXi, i = 1, 2, . . . , n, ma rozkład dwumianowy binom(mi, θ),
to

X1+X2+· · ·+Xn ma rozkład dwumianowy binom(m1+m2+· · ·+mn, θ).

(2) Xi ma rozkład Poissona Pois(λi) dla i = 1, 2, . . . , n, to

X1 +X2 + · · ·+Xn ma rozkład Poissona Pois(λ1 + λ2 + · · ·+ λn);

(3) Xi ma rozkład normalny N (µi, σ2i ) dla i = 1, 2, . . . , n, to

X1+X2+· · ·+Xn ma rozkład normalny N (µ1+µ2+. . .+µn, σ21+σ
2
2+· · ·+σ2n);

(4) Xi, i = 1, 2, . . . , n, ma rozkład gamma Gamma(ai, s), to

X1+X2+ · · ·+Xn ma rozkład gamma Gamma(a1+a2+ · · ·+an, s).
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