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4. RODZAJE ZBIEZNOSCI CIAGOW ZMIENNYCH
LOSOWYCH. TWIERDZENIA GRANICZNE

Niech X, X1, Xo, ... bedg zmiennymi losowymi okre$lonymi na przestrze-
ni probabilistycznej (2, F, P). Jesli
lim X, (w) =X (w) dla wszystkich w € Q, (1)
n—oo

to oczywiscie powiemy, ze ciag zmiennych losowych (X,,) zbiega do zmiennej
losowej X. Jednak w przypadku wielu zastosowan warunek (1) nie zacho-
dzi. Zastepuje sie go wigc warunkami stabszymi, co prowadzi do réznych
rodzajow zbieznosci ciggdw zmiennych losowych. Najwazniejsze z nich to:
zbieznos$é prawie na pewno (z prawdopodobienistwem 1), zbiezno$é¢ wedlug
prawdopodobienstwa, zbieznoé¢ wedlug p-tej sredniej (w tym zbieznos¢ éred-
niokwadratowa) i zbiezno$¢ wedlug rozkladu.
Definicja. Méwimy, ze cigg zmiennych losowych (X,,) zbiega do zmiennej
losowej X prawie na pewno (lub z prawdopodobieristwem 1) i zapisujemy
X, -5 X jedli
P({w: lim X,(w) = X(@)}) = 1,
Definicja. Méwimy, ze cigg zmiennych losowych (X,,) zbiega do zmiennej
losowej X weditug prawdopodobienstwa i zapisujemy X, P x jesli
dla kazdego e >0 lim P({w:|X,(w) — X(w)| > e}) =0.
n—oo
Definicja. Niech p > 0. Méwimy, ze cigg zmiennych losowych (X,,) zbiega
P
do zmiennej losowej X wedlug p-tej $redniej i zapisujemy X, L x jesli
lim E(| X, — X|P) =0.
n—oo
W szczegoblnosei, gdy p = 2, to zbieznos¢ ta nazywamy zbieznos$cig srednio-
kwadratowg.

Definicja. Mowimy, ze cigg zmiennych losowych (X,,) o dystrybuantach F,
zbiega do zmiennej losowej X o dystrybuancie F' wedtug rozkladu i zapisu-

jemy X, -5 X jedli
lim F,(z) = F(x) dla kazdego = € R, ktéry jest punktem ciaglosci F.
n—oo

Zachodza nastepujace zaleznosci pomiedzy réznymi rodzajami zbieznosci
zmiennych losowych:

z prawdopodobienstwem 1 wedlug p-tej Sredniej
J 4
wedlug prawdopodobienstwa
\

wedltug rozkladu
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Zadne inne wynikania, niz te przedstawione powyzej, nie zachodza.

Twierdzenia graniczne

Twierdzenie 4.1 (Mocne prawo wielkich liczb Kolmogorowa). Zalézmy, ze
(X,,) jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie

o skonczonej wartosci oczekiwanej u = E(X1) i oznaczmy S, = > ; X.
Wowcezas

Sn 1

on L

n

Twierdzenie 4.2 (Poissona). Jesli (X,,) jest ciagiem zmiennych losowych
takim, ze X,, ~ binom(n, py), gdzie lim, o np, = A > 0, to

X, % X ~ Pois()),

co pociaga za soba

lim P(X, =k)=e¢"— dlak=0,1,....

Twierdzenie 4.3 (Centralne twierdzenie graniczne Lindeberga-Lévy’ego).
Zalézmy, ze (X)) jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o tym sa-
mym rozkladzie ze skoficzona wariancja. Oznaczmy pu = E(X1), 02 = Var(Xy)
i8S, =711 X;. Wowczas

Sn —np
ovn

co inaczej mozemy zapisaé jako

LU~ N(0,1),

——— < a:) = Fiy(o,1)(7) dla kazdego x € R.

Przyktad 4.1. Prawdopodobienstwo, ze w kinder niespodziance znajdzie-
my stworka typu C wynosi 0,01. Pudto zawiera 100 kinderniespodzianek.
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze znajduje si¢ w nich co najmniej jeden
stworek typu C? Wynik dokltadny poréwnaé z wynikami uzyskanymi przy
uzyciu twierdzenia Poissona i centralnego twierdzenia granicznego.

Przyktad 4.2. Pracownicy silowni zapewniaja, ze jedna godzina wykony-
wania nowego zestawu ¢wiczen powoduje przyrost obwodu bicepsu o $rednio
1 mm z wariancjg 0,25 mm?. Ile godzin trzeba trenowaé zgodnie z owym ze-
stawem ¢wiczen, aby z prawdopodobienstwem 0,99 zwiekszyé¢ swédj obwod
bicepsu o co najmniej 5 cm?



