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6. WNIOSKOWANIE STATYSTYCZNE

We wnioskowaniu statystycznym z populacji pobieramy próbę i na jej
podstawie wyciągamy wnioski dotyczące całej populacji. Bardzo ważny jest
wybór owej próby, tak by zawierała jak najwięcej informacji o badanej popu-
lacji. Jedną z metod jest wybór tzw. prostej próby losowej. Aby zdefiniować
to pojęcie przyjrzyjmy się bliżej postawionemu problemowi.

Niech X oznacza badaną cechę populacji. Na przykład

� populacją może być zbiór wszystkich 10-cio letnich dzieci mieszkają-
cych w Polsce, a X - wzrostem dziecka;

� populacją mogą być wszystkie żarówki energooszczędne produkowane
przez pewnien zakład, a X - czasem świecenia żarówki;

� populacją mogą być wszystkie szklane abażury produkowane przez
pewnien zakład, a X - informacją czy abażur posiada wady czy nie.

X jest zmienną losową, bo jego wartość zależy od zdarzenia losowego:
w przykładzie ze wzrostem 10-cio letnich dzieci X zależy od wybranego
dziecka; w przykładzie z żarówkami X zależy od wybranej żarówki. Naszym
celem jest opisanie rozkładu X. Aby go osiągnąć, pobieramy próbę, którą
oznaczamy

X1, X2, . . . , Xn.

Przed zebraniem danych elementy próby to zmienne losowe. Zakładamy
o nich, że mają ten sam rozkład, co badana cecha populacji X. Jeśli do-
datkowo przyjmiemy, że są one niezależne, to będziemy mieć prostą próbę
losową, często zwaną po prostu próbą losową.

Definicja. Jeśli X1, X2, . . . , Xn są niezależne i mają ten sam rozkład co
cecha populacji X, to X1, X2, . . . , Xn nazywamy (prostą) próbą losową z X.

Oczywiście założenie, że pracujemy z prostą próbą losową, musi mieć
swoje odzwierciedlenie podczas procesu zbierania danych - do próby po-
winniśmy wybierać niezależne od siebie obserwacje i każda z nich powinna
dobrze reprezentować badaną populację.

W wyniku zebrania danych otrzymujemy realizację próby losowej, czyli
n ustalonych wartości, które oznaczamy x1, x2, . . . , xn.

Na podstawie próby losowej X1, X2, . . . , Xn chcemy opisać rozkład X.
Możliwe są dwa podejścia.

1. Podejście parametryczne - zakładamy, że X ma rozkład o dystry-
buancie o znanej postaci a nie znamy jedynie parametrów tej dystry-
buanty. Na przykład zakładamy, że
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� X ma rozkład wykładniczy z parametrem λ, Exp(λ), gdzie λ > 0,
i nie znamy jedynie wartości parametru λ;

� X ma rozkład normalny o średniej µ ∈ R i wariancji σ2 > 0,
N (µ, σ2) i nie znamy jedynie parametrów µ i σ2.

Reasumując, zakładamy, że X ma rozkład o dystrybuancie F z nie-
znanym parametrem θ, co symbolicznie zapisujemy X ∼ Fθ, gdzie θ
może być zarówno jedno- jak i wielowymiarowym parametrem. Ponad-
to Θ oznaczać będzie zbiór wszystkich możliwych wartości parametru
θ: θ ∈ Θ. Podsumowując, nasze założenia to:

X ∼ Fθ, gdzie θ ∈ Θ ⊆ Rk
i

X1, X2, . . . , Xn jest próbą losową z X.

2. Podejście nieparametryczne - nie zakładamy, że X ma rozkład,
którego dystrybuanta należy do pewnej rodziny dystrybuant, indekso-
wanej skończenie wymiarowym parametrem.

Ogólnie podczas wnioskowania statystycznego pracujemy w przestrzeni
statystycznej (X ,A, {Pθ : θ ∈ Θ}), gdzie

� X to przestrzeń próby, czyli zbiór wszystkich możliwych wartości próby
losowej X1, X2, . . . , Xn,

� A to σ-ciało podzbiorów przestrzeni próby,

� Pθ(A) = Pθ((X1, X2, . . . , Xn) ∈ A), gdzie A ∈ A zaś θ to pewna para-
metryzacja rodziny możliwych rozkładów X (w przypadku podejścia
parametrycznego ta parametryzacja jest skończenie wymiarowa i ma-
my θ ∈ Θ ⊆ Rk).

Dystrybuanta empiryczna

Definicja. Jeśli X = X1, X2, . . . , Xn jest próbą losową z X, to odpowiada-
jącą jej dystrybuantą empiryczną nazywamy funkcję F̂n : R × Rn → [0, 1],
określoną następująco

F̂n(x,X) :=
#{i ∈ {1, 2, · · · , n} : Xi ¬ x}

n
=

1
n

n∑
i=1

I(Xi ¬ x),

gdzie I(Xi ¬ x) = 1 jeśli Xi ¬ x oraz I(Xi ¬ x) = 0 w pozostałych
przypadkach.
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Własności dystrybuanty empirycznej

Jeśli X = X1, X2, . . . , Xn jest próbą losową z X, który ma rozkład o dys-
trybuancie Fθ, to dla każdego x ∈ R

1. Eθ(F̂n(x,X)) = Fθ(x);

2. F̂n(x,X) −→ Fθ(x) z Pθ-prawdop. 1, gdy n→∞;

3. jeśli ponadto x jest taki, że Fθ(x) ∈ (0, 1), to

√
n
F̂n(x,X)− Fθ(x)√
Fθ(x)(1− Fθ(x))

d−→ N(0, 1), gdy n→∞.

Poniższe twierdzenie mówi, że zachodzi własność mocniejsza, niż ta po-
dana w 2.

Twierdzenie 6. 1 (Gliwienki-Cantelliego). Jeśli X = X1, X2, . . . , Xn jest
próbą losową z X, który ma rozkład o dystrybuancie Fθ, to

sup
x∈R
|F̂n(x,X)− Fθ(x)| −→ 0 z Pθ-prawdop. 1, gdy n→∞.

Zatem F̂n(x,X) jest dobrym oszacowaniem nieznanej dystrybuanty Fθ.
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