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7. PARAMETRYCZNA ESTYMACJA PUNKTOWA

Zakładamy, że

X ∼ Fθ, gdzie θ ∈ Θ ⊆ Rk
i

X1, X2, . . . , Xn jest próbą losową z X

i szukamy nieznanego parametru θ.
Estymacja punktowa polega na oszacowaniu θ za pomocą funkcji mie-

rzalnej, której argumetami są elementy próby losowej X1, X2, . . . , Xn. Osza-
cowanie takie będziemy nazywać estymatorem θ i oznaczać θ̂.

Definicja. Estymatorem (punktowym) θ, oznaczanym θ̂, nazywamy dowolną
funkcję mierzalną próby t(X1, X2, . . . , Xn), która służy do szacowania θ.

METODY WYZNACZANIA ESTYMATORóW

Powstaje pytanie jak znajdować funkcę t z definicji estymatora. Znanych
jest wiele metod, poniżej przedstawiamy dwie z nich.

1. Metoda momentów
Jeśli θ = (θ1, θ2, . . . , θk) jest k-wymiarowym wektorem, to wyznaczamy

EX,EX2, . . . , EXk. Wszystkie te momenty zależą od nieznanych parame-
trów θ1, θ2, . . . , θk: 

EX = µ1(θ1, θ2, . . . , θk)
EX2 = µ2(θ1, θ2, . . . , θk)

...
EXk = µk(θ1, θ2, . . . , θk)

.

Powyższy układ równań rozwiązujemy ze względu na θ1, θ2, . . . , θk (zakła-
damy, że istnieje dokładnie jedno rozwiązanie):

θ1 = g1(EX,EX2, . . . , EXk)
θ2 = g2(EX,EX2, . . . , EXk)
...
θk = gk(EX,EX2, . . . , EXk)

.

Następnie momenty teoretyczne EX,EX2, . . . , EXk zamieniamy na mo-
menty empiryczne M1, M2, . . ., Mk, gdzie Mr = 1

n

∑n
i=1X

r
i . Uzyskane w ten

sposób funkcje to szukane estymatory:
θ̂1 = g1(M1,M2, . . . ,Mk)
θ̂2 = g2(M1,M2, . . . ,Mk)
...
θ̂k = gk(M1,M2, . . . ,Mk)

.
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Przykład 7.1. Niech X1, X2, . . . , Xn będzie prostą próbą losową z rozkła-
du wykładniczego Exp(λ). Wyznaczymy estymator parametru λ stosując
metodę momentów.

λ̂ =
1
X̄

Przykład 7.2. Niech X1, X2, . . . , Xn będzie prostą próbą losową z rozkładu
dwupunktowego z prawdopodobieństwem sukcesu p, gdzie p ∈ (0, 1). Metodą
momentów wyznaczymy estymator parametru p.

p̂ = X̄.

Przykład 7.3. Niech X1, X2, . . . , Xn będzie prostą próbą losową z rozkładu
normalnego N (µ, σ2). Wyznaczymy estymator parametru (µ, σ2) stosując
metodę momentów.

µ̂ = X̄, σ̂2 =
1
n

n∑
i=1

(Xi − X̄)2.

Pojęcie estymator wyznaczony metodą momentów nie jest jednoznaczne.
W wyżej opisanej metodzie momenty EX,EX2, . . . , EXk możemy zastąpić
przez momenty centralne E(X − EX)2, E(X − EX)3, . . ., E(X − EX)k+1

a momenty empiryczne M1,M2, . . . ,Mk - na centralne momenty empiryczne
M̃2, M̃3, . . . , M̃k+1, gdzie M̃r = 1

n

∑n
i=1(Xi−X̄)r. Tak otrzymane estymatory

też będziemy nazywać estymatorami wyznaczonymi metodą momentów. Po-
nadto zamiast kolejnych pierwszych momentów możemy użyć innych i zno-
wu otrzymane estymatory nazwiemy estymatorami wyznaczonymi metodą
momentów.

2. Metoda największej wiarygodności

Niech X1, X2, . . . , Xn będzie prostą próbą losową z rozkładu o gęstości
fθ(x), zaś x1, x2, . . . , xn - jej realizacją. Wtedy funkcję

L(θ;x1, x2, . . . , xn) = fθ(x1)fθ(x2) . . . fθ(xn)

nazywamy funkcją wiarygodności rozważanego eksperymentu.
Analogicznie, jeśli X1, X2, . . . , Xn jest prostą próbą losową z rozkładu

o masie prawdopodobieństwa pθ(x), zaś x1, x2, . . . , xn - jej realizacją, to
funkcją wiarygodności nazywamy

L(θ;x1, x2, . . . , xn) = pθ(x1)pθ(x2) . . . pθ(xn).

Definicja. Estymator największej wiarygodności, oznaczany θ̂NW , to war-
tość parametru θ, która, przy ustalonej realizacji próby x1, x2, . . . , xn, mak-
symalizuje funkcję wiarygodności:

θ̂NW = arg max
θ∈Θ

L(θ;x1, x2, . . . , xn). (1)
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Dla uproszczenia rachunków, maksymalizację funkcji wiarygodności czę-
sto warto zastąpić maksymalizacją jej logarytmu naturalnego:

θ̂NW = arg max
θ∈Θ

lnL(θ;x1, x2, . . . , xn). (2)

Ponieważ funkcja f(x) = lnx jest ściśle rosnąca, wzory (1) i (2) są równo-
ważne.

Przykład 7.4. Niech X1, X2, . . . , Xn będzie prostą próbą losową z rozkładu
wykładniczego Exp(λ). Wyznaczymy estymator największej wiarygodności
parametru λ.

λ̂NW =
1
X̄

Przykład 7.5. Niech X1, X2, . . . , Xn będzie prostą próbą losową z rozkładu
dwupunktowego z prawdopodobieństwem sukcesu p, gdzie p ∈ (0, 1). Metodą
największej wiarygodności wyznaczymy estymator parametru p.

p̂NW = X̄.

Przykład 7.6. Niech X1, X2, . . . , Xn będzie prostą próbą losową z rozkładu
normalnego N (µ, σ2). Wyznaczymy estymator największej wiarygodności
parametru (µ, σ2).

µ̂NW = X̄, σ̂2
NW =

1
n

n∑
i=1

(Xi − X̄)2.

Twierdzenie 7.1. Jeśli θ̂ jest estymatorem największej wiarygodności pa-
rametru θ i g jest funkcją mierzalną, to g(θ̂) jest estymatorem największej
wiarygodności parametru g(θ).

Przykład 7. 7. Pokazaliśmy, że w przypadku próby losowej z rozkładu
normalnego N (µ, σ2) mamy

µ̂NW = X̄, σ̂2
NW =

1
n

n∑
i=1

(Xi − X̄)2.

Z powyższego twierdzenia natychmiast wynika,że estymatorem największej
wiarygodności parametru (µ, σ) jest

µ̂NW = X̄, σ̂NW =

√√√√ 1
n

n∑
i=1

(Xi − X̄)2.
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Metoda największej wiarygodności jest zaimplementowana w R.

> install.packages("MASS")
> library("MASS")
> fitdistr(x, densfun, start)

gdzie

� x to realizacja próby losowej,

� densfun to nazwa rozkładu, np. densfun=”normal” , ”log-normal”, ”
Poisson”, ”geometric”,
”exponential”,

� start to lista z początkowymi ocenami parametrów rozkładu, np.

> fitdistr(x=dane, densfun="gamma", start=list(shape=3,rate=3));

listy tej nie należy podawać dla rozkładów: ”normal” , ”log-normal”,
”Poisson”, ”geometric”, ”exponential”, bo dla nich znane są dokład-
ne wzory na estymatory parametrów otrzymane metodą największej
wiarygodności; dla pozostałych rozkładów stosuje się metody aprok-
symacyjne wyznaczania tych estymatorów.

WIELOŚĆ ESTYMATORóW

Szacując nieznany parametr θ na podstawie próby losowejX1, X2, . . . , Xn

z populacji X ∼ Fθ, θ ∈ Θ, możemy utworzyć wiele estymatorów.

Przykład 7. 8. Niech X1, X2, . . . , Xn będzie próbą losową z populacji X
o rozkładzie jednostajnym na przedziale [0, θ], gdzie θ > 0, tzn. rozkładem
o gęstości

f(x) =

{
1
θ dla x ∈ [0, θ]
0 dla x /∈ [0, θ]

.

Szukamy estymatora parametru θ.

I-szy sposób: metoda momentów

Otrzymujemy następujący estymator

θ̂MM = 2X̄,

gdzie indeks MM oznacza, że estymator został wyznaczony metodą momen-
tów.

II-gi sposób: metoda największej wiarygodności

Otrzymujemy
θ̂NW = max(X1, X2, . . . , Xn).
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W powyższym przykładzie estymator otrzymany metodą momentów i es-
tymator największej wiarygodności nie są takie same. Sytuacje, gdy do wy-
boru mamy różne estymatory, nie są odosobnione. Potrzebujemy zatem na-
rzędzi pozwalających ocenić, który z konkurencyjnych estymatorów jest lep-
szy. Zostaną one omówione w następnym wykładzie.
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