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7. PARAMETRYCZNA ESTYMACJA PUNKTOWA

Zakladamy, ze

X ~ Fp, gdzie # € © C RF
i
X1,Xo,...,X, jest proba losowa z X

i szukamy nieznanego parametru 6.

Estymacja punktowa polega na oszacowaniu 6 za pomoca funkcji mie-
rzalnej, ktorej argumetami sa elementy préby losowej X1, Xo, ..., X,,. Osza-
cowanie takie bedziemy nazywaé estymatorem 0 i oznaczaé 0.

Definicja. Estymatorem (punktowym) 6, oznaczanym é, nazywamy dowolng
funkcje mierzalna préby t(Xi, Xo, ..., X,,), ktora shuzy do szacowania 6.

METODY WYZNACZANIA ESTYMATOROW

Powstaje pytanie jak znajdowaé funkce t z definicji estymatora. Znanych
jest wiele metod, ponizej przedstawiamy dwie z nich.

1. Metoda momentéw
Jesli 0 = (01,02, ...,0k) jest k-wymiarowym wektorem, to wyznaczamy
EX,EX2? ... EX* Wszystkie te momenty zalezg od nieznanych parame-
trow 91, 92, ces ,ek:
EX = M1<91,92,...,9k)
EX? = po(01,00,...,0p)

EXk = :uk(917927"'79]€)

Powyzszy uklad réwnan rozwiazujemy ze wzgledu na 601,0s,...,0; (zakla-
damy, ze istnieje dokladnie jedno rozwiazanie):

0 = g (EX,EX?,...,EX")

0 = g¢(EX,EX? ..., EXF)

0 = g(EX,EX? ... EXF)

Nastepnie momenty teoretyczne EX, EX?, ..., EX* zamieniamy na mo-

menty empiryczne My, Ma, ..., My, gdzie M, = % w1 X7. Uzyskane w ten
spos6b funkcje to szukane estymatory:

9:1 = 91(M1, M2, ey Mk)

92 = gg(Ml, Mg, ey Mk>

O = gu(My, My,... M)
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Przyktad 7.1. Niech X, Xo, ..., X, bedzie prosta proba losows z rozkta-
du wykladniczego Exp(\). Wyznaczymy estymator parametru A stosujac

metode momentow.
1

A= —

X
Przyktad 7.2. Niech X1, X, ..., X, bedzie prosta préba losows z rozktadu
dwupunktowego z prawdopodobienstwem sukcesu p, gdzie p € (0,1). Metoda

momentéw wyznaczymy estymator parametru p.

p=X.
Przyktad 7.3. Niech X1, Xo,..., X, bedzie prostg proba losowg z rozktadu

normalnego N (i1, 02). Wyznaczymy estymator parametru (u,o?) stosujac
metode momentéw.

Pojecie estymator wyznaczony metodg momentow nie jest jednoznaczne.
W wyzej opisanej metodzie momenty EX, EX?, ..., EX* mozemy zastapi¢
przez momenty centralne E(X — EX)?, E(X — EX)3, ..., E(X — EX)F!
a momenty empiryczne My, Mo, ..., M} - na centralne momenty empiryczne
Mo, Ms, ..., My, gdzie M, = % " (X;—X)". Tak otrzymane estymatory
tez bedziemy nazywaé estymatorami wyznaczonymi metoda momentow. Po-
nadto zamiast kolejnych pierwszych momentéw mozemy uzy¢ innych i zno-
wu otrzymane estymatory nazwiemy estymatorami wyznaczonymi metoda

momentow.

2. Metoda najwiekszej wiarygodnosci

Niech X7, Xo,..., X, bedzie prosta préba losowa z rozktadu o gestosci
fo(x), zas x1, xa, ..., x, - jej realizacja. Wtedy funkcje

L(0; 21,22, .., 2n) = fo(x1) fo(x2) ... fo(2n)

nazywamy funkcjg wiarygodnosci rozwazanego eksperymentu.

Analogicznie, jesli X1, Xo,..., X, jest prosta préba losowa z rozkladu
o masie prawdopodobienstwa py(z), za$ x1,22,...,x, - jej realizacja, to
funkcja wiarygodno$ci nazywamy

L(O;21,29,...,2,) = po(x1)pe(z2) . .. po(p).

Definicja. FEstymator najwickszej wiarygodnosci, oznaczany Onw, to war-
tos¢ parametru 6, ktora, przy ustalonej realizacji proby x1, zo, ..., x,, mak-
symalizuje funkcje wiarygodnosci:

Onw = arg max L(O;x1,20,...,2y). (1)

3
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Dla uproszczenia rachunkéw, maksymalizacje funkcji wiarygodnosci cze-
sto warto zastapi¢ maksymalizacjg jej logarytmu naturalnego:

Onw = In L(6; ). 2
NW ar%g(laax nL(0;x1,x9, y Tn) (2)
Poniewaz funkcja f(x) = Inz jest $cisle rosnaca, wzory (1) i (2) sa réwno-
wazne.

Przyktad 7.4. Niech X1, Xo, ..., X, bedzie prostg proba losowg z rozktadu
wykladniczego Exp(\). Wyznaczymy estymator najwiekszej wiarygodnosci

parametru A.
1

:\NW = ?
Przyktlad 7.5. Niech X1, Xo, ..., X, bedzie prostg proba losowa z rozktadu

dwupunktowego z prawdopodobienstwem sukcesu p, gdzie p € (0,1). Metoda
najwiekszej wiarygodnosci wyznaczymy estymator parametru p.

pnw = X.

Przyktad 7.6. Niech X1, Xo,..., X, bedzie prostg proba losowg z rozktadu
normalnego N (u, 02). Wyznaczymy estymator najwiekszej wiarygodnosci
parametru (p, 0?).

Twierdzenie 7.1. Jesli 6 jest estymatorem najwickszej wiarygodnosci pa-
rametru 6 i g jest funkcja mierzalna, to g(f) jest estymatorem najwiekszej
wiarygodnosci parametru g(0).

Przyktad 7. 7. Pokazaliémy, ze w przypadku proby losowej z rozktadu
normalnego N (i1, 02) mamy

anw =X, o?nw =

(X - X)%

1
iz

Z powyzszego twierdzenia natychmiast wynika,ze estymatorem najwigkszej
wiarygodnosci parametru (u, o) jest

. S . 1 >
inw = X, UNW—\InZ(Xi_X)Q'
=1
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Metoda najwiekszej wiarygodnosci jest zaimplementowana w R.

> install.packages ("MASS")
> library("MASS")
> fitdistr(x, densfun, start)

gdzie

e x to realizacja préby losowej,

e densfun to nazwa rozkladu, np. densfun="normal” , ”log-normal”, ”

Poisson”, ”geometric”,

”exponential”,
e start to lista z poczatkowymi ocenami parametrow rozktadu, np.
> fitdistr(x=dane, densfun="gamma", start=list(shape=3,rate=3));

listy tej nie nalezy podawaé¢ dla rozktadow: "normal” , ”log-normal”,
”Poisson”, ” geometric”, ”exponential”, bo dla nich znane sa doktad-
ne wzory na estymatory parametrow otrzymane metodsg najwiekszej
wiarygodnosci; dla pozostalych rozkladéw stosuje sie metody aprok-
symacyjne wyznaczania tych estymatoréw.

WIELOSC ESTYMATORSOW

Szacujac nieznany parametr 6 na podstawie préby losowej X1, Xo, ..., X,
z populacji X ~ Fy, 0 € O, mozemy utworzy¢ wiele estymatoréw.

Przyktad 7.8. Niech X1, X»,..., X,, bedzie proba losows z populacji X
o rozkladzie jednostajnym na przedziale [0, 0], gdzie § > 0, tzn. rozkladem
o gestodci

|t dlazeo,0]
f(x)_{g dlaz ¢[0,0]

Szukamy estymatora parametru 6.

I-szy sposdb: metoda momentdéw

Otrzymujemy nastepujacy estymator
Orrar = 2X,

gdzie indeks M M oznacza, ze estymator zostal wyznaczony metoda momen-
tow.

II-g1 sposéb: metoda najwieckszej wiarygodnosci

Otrzymujemy )
GNW = maX(Xl,XQ, ceey Xn)



RPiESM Wyklad 7

W powyzszym przykltadzie estymator otrzymany metodg momentéw i es-
tymator najwiekszej wiarygodnosci nie sg takie same. Sytuacje, gdy do wy-
boru mamy rézne estymatory, nie sa odosobnione. Potrzebujemy zatem na-
rzedzi pozwalajacych ocenié, ktéry z konkurencyjnych estymatoréw jest lep-
szy. Zostang one omdwione w nastepnym wyktadzie.



