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8. PODSTAWOWE WELASNOSCI ESTYMATOROW

W wykladzie tym przedstawimy kryteria, pozwalajace ocenié¢ jakosé da-
nego estymatora, badz wybraé z pewnego zbioru ten, ktéry w pewnym sensie
jest najlepszy.

Precyzujac pojecie najlepszy estymator napotykamy dwa problemy.

1. Estymator parametru 6, § = t(Xy,X2,...,Xy) jest zmienna losowa,
co oznacza, ze jego wartos¢ zalezy od zdarzenia losowego w € ). Moze
sie zdarzy¢ zatem tak, ze dla 0116, - konkurencyjnych estymatorow
parametru 6 - zachodzi

0 — 61 (w)] < |6 — bz(w)| dla pewnych w € Q

10 — 61 (w)| > |0 — ba(w)| dla innych w € Q.

Mamy zatem sytuacje, ze dla pewnych zdarzen losowych wartosci pierw-
szego estymatora sg blizsze szacowanego parametru 6 niz wartoéci dru-
giego estymatora, a dla innych zdarzen losowych jest na odwrdt. Sto-
sujac takie poréwnanie nie jesteSmy w stanie rozstrzygnaé, ktéry esty-
mator jest lepszy. Problem ten mozna rozwiazaé¢ rozwazajac wartosci
oczekiwane estymatorow badz ich funkcji. Takie podejscie doprowa-
dzito do definicji obciazenia i bledu éredniokwadratowego estymatora,
podanych dalej w tym rozdziale.

2. Nie znamy wartosci szacowanego parametru 6 a miary jakosci estyma-
tora badz zachodzenie dla niego danych wtasnosci moga od 6 zalezec.
Dlatego zwykle zada sie by miara przyjmowalta optymalng wartosé
a wlasnosé zachodzita dla kazdej 6 € ©.

Estymatory nieobcigzone

Definicja. Méwimy, ze 6 = t(X1, Xo,...,Xy) jest nieobcigZonym estyma-
torem parametru 6 jesli

Eg(0) = 0 dla kazdego 0 € ©.

W pozostaltych przypadkach 6 nazywamy estymatorem obcigZonym. Funkcje

B(0) = Ey(0) — 0, gdzie 6 € O, nazywamy obcigZeniem estymatora 6.

7 powyzszych definicji natychmiasyt wynika, ze 6 jest estymatorem nie-
obciazonym wtedy i tylko wtedy, gdy jego obciazenie jest funkcjg tozsamo-
$ciowo rowng zero.
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Przyktad 8.1. Niech X1, Xo, ..., X, bedzie prosta proba losowa z populacji
X o rozkladzie z wartoscia oczekiwana EFX = pu. Wowczas o = X jest
nieobciazonym estymatorem parametru pu.

Dla X o rozkladzie dwupunktowym z prawdopodobienstwem sukcesu
p mamy EX = p. Zatem jako szczegdlny przypadek powyzszego wyniku
otrzymujemy, ze jesli X1, Xo, ..., X, jest prosta préba losows z populacji X
o rozktadzie dwupunktowym z prawdopodobienstwem sukcesu p, to p = X
jest nieobciazonym estymatorem parametru p.

Przyktad 8.2. Niech X1, Xo, ..., X, bedzie prosta proba losowa z populacji
X o rozktadzie z wartoécia oczekiwana EX = u i wariancja Var(X) = o2 >
0. Zatézmy, ze nie znamy ani p ani 02, Wéwcezas

jest estymatorem obciazonym parametru o2, bo

~ n—1
E(Mvgz)(az) = o2 + o2,
natomiast
R 1 n -
n—1413

jest estymatorem nieobcigzonym o?2.

Definicja. Méwimy, ze ciag estymatoréw 6, = t,(X1, Xo, ..., X,) parame-
tru 0 jest asymptotycznie nieobcigzony jesli

lim Ey(f,) =0 dla kazdego 0 € ©.

n—oo

Estymatory nieobcigzone o minimalnej wariancji
(estymatory efektywne)

Dla danego parametru 8 moze istnie¢ wiele estymatoréw nieobcigzonych.
Najlepszym z nich bedzie ten o najmniejszym rozproszeniu wokoét szacowane;j
0. Rozproszenie to mozemy mierzy¢ jako warto$é¢ oczekiwang z kwadratu
roznicy miedzy estymatorem i 6.

Definicja. Funkcje
. 2
MSE;(0) = Eg (0-0)", gdaie 0 €,

nazywamy biedem Sredniokwadratowym estymatora 6 parametru 6.
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Zauwazmy, ze
MSE;0) = By (0-0) =By (0 B — (0~ Eo))”

~ A\ 2 ~ N ~ A
= By (0—Eob) — 20— Eg)Ey (0 — Egf) + (0 — Eyh)? =
= Varg(0) + (B(9)), (1)

bo Ejy (é — Eeé) = Eeé — FEy (E@é) = E@é — Egé = 0. Oznacza to, ze btad
Sredniokwadratowy estymatora to suma jego wariancji i kwadratu obciaze-
nia. W szczegdlnosci dla nieobciazonych estymatorow 6 parametru 6 wzor
(1) redukuje si¢ do

MSE;(0) = Varg(0),
i minimalizowanie btedu $redniokwadratowego jest réwnowazne minimalizo-
waniu wariancji.

Definicja. Estymator 6, = t(X1,...,X,) nazywamy estymatorem nieob-
cigzonym o minimalnej wariancyi lub estymatorem efektywnym (najefektyw-
niejszym) parametru 6, jesli

1. 6, jest nieobciazony,

2. Varg(fy) < Vaf‘g(é) dla kazdego 6 € © i dla kazdego estymatora
nieobcigzonego 6 parametru 6.

Innymi slowy estymator efektywnym (najefektywniejszym) parametru 6,
zwany inaczej estymatorem nieobcigzonym o minimalnej wariancji, to esty-
mator nieobcigzony parametru 6 , ktory ma najmniejsza wariancje spoéréd
wszystkich nieobcigzonych estymatoréw tego parametru.

W literaturze anglosaskiej estymator nieobciazony o minimalnej warian-
cji w skrocie nazywa sie UMV UE od uniformly minimum-variance unbiased
estimator.

Estymatory zgodne

Niech X1, Xo,... bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o tym
samym rozkladzie zaleznym od parametru 6 € O. Dla dowolnego natural-
nego n tworzymy probe losowa X1, Xo,..., X, i na jej podstawie budujemy
estymator 6,, = tn(X1, Xo, ..., X,) parametru 6.
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Definicja. Méwimy, ze ciag estymatoréw 6, = tn(X1, X0, ..., Xp), n > 1,
parametru 6 jest

e zgodny w sensie zbieznosci Sredniokwadratowe; jesli btad $redniokwa-
dratowy #,, zbiega do zera wraz ze wzrostem licznosci proby do nie-
skonczonosci:

lim FEy ((én - 9)2) =0 dla wszystkich 6 € ©;

n—oo

e mocno zgodny jesli z prawdopodobienstwem 1 realizacje 0,, daza do 6,
gdy liczno$é préby wzrasta do nieskonczonosci

by ( lim 6, = 0) =1 dla wszystkich 6 € ©;

n—oo

e (slabo) zgodny jesli dla dostatecznie duzych licznosci proby estymator
0y, z duzym prawdopodobienstwem przyjmuje wartosci bliskie 6:

lim Py (\én -0 < 5) =1 dla kazdego ¢ > 0 i dla wszystkich 0 € ©.
n—oo

W terminach rodzajéw zbieznoéci ciagéw zmiennych losowych

e zgodno$¢ w sensie zbieznosci éredniokwadratowej oznacza, ze ciag 0,

. . .. ;e . . A L2
zbiega w sensie zbieznoéci $redniokwadratowej do 6: 6,, — 0;

e mocna zgodno$é¢ oznacza, ze cigg 6,, zbiega z Py-prawdopodobienstwem
1do 6: 6, 1, 0;

e staba zgodnos¢ oznacza, ze ciag 0,, zbiega wedlug prawdopodobienstwa,
do 6: 6, 2 6.

Wiemy, ze dla ciggu zmiennych losowych zaréwno z jego zbieznosci sred-
niokwadratowej jak i ze zbieznoéci z z prawdopodobienstwem 1 wynika jego
zbieznos¢ wedlug prawdopodobienstwa. Stad kazdy estymator zgodny w sen-
sie zbieznosci sredniokwadratowej jak i kazdy estymator mocno zgodny jest
zgodny.

Twierdzenie 8.1. Jesli ciag estymatoréw 0,, parametru 6 jest asympto-
tycznie nieobcigzony i

lim Varg(én) =0 dla kazdego 6 € O,

n—oo

to 6, jest zgodnym ciggiem estymatorow.
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Przyktad 8.3. Niech X, Xo,... bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych lo-
sowych o tym samym rozkladzie z nieznana wartoscia oczekiwana u.
7 mocnego prawa wielkich liczb Kolmogorowa natychmiast wynika, ze X,, =
% S, X; jest mocno zgodnym estymatorem parametru . Stad X, jest tez
stabo zgodnym estymatorem pu.

Jesli dodatkowo zalozymy, ze X1, Xo,... maja wariancje o2, to otrzy-
mamy, ze X,, jest takze zgodnym w sensie zbieznosci éredniokwadratowej
estymatorem .

Przyklad 8.4. Niech X7, Xs,... bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych
losowych o tym samym rozkladzie z nieznanymi wartoscia oczekiwana u
i wariancjg 2. Wtedy

* - 5 1
Y(Xi-X)? i o2, =
i=1

N 1 n _

02 =— X; — X)?

n n—1 Z( ‘ )

=1

sa mocno zgodnymi estymatorami parametru 2. Zatem sa to takze esty-
matory slabo zgodne. Ponadto, przy dodatkowym zalozeniu, ze X1, Xo,. ..
maja skoficzony czwarty moment centralny, zaréwno o? jak i o2, sa zgod-

nymi w sensie zbieznoéci éredniokwadratowej estymatorami parametru o2.

WilasnoSci estymatoréw najwiekszej wiarygodnosci

Estymatory otrzymane metoda najwickszej wiarygodnosci, przy do$é
ogblnych zalozeniach, maja dobre wilasnosci asymptotyczne - mozna poka-
zaé, ze jesli s spelnione pewne warunki regularnosci, to estymatory te sa
mocno zgodne i asymptotycznie nieobciazone.

Ponadto, przy pewnych zalozeniach, estymator najwiekszej wiarygodno-
Sci jest estymatorem nieobciazonym o minimalnej wariancji.



