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9. ESTYMACJA PRZEDZIALOWA

Definicja. Przedzialem ufnosci dla parametru § € © C R na poziomie
ufnoéci 1 — «a, gdzie a € (0,1), nazywamy przedzial (01,03), gdzie 6; =
01(X1,Xo,...,Xpn) 1 02 = 02(X1, Xo,...,X,) to mierzalne funkcje préby
takie, ze 01 < 0o i

P (9 € (91(X1,X2, .. ,Xn), 92(X1,X2, ... ,Xn)) = 1—a dla kazdego 0 € ©.
(1)
Konce przedziatu ufnosci 01 (X1, Xo, ..., X;,) 162(X1, Xo, ..., X;,) to zmien-
ne losowe. Dla niektorych realizacji préby losowej otrzymamy przedziat
(01 (w1, 2, ..., 0), O2(w1, 2,5 - ., )
taki, ze
0 c (91(%1, T, ... ,Hﬁn), 92(1‘1,332, R ,(L‘n)) ,

dla innych realizacji - taki, ze
0 §é (91(:131, Ty v ,:Un), 02(:E1,:U2, NN ,l‘n)) .

Warunek (1) gwarantuje nam, ze dla duzej liczby realizacji procent otrzyma-
nych przedzialéw takich, ze zachodzi 0 € (01(x1,x2,...,2n),02(21,22,...,2p))
bedzie w przyblizeniu réwny (1 — «)100%.

Podstawowe statystyki préobkowe i funkcje w R wyliczajgce te statystyki
n n
$rednia z préby: T = %Z xj, wariancja z proby: s? = ﬁZ(wQ — T)2
j=1 j=1
> mean(dane) > var(dane)

Oznaczenia podstawowych kwantyli i funkcje w R wyliczajace te kwantyle

dla rozktadu normalnego | dla rozkladu t-Studenta dla rozktadu chi-kwadrat
U ta,n Xi,n
> qnorm(a) > qt(a,n) > qchisq(a, n)
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Przyktad 9.1. Dzial kontroli jakosci w zaktadach chemicznych chce osza-
cowaé $rednig wage proszku do prania sprzedawanego w pudetkach o nomi-
nalnej wadze 3 kg. Pobrano w tym celu prébke losowa 7 pudetek i otrzymano
wyniki (w kg): 2.93, 2.97, 3.05, 2.91, 3.02, 2.87, 2.92. Wiadomo, ze rozklad
wagi pudetka do prania jest normalny.

(a) Na poziomie ufnosci 0,95 zbudowaé przedzial ufnosci dla $redniej wagi
pudetka proszku do prania.

(b) Na poziomie ufnosci 0,95 zbudowaé¢ przedzial ufnosci dla odchylenia
standardowego wagi pudetka proszku do prania.

(c) Jak liczna probke pudelek proszku nalezy pobraé, aby z maksymalnym
bledem 50 g wyznaczy¢ przedzial ufnosci na pozimoie ufnoéci 0, 95 dla sred-
niej wagi pudetka proszku do prania?

Rozwigzanie przykladu 9.1:

Oznaczmy: X-waga proszku do prania. Z tresci zadania wiemy, ze X ma
rozktad normalny, ale parametrow tego rozkladu nie znamy. Zapisujemy to
natepujgco

X ~ N(p,02), gdzie i o sq nieznane.

Stad widzimy, Ze bedzie nam pasowacé model oznaczony jako model IT w tabeli
Przedziaty ufnosci a takze model II w tabeli Wyznaczanie niezbednej ilodci
pomiaréw do préby.

Wpisujemy dane do R:
> waga.proszku <- c(2.93, 2.97, 3.05, 2.91, 3.02, 2.87, 2.92)

(a) Aby wyznaczaé przedzial ufnosci dla Sredniej wagi pudelka patrzymy na
tabele Przedzialy ufnosci, dokladniej na jej lewg kolumne (bo interesuje nas
przedzial ufnosci dla Sredniej, a nie dla wariancji) i na wiersz z modelem I1.
Widzimy, Ze mozemy uzyc funkcji t.test().

> t.test(x=waga.proszku,conf.level=0.95)8$conf.int

Otrzymugemy nastepujacy przedzial: (2.89;3.01)

(b) Aby wyznaczyé przedzial ufnosci dla odchylenia standardowego wagi pu-
detka patrzymy na tabele Przedzialy ufnosci, dokladniej na jej prawq kolum-
ne (bo interesuje nas przedzial ufnosci nie dla Sredniej ale dla odchylenia
standardowego) i na wiersz z modelem II. Widzimy tam nastepujacy wzor

n—1)s? n—1)s?
(D e (1
Xl—a/2,n—1 Xoa/2,n—l

Musimy jeszcze wszystkie jego strony spierwiastkowad, aby otrzymaé wzér
na przedzial ufnosci dla odchylenia standardowego (czyli dla o ):

(n—1)s? o< (n—1)s?

2 2 :
X1—a/2,n-1 Xa/2,n—1
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Rachunki przeprowadzamy wykorzystujge R. Policzmy najpierw licznik wy-
razen znajdujacych sie pod pierwiastkiem:

> licznik <- (7-1)*var(waga.proszku)

a nastepnie mianowniki tych wyrazen (poziom ufnosci wynosi 1 —a = 0,95,
wiec a = 0,05):

> mianownik.lewy <- qchisq(1-0.05/2,7-1)

> mianownik.prawy <- qchisq(0.05/2,7-1)

Ostatecznie otrzymujemy przedzial o nastepujgcych koncach

> sqrt(licznik/mianownik.lewy)

> sqrt(licznik/mianownik.prawy)

czyli (0.04121;0.1408).

(c) Teraz patrzymy na tabele Wyznaczanie niezbednej ilosci pomiaréw do
proby, na model II. Szukamy n a mamy dane d = 50g = 0,05kg i 1 — a =
0,95 (zatem a = 0,05). Korzystamy ze wzoru

2
50
n > (tla/Q,nold> )

gdzie licznosé proby wstepnej to ng = 7 (to ta proba podana w tresci zadania)

a jej odchylenie standardowe sg policzymy uzywajgc funkcji sd(waga . proszku).
Prawa strona powyzszego wzoru jest rowna

> (qt(1-0.05/2,7-1)*sd(waga.proszku)/0.05) "2

czyli 9.79649. Zatem potrzebujemy probe skladajgcq sie z co najmniej 10
pomiaréw wagi proszku do prania.

Przyktad 9.2. 88 sposrdd 400 osob, ktére w 2019 roku nabyty nowy samo-
chéd sportowy, stwierdzilo, ze jako$é samochodu jest lepsza niz oczekiwali.
(a) Na poziomie ufnosci 0,95 zbudowaé przedzial ufnosci dla badanej frakcji.
(b) Jak liczna prébe nalezaloby pobraé, aby z maksymalnym bledem +2%
moc oszacowaé badang frakcje na poziomie ufnosci 0,957

Rozwigzanie przyktadu 9.2:

Mamy tutaj do czynienia z rozkladem dwupunktowym: osoba, ktéra w 2019
roku nabyla nowy samochdd sportowy moze stwierdzié, Ze jako$é zakupionego
samochodu jest lepsza niz oczekiwata lub tego nie stwierdzié. Oznaczmy:

1 jesl osoba stwierdzi, Ze jakoS¢ zakupionego samochodu jest lepsza
niz tego oczekiwalta,

0 jesli osoba nie stwierdzi, ze jako$é zakupionego samochodu jest
lepsza niz tego oczekiwala,

zas p niech bedzie prawdopodobienstwem trafienia na osobe, ktora uzna, Ze ja-
koS¢ zakupionego samochodu jest lepsza niz tego oczekiwala, tzn. p = P(X =
1). Inaczej mowi”sc p jest frakcjg 0sob, ktore uznajq, ze jako$é zakupionego
samochodu jest lepsza niz tego oczekiwali.
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(a) Patrzymy na tabele Przedzialy ufnosci, na wiersz z modelem IV. Zauwa-
zamy, Ze n jest na tyle duze, ze mozemy uzyc prop.test (). Rzeczywiscie

o liczba sukcesow np = 88 > 5,
e liczba porazek ng = 400 — 88 > 5.

Zatem piszemy
> prop.test(x=88,n=400,conf.level=0.95)$conf.int
i otrzymugjemy szukany przedzial ufnosci: (0.1810175;0.2644723).

(a) Patrzymy na tabele Wyznaczanie niezbednej ilogci pomiaréw do préby,
na wiersz z modelem 1V. Szacunkowy procent pg moZemy wyznaczyé na pod-
stawie danych z zadania, wiec uzyjemy wzoru pierwszego z tam podanych:

2 Podo
n > ul*Q/Q d2 9

gdzie py to szacunkowy procent a qo = 1 — py. Oczywiscie pg = 88/400.
Ponato 1 — a to poziom ufnosci, zatem 1 — a = 0,95, co daje o = 0,05.
Maksymalny blgd to d = 2% = 0,02. Reasumujgc

> p0 <- 88/400

> q0 <- 1-p0

> d <- 0.02

1 prawa strona powyzszej nierownosci wynosi

> gnorm(1-0.05/2) ~2xp0*q0/(d"2)

czyli 1647.986. Potrzebna jest proba o liczno$ci co najmniej 1648.



