
Wstȩp do Wnioskowania Statystycznego (semestr letni, 2023/2024)

PRZYK LADOWE PYTANIA NA SPRAWDZIAN KOŃCOWY

1. Na czym polega różnica pomiȩdzy analiza̧ danych a wnioskowaniem statystycznym?

2. Podać miary

(a) tendencji centralnej,

(b) pozycji,

(c) rozproszenia

dla danych ilościowych.

3. Drugi decyl to

(a) który percentyl,

(b) kwantyl którego rzȩdu?

4. Wymienić i opisać (bez podawania wzorów) miary kszta ltu zbioru danych ilościowych.

5. Dla nastȩpuja̧cych danych: 7, 5, 1, 9, 5, 3 sporza̧dzić i opisać wykres skrzynkowy.

6. Co to znaczy, że X1, X2, . . . , Xn jest prosta̧ próba̧ losowa̧ z X?

7. Niech X1, X2, . . . , Xn bȩdzie próba̧ losowa̧ z rozk ladu Poissona z parametrem θ > 0, tzn. z roz-
k ladu dyskretnego o funkcji masy prawdopodobieństwa P (X = x) = e−θ θx

x! , x = 0, 1, 2, . . ..
Wyznaczyć estymator parametru θ, stosuja̧c metodȩ najwiȩkszej wiarygodności.
Nastȩpnie wyznaczyć estymator najwiȩkszej wiarygodności odchylenia standardowego X1.
Przytoczyć, wykorzystywane do jego wyznaczenia, twierdzenie. Warto pamiȩtać, że dla zmien-
nej losowej X o rozk ladzie Poissona z parametrem θ mamy V ar(X) = θ.

8. Niech X1, X2, . . . , Xn bȩdzie prosta̧ próba̧ losowa̧ z rozk ladu Pareto o gȩstości danej wzorem

fa(x) =

{
a

xa+1 dla x ≥ 1
0 dla x < 1

. Stosuja̧c metodȩ najwiȩkszej wiarygodności, wyznaczyć

(a) estymator parametru a,

(b) estymator prawdopodobieństwa P (X1 < 2).

9. Niech X1, X2, . . . , Xn bȩdzie prosta̧ próba̧ losowa̧ z rozk ladu gamma Gamma(a, 1/s), tzn.
z rozk ladu o gȩstości

fa,s(x) =

{ 1
saΓ(a)x

a−1 exp (−x/s) dla x > 0

0 dla x ≤ 0
, a > 0, s > 0,

gdzie Γ(a) =
∫∞
0 xa−1e−xdx. Za lóżmy, że a > 0 jest znane. Wyznaczyć estymator najwiȩkszej

wiarygodności

(a) parametru s,

(b) wartości oczekiwanej X1,

(c) wariancji X1.

Wiadomo, że gdy zmienna losowa X ma rozk lad Gamma(a, β), to E(X) = aβ, V ar(X) = aβ2.

10. Zdefiniować b la̧d I-go rodzaju, b la̧d II-go rodzaju i poziom istotności oraz moc testu.

11. Zdefiniować wspó lczynnik zwany p-value. Omówić zasadȩ pos lugiwania siȩ ta̧ wielkościa̧.

12. Zak lada siȩ, że napiȩcie wyj́sciowe na zasilaczu ma rozk lad normalny. Przeprowadzono szesnaście
niezależnych pomiarów napiȩcia (w woltach) i otrzymano średnie napiȩcie z próby równe 12, 5
wolta oraz wariancjȩ z próby równa̧ 2, 25 wolta2.
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(a) Chcemy sprawdzić czy średnie napiȩcie przekracza 12 woltów. Jakie hipotezy postawimy?
Ile wyniesie statystyka testowa odpowiedniego testu? Podać wzór na zbiór krytyczny tego
testu.

(b) Zak ladaja̧c, że rzeczywiste średnie napiȩcie to 12,5 wolta, wyznaczyć prawdopodobieństwo,
że test używany w pkt. (a)

i. przyjmie hipotezȩ, że średnie napiȩcie przekracza 12 woltów;

ii. da odpowiedź, że średnie napiȩcie nie przekracza 12 woltów.

Odpowiedzi zapisać za pomoca̧ funkcji m(·), gdzie m(·) to funkcja mocy testu używanego
w pkt. (a).

(c) Chcemy sprawdzić czy wariancja napiȩcia wynosi 3 wolt2. Jakie hipotezy postawimy? Ile
wyniesie statystyka testowa odpowiedniego testu? Podać wzór na zbiór krytyczny tego
testu.

13. Wiadomo, że 50% mȩżczyzn, którzy przeżyli zawa l serca, umiera na skutek drugiego zawa lu.
Na 100 losowo wybranych pacjentów, poddanych po pierwszym zawale terapii nowym lekiem,
40 zmar lo w wyniku drugiego zawa lu. Chcemy sprawdzić czy przeprowadzone badanie po-
twierdza, że nowy lek zwiȩksza szansȩ przeżycia drugiego zawa lu. Jakie hipotezy postawimy?
Jakiego użyjemy testu? Dlaczego można użyć w laśnie tego testu? Ile wyniesie statystyka te-
stowa tego testu? Podać wzór na zbiór krytyczny tego testu.

14. Niech moc(·) oznacza funkcjȩ mocy testu używanego w zadaniu 13. Za pomoca̧ tej funkcji
zapisać prawdopodobieństwo, że test, używany w zadaniu 13, da odpowiedź, że nowy lek nie
zwiȩksza szansy przeżycia drugiego zawa lu w sytuacji, gdy rzeczywiste prawdopodobieństwo
przeżycia drugiego zawa lu dla mȩżczyzny leczonego nowym lekiem to 0,38.

15. Pewna firma szyje prześcierad la o nominalnej d lugości 200 cm. Jest jednak podejrzenie, że
średnia d lugość tych prześcierade l jest mniejsza niż 200 cm. Aby sprawdzić czy owo podejrze-
nie jest s luszne, zmierzono 100 losowo wybranych prześcierade l pochodza̧cych od tej firmy i
otrzymano średnia̧ d lugość 190 cm z odchyleniem standardowym d lugości wynosza̧cym 10 cm.
Jakie hipotezy należy postawić? Ile wyniesie statystyka testowa odpowiedniego testu? Podać
wzór na zbiór krytyczny tego testu.

16. 55 spośród 100 absolwentów techników oraz 45 spośród 100 absolwentów liceów nie rozwia̧za lo
poprawnie zadań z geometrii podczas egzaminu maturalnego. Chcemy sprawdzić czy na pod-
stawie tych danych można stwierdzić, że absolwenci techników sa̧ s labiej przygotowani do
egzaminu z matematyki niż absolwenci liceów. Jakie hipotezy postawimy? Jakiego użyjemy
testu? Dlaczego można użyć w laśnie tego testu? Ile wyniesie statystyka testowa tego testu?
Podać wzór na zbiór krytyczny tego testu.

17. Hotel zaopatruje siȩ w pościel u dwóch firm: firmy A i firmy B. Zbadano wytrzyma lość 100 lo-
sowo wybranych prześcierade l pochodza̧cych od firmy A i 100 losowo wybranych prześcierade l
pochodza̧cych od firmy B. Dla firmy A otrzymano średnia̧ d lugość przydatności prześcierad la
1000 dni z odchyleniem standardowym 300 dni, zaś dla firmy B - średnia̧ d lugość przydatności
przećierad la 1200 dni z odchyleniem standardowym 400 dni. Na poziomie istotności 0,05
chcemy sprawdzić czy na podstawie tych danych można uznać, że prześcierad la produkowane
przez firmȩ A sa̧ mniej wytrzyma le niż prześcierad la pochodza̧ce od firmy B. Jakie hipo-
tezy postawimy? Ile wyniesie statystyka testowa odpowiedniego testu? Podać wzór na zbiór
krytyczny tego testu.

18. Niech power(·) oznacza funkcjȩ mocy testu używanego w zadaniu 17 (argumentem tej funkcji
jest µA − µB). Otrzymalísmy, że power(−500) = 0, 89. Podać interpretacjȩ tego wyniku.

19. Niech θ ∈ Θ i Θ0 ⊂ Θ. Jakie warunki musi spe lniać test by by l to jednostajnie najmocniejszy
test na poziomie istotności α dla H0 : θ ∈ Θ0 przeciwko H1 : θ ∈ Θ \ Θ0?
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20. Przytoczyć lemat Neymana-Pearsona.

21. Niech X1, X2, . . . , Xn bȩdzie prosta̧ próba̧ losowa̧ z rozk ladu Gamma(2, s), czyli rozk ladu

o gȩstości fs(x) =

{
s2xe−sx, x > 0

0, x ≤ 0
, gdzie s > 0.

(a) Wyznaczyć najmocniejszy test na poziomie istotności α s luża̧cy do weryfikacji hipotezy
H0 : s = s0 przeciwko H1 : s = s1, gdzie 0 < s0 < s1.

(b) Wyznaczyć jednostajnie najmocniejszy test na poziomie istotności α do weryfikacji hi-
potezy H0 : s = s0 przeciwko H1 : s > s0.

Podać statystyki testowe i wzory na zbiory krytyczne szukanych testów.

22. Jakich metod graficznych można użyć by sprawdzić czy analizowane dane pochodza̧ z rozk ladu
normalnego?

23. Co to jest wykres normalności i do czego s luży? Omówić budowȩ tego wykresu i sposób
korzystania z niego.

24. Wymienić uniwersalne testy normalności. Sformuować hipotezy, które w tych testach weryfi-
kujemy. Który z tych testów uznawany jest za najlepszy?

25. Chcemy sprawdzić czy kostka do gry jest symetryczna. W tym celu wykonalísmy 120 rzutów
i wyniki zebralísmy w poniższej tabeli

Liczba oczek 1 2 3 4 5 6

ile razy wypad la ta liczba oczek 10 20 30 20 20 20

Jakie postawimy hipotezy? Jakiego użyjemy testu w celu ich weryfikacji? Ile wynosi statystyka
testowa tego testu?

ODPOWIEDZI:

7. θ̂NW = X̄, σ̂NW =
√
X̄

8. (a) âNW = n∑n
i=1 lnXi

, (b) 1 − 2
−n∑n

i=1
lnXi

9. (a) ŝNW = a/X̄, (b) ˆE(X1)NW
= X̄, (c) ˆV ar(X1)NW

= (X̄)2

a

12. Niech X to zmienna losowa opisuja̧ca napiȩcie wyj́sciowe na zasilaczu (w woltach).
(a) H0 : µ = 12, H1 : µ > 12; T = 4

3 ≈ 1, 33; W = ⟨t1−α,n−1; +∞), gdzie t1−α,n−1 to
kwantyl rzȩdu 1 − α rozk ladu t-Sudenta o n − 1 = 15 stponich swobody zaś α to poziom
istotności testu

(b) i. m(12, 5) ii. 1 −m(12, 5)

(c) H0 : σ2 = 3, H1 : σ2 ̸= 3; χ2 = 111
4 = 11, 25; W =

(
0, χ2

α/2;n−1

〉
∪
〈
χ2
1−α/2;n−1; +∞

)
,

gdzie χ2
α/2;n−1 oraz to χ2

1−α/2;n−1 to kwantyle rozk ladu chi-kwadrat o n − 1 = 15 stponich

swobody rzȩdu odpowiednio α/2 i 1 − α/2, zaś α to poziom istotności testu

13. Niech X =

{
1 jeśli mȩżczyzna, co przeży l zawa l serca, umiera w wyniku drugiego zawa lu
0 jeśli mȩżczyzna, co przeży l zawa l serca, nie umiera w wyniku drugiego zawa lu

H0 : p = 0, 5, H1 : p < 0, 5; U = −2; W = (−∞;−u1−α⟩, gdzie u1−α to kwantyl rzȩdu 1 − α
standardowego rozk ladu normalnego, zaś α to poziom istotności testu
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UWAGA: Równie dobrze można przyja̧ć:

X =

{
0 jeśli mȩżczyzna, co przeży l zawa l serca, umiera w wyniku drugiego zawa lu
1 jeśli mȩżczyzna, co przeży l zawa l serca, nie umiera w wyniku drugiego zawa lu

Wówczas:
H0 : p = 0, 5, H1 : p > 0, 5; U = 2; W = ⟨u1−α; +∞), gdzie u1−α to kwantyl rzȩdu 1 − α
standardowego rozk ladu normalnego, zaś α to poziom istotności testu

14. Jeśli przyjmiemy konwencjȩ

X =

{
1 jeśli mȩżczyzna, co przeży l zawa l serca, umiera w wyniku drugiego zawa lu
0 jeśli mȩżczyzna, co przeży l zawa l serca, nie umiera w wyniku drugiego zawa lu

,

to odpowiedzia̧ bȩdzie 1 −moc(0, 62).
Natomiast jeśli przyjmiemy

X =

{
0 jeśli mȩżczyzna, co przeży l zawa l serca, umiera w wyniku drugiego zawa lu
1 jeśli mȩżczyzna, co przeży l zawa l serca, nie umiera w wyniku drugiego zawa lu

,

to odpowiedzia̧ bȩdzie 1 −moc(0, 38).

15. Niech X to zmienna losowa opisuja̧ca d lugość prześcierad la (w cm).
H0 : µ = 200, H1 : µ < 200; U = −10; W = (−∞;−u1−α⟩, gdzie u1−α to kwantyl rzȩdu 1−α
standardowego rozk ladu normalnego, zaś α to poziom istotności testu

16. Niech

X =

{
1 jeśli absolwent technikum na maturze nie rozwia̧za l poprawnie zadań z geometrii
0 jeśli absolwent technikum na maturze rozwia̧za l poprawnie zadania z geometrii

Y =

{
1 jeśli absolwent liceum na maturze nie rozwia̧za l poprawnie zadań z geometrii
0 jeśli absolwent liceum na maturze rozwia̧za l poprawnie zadania z geometrii

H0 : ptech = plic, H1 : ptech > plic; U =
√
50
5 ≈ 1, 414; W = ⟨u1−α; +∞), gdzie u1−α to kwantyl

rzȩdu 1 − α standardowego rozk ladu normalnego, zaś α to poziom istotności testu

UWAGA: Równie dobrze można przyja̧ć:

X =

{
0 jeśli absolwent technikum na maturze nie rozwia̧za l poprawnie zadań z geometrii
1 jeśli absolwent technikum na maturze rozwia̧za l poprawnie zadania z geometrii

Y =

{
0 jeśli absolwent liceum na maturze nie rozwia̧za l poprawnie zadań z geometrii
1 jeśli absolwent liceum na maturze rozwia̧za l poprawnie zadania z geometrii

Wówczas:
H0 : ptech = plic, H1 : ptech < plic; U = −

√
50
5 ≈ −1, 414; W = (−∞;−u1−α⟩, gdzie u1−α to

kwantyl rzȩdu 1 − α standardowego rozk ladu normalnego, zaś α to poziom istotności testu

17. Niech X to zmienna losowa opisuja̧ca wytrzyma lość (w dniach) prześcierade l od firmy A, zaś
Y to zmienna losowa opisuja̧ca wytrzyma lość (w dniach) prześcierade l od firmy B.
H0 : µA = µB, H1 : µA < µB; U = −4; W = (−∞;−u0,95⟩, gdzie u0,95 to kwantyl rzȩdu 0, 95
standardowego rozk ladu normalnego.

21. (a) Statystyka testowa szukanego testu to S =
∑n

i=1Xi, zaś jego zbiór krytyczny to
W = (0; γα,2n,s0⟩, gdzie γα,2n,s0 oznacza kwantyl rzȩdu α rozk ladu Gamma(2n, s0).
WSKAZÓWKA: Przydaje siȩ tu fakt (podawany na wyk ladzie) dotycza̧cy dodawania nie-
zależnych zmiennych losowych o rozk ladach gamma.
(b) Dok ladnie ten sam test co w pkt. (a) (ale trzeba wyjaśnić dlaczego).

25. H0: badana kostka do gry jest symetryczna

H1: badana kostka do gry nie jest symetryczna

Użyjemy testu zgodności χ2-Pearsona, statystyka testowa wynosi χ2 = 10.
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