
Skróty wyk ladów z WdWS (semestr letni, 2023/2024) Wyk lad 5

Wyk lad 5: Podstawowe testy parametryczne dla dwóch populacji

UWAGA: Dwie tabele z testami znajduja̧ siȩ na końcu tego wyk ladu.

Przyk lad 5.1. 20 spośród 100 losowo wybranych studentów studiów zaocznych i 40 spośród 120
losowo wybranych studentów studiów dziennych zda lo egzamin ze Statystyki w pierwszym terminie.
(a) Czy na podstawie powyższych danych możemy stwierdzić, że studenci studiów zaocznych gorzej
przygotowuja̧ siȩ do egzaminu ze Statystyki niż studenci dzienni? Przyja̧ć poziom istotności 0,01.
(b) Przypuszczamy, że zdawalność egzaminu ze Statystyki w pierwszym terminie wynosi dla stu-
dentów studiów zaocznych 0,2 a dziennych - 0,3. Ilu studentów studiów zaocznych i ilu studentów
studiów dziennych trzeba by wylosować do próby by jednostronny test porównuja̧cy proporcje
z poziomem istotności 0,01 mia l moc 0,75.

Rozwia̧zanie przyk ladu 5.1:

Student, zarówno studiów zaocznych jak i dziennych, może zdać egzamin ze Statystyki w pierwszym
terminie lub nie. Mamy zatem do czynienia z dwoma populacjami o rozk ladach dwupunktowych.
Oznaczmy:

X =

{
1 jeśli wybrany student studiów zaocznych zda egzamin w pierwszym terminie,
0 jeśli wybrany student studiów zaocznych nie zda egzaminu w pierwszym terminie,

Y =

{
1 jeśli wybrany student studiów dziennych zda egzamin w pierwszym terminie,
0 jeśli wybrany student studiów dziennych nie zda egzaminu w pierwszym terminie,

zaś pz niech bȩdzie prawdopodobieństwem trafienia na studenta studiów zaocznych, który zda egza-
min w pierwszym terminie, tzn. pz = P (X = 1), a pd niech bȩdzie prawdopodobieństwem trafienia
na studenta studiów dziennych, który zda egzamin w pierwszym terminie, tzn. pd = P (Y = 1).

Do rozważanego problemu pasuje model oznaczony jako model V w tabeli Weryfikacje hipotez
dotycza̧cych dwóch średnich.

(a) Stawiamy nastȩpuja̧ce hipotezy:
H0 : pz = pd
H1 : pz < pd (co by oznacza lo, że studenci studiów zaocznych gorzej przygotowuja̧ siȩ do egzaminu

niż dzienni)
Zauważmy, że

� nz p̂z = 20 ≥ 5 (nz p̂z to liczba sukcesów wśród studentów studiów zaocznych, czyli liczba
studentów studiów zaocznych, którzy zdali egzamin w pierwszym terminie),

� nz(1 − p̂z) = 80 ≥ 5 (nz(1 − p̂z) to liczba porażek wśród studentów studiów zaocznych, czyli
liczba studentów studiów zaocznych, którzy nie zdali egzaminu w pierwszym terminie),

� ndp̂d = 40 ≥ 5 (ndp̂d to liczba sukcesów wśród studentów studiów dziennych, czyli liczba
studentów studiów dziennych, którzy zdali egzamin w pierwszym terminie),

� nd(1 − p̂d) = 80 ≥ 5 (nd(1 − p̂d) to liczba porażek wśród studentów studiów dziennych, czyli
liczba studentów studiów dziennych, którzy nie zdali egzaminu w pierwszym terminie).

Zatem możemy użyć prop.test(), czyli testu, w którym rozk lad statystyki testowej jest przybliżany
rozk ladem normalnym:
> prop.test(x=c(20,40),n=c(100,120),alternative="less")

Powyżej argument x to wektor z liczbami otrzymanych sukcesów, a n to wektor z licznościami
pobranych prób. Można też za x podać macierz, która w pierszej kolumnie ma liczby sukcesów
a w drugiej - liczby porażek, przy czym pierwszy wiersz dotyczy pierwszej populacji (tutaj studentów
studiów zaocznych) a drugi - drugiej populacji (tutaj studentów stdiów dziennych). Jeśli jako x

podamy macierz, to argument n jest ignorowany. Chca̧c użyć tej drugiej konwencji potrzebujemy
nastȩpuja̧ca̧ macierz [

20 80
40 80

]
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Aby ja̧ wpisać do R użyjemy funkcji
> matrix((c(20,40,80,80),nrow=2)

której dok ladny opis znajduje siȩ we Wstȩpie do środowiska R. Reasumuja̧c, drugi sposób wywo lania
funkcji prop.test() jest nastȩpuja̧cy
> prop.test(x=matrix((c(20,40,80,80),nrow=2),alternative="less")

Używaja̧c któregokolwiek z dwóch omówionych powyżej podej́sć, otrzymujemy

p− value = 0, 01974 > α = 0, 01 ⇒ nie ma podstaw do odrzucenia H0,

gdzie α = 0, 01 to poziom istotności testu. Wycia̧gamy wiȩc wniosek, że studenci studiów zaocznych
nie przygotowuja̧ siȩ gorzej do egzaminu ze Statystyki niż studenci dzienni.

UWAGA: Gdyby danych by lo za ma lo do użycia prop.test(), tzn., gdyby nie by l spe lniony
którykolwiek z warunków: nz p̂z ≥ 5, nz(1 − p̂z) ≥ 5, ndp̂d ≥ 5, nd(1 − p̂d) ≥ 5, to należa loby użyć
dok ladnego testu Fishera:
> fisher.test(x=matrix((c(20,40,80,80),nrow=2),alternative="less")

(b) Zak ladamy, że pz = 0, 2 i pd = 0, 3 i szukamy nz oraz nd takich, aby moc testu wynosi la 0, 75,
tzn. chcemy, aby moc.testu(0, 2; 0, 3) = 0, 75.

Użyjemy funkcji power.prop.test(), która dzia la analogicznie jak omówiona na poprzednim
wyk ladzie funkcja power.t.test().
> power.prop.test(power=0.75,p1=0.2,p2=0.3,sig.level=0.01,alternative="one.sided")

Otrzymujemy n = 336, 6738, co oznacza, że potrzeba 337 studentów zaocznych i 337 studentów
dziennych.

UWAGA: Funkcja power.prop.test() obs luguje tylko prop.test() dla dwóch populacji, po-
nadto tylko sytuacje, gdy próbki z obu populacji sa̧ równoliczne (ich równe liczności to argument n).

Przyk lad 5.2. Losowa̧ grupȩ 5 osób poddano 6-tygodniowej diecie odchudzaja̧cej. Uzyskano nas-
tȩpuja̧ce wyniki (waga przed i po kuracji [w kg]):

Przed kuracja̧ 88 86 82 64 59

Po kuracji 75 76 83 65 58
.

Można za lożyć, że rozk lad  la̧czny wagi przed i po kuracji jest normalny.
(a) Czy powyższe wyniki potwierdzaja̧ skuteczność diety (przyja̧ć poziom istotności 0,05)?
(b) Przypuszczamy, że średnia różnica wagi sprzed i po kuracji wynosi 4 kg. Jakie jest prawdopo-
dobieństwo, że test z punktu (a) potwierdzi skuteczność diety?
(c) Przypuszczamy, że średnia różnica wagi sprzed i po kuracji wynosi 4 kg. Ile osób trzeba by losowo
wybrać do eksperymentu by test jednostronny o poziomie istotności 0,05 z prawdopodobieństwem
0,8 potwierdza l skuteczność diety?

Rozwia̧zanie przyk ladu 5.2:

Oznaczmy: X– waga przed kuracja̧, Y – waga po kuracji. Dane mamy po la̧czone w pary (X,Y )
a pary sa̧ wzajemnie niezależne. Fakt, że dane sa̧ po la̧czone w pary sugeruje, że przydatny bȩdzie
tzw. ,,paired t-test” opisany w modelu III w tabeli Weryfikacje hipotez dotycza̧cych dwóch średnich.
Sprawdźmy czy sa̧ spe lnione za lożenia tego modelu.

Z treści zadania wiemy, że  la̧czny rozk lad (X,Y ) to rozk lad normalny (nie znamy jego pa-
rametrów), co pocia̧ga za soba̧, że rozk lad X − Y też jest rozk ladem normalnym (o nieznanych
parametrach). Zapisujemy to natȩpuja̧co

X − Y ∼ N (µZ , σ
2
Z), gdzie µZ i σZ sa̧ nieznane.

Zatem rzeczywíscie za lożenia sa̧ spe lnione i możemy ,,paired t-test” użyć.
Wpisujemy dane do R:

> waga.przed <- c(88,86,82,64,59)

> waga.po <- c(75,76,83,65,58)
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(a) Stawiamy hipotezy:
H0 : µprzed = µpo (czyli dieta nie jest skuteczna)
H1 : µprzed > µpo (czyli średnio dieta powoduje spadek wagi)
Do weryfikacji H0 przeciwko H1 użyjemy ,,paired t-test”, czyli funkcji t.test() z argumentem
paired=TRUE:
> t.test(waga.przed,waga.po,alternative="greater",paired=TRUE)

Powyżej moglísmy nie podać wartości argumentu mu, bo domyślnie przyjmuje on wartość 0 (taka̧
wartość w laśnie potrzebujemy, bo H0 : µprzed − µpo = 0).

Odczytujemy p-wartość i wycia̧gamy wnioski:

p− value = 0, 1057 > α = 0, 05 ⇒ nie ma podstaw do odrzucenia H0.

Zatem uznajemy, że dieta nie jest skuteczna.

(b) Zak ladamy, że µprzed − µpo = 4. Przy tym za lożeniu chcemy policzyć prawdopodobieństwo, że
test potwierdzi skuteczność diety, czyli, że wtedy H0 zostanie odrzucona. Zatem szukamy prawdopo-
dobieństwa, że odrzucimy H0 w sytuacji, gdy µprzed − µpo = 4:

P (odrzucimy H0|µprzed − µpo = 4) =?

Przypomniejmy, że

moc.testu(β) = P (odrzucimy H0| badany parametr = β).

Sta̧d
P (odrzucimy H0| µprzed − µpo = 4) = moc.testu(4).

Użyjemy funkcji power.t.test(), która zosta la dok ladnie omówiona na poprzednim wyk ladzie.
Teraz przypomnimy jedynie, że

� dla argumentu type mamy do wyboru trzy opcje type="one.sample", "two.sample" lub
"paired".W tym zadaniu potrzebujemy oczywíscie type="paired";

� argument sd to odchylenie standardowe X − Y , którego nie znamy; pozostaje nam wiȩc je
oszacować na podstawie próby licza̧c

> sd(waga.przed-waga.po)

i jednocześnie maja̧c świadomość, że taki zabieg prowadzi do wyniku przybliżonego.

Reasumuja̧c potrzebujemy:
> power.t.test(n=5, delta=4, sd=sd(waga.przed-waga.po), sig.level=0.05,

type="paired",alternative="one.sided")

gdzie ewentualnie sig.level=0.05 można pomina̧ć, bo tak jest ustawione domyślnie. Otrzymu-
jemy power ≈ 0, 30. Jest to prawdopodobieństwo odrzucenia H0 : µprzed = µpo (czyli innymi s lowy
uznania, że dieta jest skuteczna) w sytuacji, gdy µprzed − µpo = 4. Zatem jeśli średnia̧ stratȩ 4 kg
w cia̧gu 6 tygodni uznajemy za zadawalaja̧cy efekt diety, to chcielibyśmy, aby przy µprzed − µpo = 4
test z dużym prawdopodobieństwem odrzuca l H0. Tak niestety nie jest – otrzymane prawdopodo-
bieństwo ≈ 0, 30 jest ma le, czyli test nie radzi sobie z zauważeniem, że dieta jest skuteczna. Wynika
to zapewne sta̧d, że jest on przeprowadzany na podstawie bardzo ma lej liczby obserwacji (n = 5).
W kolejnym podpunkcie znajdziemy n gwarantuja̧ce, że wynik testu bȩdzie bardziej wiarygodny.

(c) Nadal zak ladamy, że µprzed − µpo = 4. Przy tym za lożeniu szukamy n takiego by prawdopodo-
bieństwo odrzucenia H0 wynosi lo 0,8:

szukamy n takiego by P (odrzucimymy H0|µprzed − µpo = 4) = 0, 8

czyli
szukamy n takiego by moc.testu(4) = 0, 8.
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Użyjemy funkcji funkcji power.t.test():
> power.t.test(power=0.8, delta=4, sd=sd(waga.przed-waga.po), sig.level=0.05,

type="paired",alternative="one.sided")

Otrzymujemy n ≈ 18, 36 co oznacza, że potrzebujemy próbkȩ o liczności n = 19 (wtedy moc
testu trochȩ przekroczy 0, 8, ale dok ladnej wartości 0, 8 nie da siȩ uzyskać).

Przyk lad 5.3. Dokonano pomiarów tego samego napiȩcia pra̧du: 10 pomiarów przy użyciu jed-
nego woltomierza i niezależnie 10 pomiarów przy użyciu drugiego woltomierza. Dla pierwszego
woltomierza otrzymano nastȩpuja̧ce wyniki

1.2, 1.0, 1.1, 1.4, 1.1, 1.2, 1.0, 0.9, 1.1, 1.2,

a dla drugiego:
1.3, 1.1, 1.4, 0.9, 1.4, 1.2, 1.3, 1.0, 1.2, 1.3.

Można za lożyć, że pomiary napiȩcia na badanych woltomierzach maja̧ rozk lady normalne.
(a) Na poziomie istotności 0,01 zweryfikować hipotezȩ o jednakowych wynikach pomiaru napiȩcia
przez oba woltomierze.
(b) Przypuszczamy, że średnia różnica pomiarów na obu woltomierzach to 0, 1. Ile pomiarów na
każdym woltomierzu należy wykonać by moc dwustronnego testu o poziomie istotności 0,01 wynosi la
nie mniej niż 0,8.

Rozwia̧zanie przyk ladu 5.3:

Oznaczmy: X– napiȩcie pra̧du uzyskane przy użyciu pierwszego woltomierza,
Y – napiȩcie pra̧du uzyskane przy użyciu drugiego woltomierza.

Pomiary na pierwszym i drugim woltomierzu by ly wykonywane niezależnie, co sugeruje, że przydatny
bȩdzie tzw. ,,unpaired t-test” opisany w modelu II w tabeli Weryfikacje hipotez dotycza̧cych dwóch
średnich. Sprawdźmy czy sa̧ spe lnione za lożenia tego modelu.

Z treści zadania wiemy, że X i Y maja̧ rozk lady normalne. Parametrów tych rozk ladów nie
znamy. Zapisujemy to natȩpuja̧co

X ∼ N (µ1, σ
2
1), Y ∼ N (µ2, σ

2
2), gdzie µ1, µ2, σ1 i σ2 sa̧ nieznane.

Nie wiemy jednak czy σ1 = σ2 i to musimy sprawdzić na samym pocza̧tku. Zatem stawiamy hipotezy:
H0 : σ1 = σ2 (lub równoważnie σ2

1 = σ2
2),

H1 : σ1 ̸= σ2 (lub równoważnie σ2
1 ̸= σ2

2).
Powyższe hipotezy bȩdziemy weryfikować używaja̧c testu F ,opisanego w tabeli Weryfikacja hipo-
tezy dotycza̧cej równości dwóch wariancji. Zalecane jest przeprowadzanie tego testu na poziomie
istotności 0, 1.

Wpisujemy dane do R:
> wolt1 <- c(1.2, 1.0, 1.1, 1.4, 1.1, 1.2, 1.0, 0.9, 1.1,1.2)

> wolt2 <- c(1.3, 1.1, 1.4, 0.9, 1.4, 1.2, 1.3, 1.0, 1.2, 1.3)

Test F przeprowadzamy używaa̧c funkcji var.test():
> var.test(wolt1,wolt2,alternative="two.sided")

gdzie alternative="two.sided" można pomina̧ć, bo tak jest ustawione domyślnie. Pamiȩtaja̧c, że
zalecany poziom istotności testu F to α = 0, 1, wycia̧gamy wnioski

p− value = 0, 6136 > α = 0, 1 ⇒ nie ma podstaw do odrzucenia H0.

Zatem uznajemy, że wariancje sa̧ równe σ2
1 = σ2

2 (równoważnie, że odchylenia standardowe sa̧
równe: σ1 = σ2). Reasumuja̧c, wnioskujemy, że do problemu rozważanego w tym zadaniu możemy
użyć ,,unpaired t-test” z równymi wariancjami. Wiedza̧c to przechodzimi do podpunktu (a).
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(a) Stawiamy hipotezy:
H0 : µ1 = µ2

H1 : µ1 ̸= µ2

i do ich weryfikacji używamy ,,unpaired t-test” z równymi wariancjami, czyli funkcji t.test()

z argumentem paired=FALSE i argumentem var.equal=TRUE:
> t.test(wolt1,wolt2,alternative="two.sided",paired=FALSE,var.equal=TRUE)

przy czym alternative="two.sided",paired=FALSE można pomina̧ć, bo tak jest ustawione do-
myślnie.

Odczytujemy p-wartość i wycia̧gamy wnioski:

p− value = 0, 2068 > α = 0, 01 ⇒ nie ma podstaw do odrzucenia H0.

Zatem uznajemy, że oba woltomierze daja̧ średnio takie same wyniki.

(b) Zak ladamy, że µ1−µ2 = 0, 1. Przy tym za lożeniu chcemy wyznaczyć minimalna̧ liczbȩ pomiarów
do wykonania na każdym woltomierzu, gwarantuja̧ca̧ moc testu nie mniejsza̧ niż 0,8:

szukamy n1 = n2 takiego by moc.testu(0, 1) ≥ 0, 8.

Użyjemy funkcji power.t.test(), pamiȩtaja̧c, że

� dla argumentu type mamy do wyboru trzy opcje type="one.sample", "two.sample" lub
"paired"; w przypadku ,,unpaired t-test” z równymi wariancjami wybieramy type="two.sample";

� argument n oznacza równe liczności prób pobranych z pierwszej i drugiej populacji (obs lugiwany
jest tylko przypadek, gdy te liczności sa̧ równe);

� argument sd to odchylenie standardowe X i Y , czyli nieznana wielkość σ1 = σ2; szacujemy
ja̧ wykorzystuja̧c obie próby i używaja̧c nastȩpuja̧cego estymatora√

(n1 − 1)s21 + (n2 − 1)s22
n1 + n2 − 2

i jednocześnie maja̧c świadomość, że taki zabieg prowadzi do wyniku przybliżonego.

Reasumuja̧c, najpierw policzymy estymator wielkości σ1 = σ2:√
(n1 − 1)s21 + (n2 − 1)s22

n1 + n2 − 2
=

√
(10 − 1)s21 + (10 − 1)s22

10 + 10 − 2
=

√
9s21 + 9s22

18
=

√
s21 + s22

2
,

kończa̧c rachunki w R
> estymator.odchylenia <- sqrt((var(wolt1)+var(wolt2))/2)

Nastȩpnie wykorzystamy ten estymator jako argument funkcji power.t.test()

> power.t.test(power=0.8, delta=0.1, sd= estymator.odchylenia, sig.level=0.01,

type="two.sample",alternative="two.sided")

Otrzymujemy n ≈ 56,83, z czego wynika, że potrzebujemy 57 pomiarów wykonanych przy użyciu
pierwszego woltomierza i 57 pomiarów wykonanych przy użyciu drugiego woltomierza.

UWAGA: Gdybyśmy, rozwia̧zuja̧c przyk lad 5.3, odrzucili hipotezȩ H0 : σ1 = σ2 i przyjȩli H1 :
σ1 ̸= σ2, to zamiast użyć ,,unpaired t-test” z równymi wariancjami trzeba by zastosować ,,unpa-
ired t-test” z różnymi wariancjami, czyli zastosować t.test() z argumentemi paired=FALSE,
var.equal=FALSE.

Funkcja power.t.test() niestety ,,unpaired t-test” z różnymi wariancjami nie obs luguje.
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Przyk lad 5.4. Pe lnomocnik rza̧du Alfalandii d/s równego statusu kobiet i mȩżczyzn podejrzewa,
że mȩżczyźni pracuja̧cy jako modele średnio zarabiaja̧ mniej niż kobiety modelki. Czy na pozio-
mie istotności 0,01 można uznać to podejrzenie za s lusznene, jeśli średni miesiȩczny dochód 100
losowo wybranych modeli wyniós l 480 dukatów z odchyleniem standardowym 60 dukatów, a średni
miesiȩczny dochód 100 losowo wybranych modelek to 600 dukatów z odchyleniem standardowym
200 dukatów?

Rozwia̧zanie przyk ladu 5.4:

Niech X to zarobki mȩżczyzny modela, zaś Y to zarobki modelki. Nie mamy informacji na temat
rozk ladu X ani Y , ale dysponujemy dużymi próbami: nM = 100 ≥ 100 i nK = 100 ≥ 100. Pa-
suje nam zatem model oznaczony jako model IV w tabeli Weryfikacje hipotez dotycza̧cych dwóch
średnich.

Bȩdziemy testować H0 : µM = µK przeciwko H1 : µM < µK .
Liczymy wartość statystyki testowej U = x−y√

s21
n1

+
s22
n2

:

> sredniaM <- 480

> sredniaK <- 600

> odchylenieM <- 60

> odchylenieK <- 200

> nM <- 100

> nK <- 100

> (sredniaM-sredniaK)/sqrt((odchylenieM^2/nM) + (odchylenieK^2/nK))

Otrzymujemy U ≈ −5, 747 i przechodzimy do wyznaczenia zbioru krytycznego W = (−∞;−u1−α⟩.
Skoro poziom istotności testu wynosi α = 0, 01, to potrzebujemy u1−α = u0,99:
> qnorm(0.99)

co daje ≈ 2, 326. Zatem W ≈ (−∞;−2, 326⟩ i widzimy, że U ≈ −5, 747 ∈ W ≈ (−∞;−2, 326⟩, wiȩc
odrzucamy H0 i stwierdzamy, że rzeczywíscie mȩżczyźni pracuja̧cy jako modele średnio zarabiaja̧
mniej niż kobiety modelki.

Weryfikacja hipotezy dotycza̧cej równości dwóch wariancji na poziomie istotności α

Model I. (test F: var.test)
X ∼ N(µX , σ2

X), Y ∼ N(µY , σ
2
Y ), µX , µY , σX , σY - nieznane,

dysponujemy niezależnymi próbami losowymi z tych populacji.
Hipoteza zerowa H0 : σ2

X = σ2
Y .

Hipoteza alternatywna H1 : σ2
X ̸= σ2

Y Hipoteza alternatywna H1 : σ2
X > σ2

Y

Statystyka testowa F = s21/s
2
2 (w liczniku jest wiȩksza z wariancji). Statystyka testowa F = s2X/s2Y

Zbiór krytyczny Zbiór krytyczny
W = ⟨F (1 − α/2, n1 − 1, n2 − 1); +∞), W = ⟨F (1 − α, nX − 1, nY − 1); +∞)
gdzie n1 oznacza liczność próby o wiȩkszej wariancji próbkowej.

Powyżej F (α, n,m) oznacza kwantyl rozk ladu F-Snedecora: < qf(α, n,m)

UWAGA: jeżeli wyznaczona wartość statystyki testowej F należy do W , to H0 odrzucamy.
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ró
b

a
m

i
lo

so
w

y
m

i
z

ty
ch

p
o
p

u
la

cj
i.

H
ip

ot
ez

a
ze

ro
w

a
H

0
:
µ
1

=
µ
2
.

S
ta

ty
st

y
ka

te
st

ow
a
U

=
x
−
y

√ σ
2 1
n
1
+
σ
2 2
n
2

.

H
ip

ot
ez

a
al

te
rn

at
y
w

n
a

H
ip

ot
ez

a
a
lt

er
n

a
ty

w
n

a
H

ip
o
te

za
a
lt

er
n

a
ty

w
n

a
H

1
:
µ
1
6=
µ
2

H
1

:
µ
1
>
µ
2

H
1

:
µ
1
<
µ
2

Z
b

ió
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ió
r

k
ry

ty
cz

n
y

Z
b

ió
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ió
r

k
ry

ty
cz

n
y

Z
b

ió
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ió
r

k
ry

ty
cz

n
y

Z
b

ió
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