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W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza matematyczna, Wyktad: Ciagi liczbowe



Oznaczenia:

Zbiér pusty oznaczamy 0.

Zbidr liczb naturalnych to N = {1,2,3,...}.

Zbiér liczb catkowitych to Z = {0,1,-1,2,-2,3,-3,... }.
Zbiér liczb wymiernych to Q = {g :p€Z,qe€ N}

Zbidr liczb rzeczywistych to

R={ ILm ap : (an) zbiezny, a, € Q dla n € N}.

-2 -1 0 1 2

Zbiér liczb niewymiernych to R \ Q.

lcNCZcQCR
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Kwantyfikatory: ogdlny i szczegétowy
Symbol V x oznacza dla kazdego x.
Symbol 9 x oznacza istnigje x.
Przyktad:
VxeR dne N n>x.
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Wiadomosci wstepne - funkcje

X, Y-zbiory
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Wiadomosci wstepne - funkcje

X, Y-zbiory

Jesli kazdemu elementowi x € X przyporzadkowany jest doktadnie
jeden element y € Y, to takie przyporzadkowanie nazywamy
funkcja okreslona na zbiorze X (dziedzina) o wartosciach w zbiorze
Y (przeciwdziedzina).

f:X—=Y, f(x)=y, x-argument (zmienna niezalezna),
y - wartos$¢ (zmienna zalezna).

.

Jedli X, Y C R, to f - funkcja liczbowa (jednej zmienne;
rzeczywistej)
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fwal: ?a,

TAK NIE NIE
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lloczyn (produkt) kartezjanski zbioréw X i Y to zbidr
XxY={(xy)xeX, yeY}
Obraz f (obraz dziedziny f, zbiér wartosci f) to
f(X)={f(x)eY: xe X}
Wykres funkcji f to zbidr
Gr ={(x,f(x)) € X x Y| x € X}.

f(x)=x2
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fFX—=>Y, g:¥Y=>Z

Funkcje h: X — Z taka, ze h(x) = g(f(x)) nazywamy zfozeniem
(superpozycja) funkcji f i g i oznaczamy h=go f
f - funkcja wewnetrzna, g - funkcja zewnetrzna

xtyv -tz

n
X e Y 3 -
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fX=>Y, g:Y>Z

Funkcje h: X — Z taka, ze h(x) = g(f(x)) nazywamy zfozeniem
(superpozycja) funkcji f i g i oznaczamy h=go f
f - funkcja wewnetrzna, g - funkcja zewnetrzna

np. (1) f(x) = /log(cos2x),
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fX=>Y, g:Y>Z

Funkcje h: X — Z taka, ze h(x) = g(f(x)) nazywamy zfozeniem
(superpozycja) funkcji f i g i oznaczamy h=go f
f - funkcja wewnetrzna, g - funkcja zewnetrzna

np. (1) f(x) = /log(cos2x),
fi(x) = 2x, fo(x) = cosx, f3(x) = log(x), fa(x) = v/x, f =
faofzofrof.
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fX=>Y, g:Y>Z

Funkcje h: X — Z taka, ze h(x) = g(f(x)) nazywamy zfozeniem
(superpozycja) funkcji f i g i oznaczamy h=go f
f - funkcja wewnetrzna, g - funkcja zewnetrzna

np. (1) f(x) = /log(cos2x),
fi(x) = 2x, fo(x) = cosx, f3(x) = log(x), fa(x) = v/x, f =
faofzofrof.

(2) f(x)=2%, g(y):)l/,gof:?, fog="

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza matematyczna, Wyktad: Ciagi liczbowe



fX=>Y, g:Y>Z

Funkcje h: X — Z taka, ze h(x) = g(f(x)) nazywamy zfozeniem
(superpozycja) funkcji f i g i oznaczamy h=go f
f - funkcja wewnetrzna, g - funkcja zewnetrzna

np. (1) f(x) = /log(cos2x),

fi(x) = 2x, fo(x) = cosx, f3(x) = log(x), fa(x) = v/x, f =
faofzofrof.

(2) f(x)=2", gly)= ;. gof =7, fog =7

(g0 F)(x) = g(2) = 2%, (Fog)(x) = f(1) = 2!
=gof#*fog

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza matematyczna, Wyktad: Ciagi liczbowe



Funkcja f : X — Y jest réznowartosciowa (injekcja) (ozn. 1 — 1),
jesli

Vxy,xo € X f(X]_) = f(X2) = X1 = X2

ijetgo

TAK NIE
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Funkcja f: X — Y jest "na” (surjekcja), jesli f(X) =Y.

\SWUJ(JBA«

TAK NIE
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Funkcja f : X — Y jest wzajemnie jednoznaczna (bijekcja) jesli
jest injekcja i surjekcja. Wtedy funkcje g : Y — X okreslona
nastepujaco

gly) =x jesli y =f(x)

nazywamy funkcja odwrotna do f i oznaczamy 1.
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Uwagi:
(1)Funkcja identycznosciowa na X to idx : X — X taka, ze
idx(X) = x. Wtedy flof= idx, fo 1= idy

(2) Funkcja logarytmiczna g(x) = log, x jest funkcja odwrotna do
funkgji wyktadniczej £ : R — R4, f(y) = a¥, gdzie
Ry ={y eR[y >0}

298X = x . log,a =y
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(3) Funkcje odwrotne do siebie, traktowane jako funkcje tej samej
zmiennej, maja wykresy symetryczne wzgledem prostej y = x.

3
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(3) Funkcje odwrotne do siebie, traktowane jako funkcje tej samej
zmiennej, maja wykresy symetryczne wzgledem prostej y = x.

3
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(3) Funkcje odwrotne do siebie, traktowane jako funkcje tej samej
zmiennej, maja wykresy symetryczne wzgledem prostej y = x.

3
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Funkcje cyklometryczne (kotowe): arcus sinus

Sa to funkcje odwrotne do funkgcji trygonometrycznych.

(1) f(x) =sinx
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Funkcje cyklometryczne (kotowe): arcus sinus

Sa to funkcje odwrotne do funkgcji trygonometrycznych.

(1) f(x) =sinx
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Funkcje cyklometryczne (kotowe): arcus sinus

Sa to funkcje odwrotne do funkgcji trygonometrycznych.

(1) f(x) =sinx, sin: [—g, g] — [—1,1] jest bijekcja =

= istnieje funkcja odwrotna arcsin : [-1,1] — [—g, %]

x = arcsiny jezeli y =sinx

2
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Funkcje cyklometryczne (kotowe): arcus sinus

Sa to funkcje odwrotne do funkgcji trygonometrycznych.

(1) f(x) =sinx, sin: [—g, g] — [—1,1] jest bijekcja =

= istnieje funkcja odwrotna arcsin : [-1,1] — [—g, %]

x = arcsiny jezeli y =sinx

2
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Funkcje cyklometryczne (kotowe): arcus sinus

Sa to funkcje odwrotne do funkgcji trygonometrycznych.

(1) f(x) =sinx, sin: [—g, g] — [—1,1] jest bijekcja =

= istnieje funkcja odwrotna arcsin : [-1,1] — [—g, %]

x = arcsiny jezeli y =sinx

2
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Funkcje cyklometryczne (kotowe): arcus cosinus

(2) f(x) =cosx, cos:[0,m] = [—1,1] jest bijekcja =
= istnieje funkcja odwrotna arccos : [—1,1] — [0, 7]

x = arccosy jezeli y = cosx
np. arccos0 = 7, arccosl =0

4
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Funkcje cyklometryczne (kotowe): arcus tanges

(2) f(x) =tgx, tg:(—%,5) — R jest bijekcja =

= istnieje funkcja odwrotna arctg : R — (—f 7)

s
272

x = arctgy jezeli y = tgx

6
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Funkcje cyklometryczne (kotowe): arcus tanges

(3) f(x) =tgx, tg:(—%,%) — R jest bijekcja =

= istnieje funkcja odwrotna arctg : R — (—f 7)

s
272

x = arctgy jezeli y = tgx

6
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Funkcje cyklometryczne (kotowe): arcus cotanges

ctg : R\ {knlk €e Z} - R

6
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Funkcje cyklometryczne (kotowe): arcus cotanges

ctg : R\ {knlk €e Z} - R

6
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Funkcje cyklometryczne (kotowe): arcus cotanges

(4) f(x) =ctgx, ctg:(0,m)— R jest bijekcja =
= istnieje funkcja odwrotna arcctg : R — (0, )

X = arcctg y

jezeli y =ctgx

6
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Funkcje cyklometryczne (kotowe): arcus cotanges

(4) f(x) =ctgx, ctg:(0,m)— R jest bijekcja =
= istnieje funkcja odwrotna arcctg : R — (0, )

x = arcctgy jezeli y = ctgx

6
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Funkcje cyklometryczne (kotowe): arcus cotanges

(4) f(x) =ctgx, ctg:(0,m)— R jest bijekcja =
= istnieje funkcja odwrotna arcctg : R — (0, )

x = arcctgy jezeli y = ctgx
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Przyktad:

Wyznaczy¢ funkcje odwrotna do f(x) =sinx dla x € [5, %W]
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Przyktad:
Wyznaczy¢ funkcje odwrotna do f(x) =sinx dla x € [5, %W]

2

2 \_/ '
=1
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Przyktad:

Wyznaczy¢ funkcje odwrotna do f(x) =sinx dla x € [%, %w]

2

2 \/ E
-1
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Przyktad:

Wyznaczy¢ funkcje odwrotna do f(x) =sinx dla x € [%, %w]

1

2 \/ E
-1

-2

Nlw

f jest bijekcja. y = f(x) =sinx A x € [%, Tr] .
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Przyktad:

Wyznaczy¢ funkcje odwrotna do f(x) =sinx dla x € [%, %w]

2

f jest bijekcja. y = f(x) =sinx A x € [%,%Tr] . Wtedy
t:X—ﬂ'G[—g,%] ix=t+m
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Przyktad:

Wyznaczy¢ funkcje odwrotna do f(x) =sinx dla x € [%, %w]

2

f jest bijekcja. y = f(x) =sinx A x € [%,%Tr] . Wtedy
t=x—-7E€ [—g,g] ix=t+m
y =sinx =sin(t+7) = —sint
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Przyktad:

Wyznaczy¢ funkcje odwrotna do f(x) =sinx dla x € [%, %w]

2

f jest bijekcja. y = f(x) =sinx A x € [Z,3n]. Wtedy
t_X—ﬂ'G[ 27g]ix:t+7r
y=sinx=sin(t+7)=—sint = —y =sintAte€[-3, 3]
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Przyktad:
Wyznaczy¢ funkcje odwrotna do f(x) =sinx dla x € [%, %w]

2

f jest bijekcja. y = f(x) =sinx A x € [Z,3n]. Wtedy
t_X—ﬂ'G[ 27g]ix:t+7r
y=sinx=sin(t+7)=—sint = —y =sintAte€[-3, 3]
= arcsin(—y) = arcsin(sint) =t =x—7
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Przyktad:
Wyznaczy¢ funkcje odwrotna do f(x) =sinx dla x € [%, %w]

2

f jest bijekcja. y = f(x) =sinx A x € [Z,3n]. Wtedy
t_X—ﬂ'G[ 27g]ix:t+7r
y=sinx=sin(t+7)=—sint = —y =sintAte€[-3, 3]
= arcsin(—y) = arcsin(sint) =t =x — 7 = x = 7 + arcsin(—y)
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Przyktad:

Wyznaczy¢ funkcje odwrotna do f(x) =sinx dla x € [%, %w]

2

f jest bijekcja. y = f(x) =sinx A x € [%, %7‘(‘] . Wtedy
t:X—ﬂ'G[—g,%] ix=t+m
y=sinx=sin(t+7)=—sint = —y =sintAte€[-3, 3]
= arcsin(—y) = arcsin(sint) =t =x — 7 = x = 7 + arcsin(—y)

= x = f_l(y) = —arcsiny
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Funkcja f : D — R, D C R jest nieparzysta, jesli

VxeD —xeD A f(—x)=—f(x)
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Funkcja f : D — R, D C R jest nieparzysta, jesli

VxeD —xeD A f(—x)=—f(x)

Uwaga:
Wykres funkcji nieparzystej jest symetryczny wzgledem punktu
(0,0).

05
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Funkcja f : D —+ R, D C R jest parzysta, jesli

VxeD —xeD A f(—x)=1f(x)
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Funkcja f : D —+ R, D C R jest parzysta, jesli

VxeD —xeD A f(—x)=1f(x)

Uwaga:

Wykres funkcji parzystej jest symetryczny wzgledem osi OY
10+
05

A A el A h
BTV -v 1 1 \f VI3
os|
u 1.0} u
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Przyktady:

(1) x2",|x|, cos x, x2™+1

sin x sa funkcjami parzystymi.
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Przyktady:
(1) x2",|x|, cos x, x
(2) x2™*1 sin x, tg x, x

2n+1sin x sa funkcjami parzystymi.

27 sin x sa funkcjami nieparzystymi.
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Przyktady:
(1) x2",|x|, cos x, x
(2) x2™*1 sin x, tg x, x
Stwierdzenie:
lloczyn funkgji parzystych (nieparzystych) jest funkcja parzysta.
lloczyn funkcji parzystej i nieparzystej jest funkcja nieparzysta.

2n+1sin x sa funkcjami parzystymi.

27 sin x sa funkcjami nieparzystymi.
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Ciagi liczbowe

mitrz) Analiza matematyczna, Wykta



Ciagi liczbowe

Ciag liczbowy jest to funkcja f : N — R taka, ze

f(n) = an

Ozn. (an) = (a1,a2,..-an,...)
ap - n-ty wyraz ciagu

.
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Ciagi liczbowe

Ciag liczbowy jest to funkcja f : N — R taka, ze

f(n) = an

Ozn. (an) = (a1,a2,..-an,...)
ap - n-ty wyraz ciagu

.

Przyktady:

(1) a,=a+ (n—1)-r, gdzie a,+1 — a, = r - ciag arytmetyczny
(2) ap = a-q" 1, gdzie 11 = q - ciag geometryczny

(3) an = % - ciag harmoniczny

(4) an=(1+7)"
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Wykresy ciagéw liczbowych: arytmentyczny

_n _ 3 1 1 113 5 3
an_Z_]" (an)_ (_Zv_ﬁa_ﬁaoa175717171557"')
151 °

[ °
1.0; °

[ .

0.5; .

[ °

r. . B S S S S

L 2 4 6 8 10

[ °
—0.5; °

[ °
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Wykresy ciagéw liczbowych: geometryczny

1\n
an=3(-3)
[ °
051
r °
[ P I L L P L L L ® SR N
r 2 4 ° 6 8 10
I o
-0.5+
-1.0r
-15F °
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Wykresy ciagéw liczbowych

: harmoniczny
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Wykresy ciagéw liczbowych

an = (1+%)”
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Wykresy ciagdw liczbowych

ap = 3+ sin(100n)
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Wykresy ciagéw liczbowych

an =3+ 1sin(100n)
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°
°
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T
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Ciag (an) jest zbiezny do granicy g € R, jezeli
Ve>03n.Vn>n.la,—g|<e
Granice ciagu (a,) oznaczamy symbolem

lim a,.
n—o0o
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limp—00 an = g jezeli Ve > 03n. VYn > n. |a, — g| < e.

20

0.5F
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limp—00 an = g jezeli Ve > 03n. VYn > n. |a, — g| < e.

2.0

0.5
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limp—00 an = g jezeli Ve > 03n. VYn > n. |a, — g| < e.

20

0.5F

0.0 n n n n 1 n n n n 1 n n n n 1 n n n n 1




Warunek Cauchy'ego

Ciag (an) jest zbiezny

< Ve>03In.Vn>n.VYm> n. |a, —

am| < e.

20

0.5

0.0 L L L L 1 L L L L 1 L
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Analiza matematyczna, Wyktad:

iagi liczbowe



limp—00 an = g jezeli Ve > 03n. VYn > n, |a, — g| < e.
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limp—00 an = g jezeli Ve > 03n. VYn > n, |a, — g| < e.

Przyktady:
(1)ap,=c€eR VneN
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limp—00 an = g jezeli Ve > 03n. VYn > n, |a, — g| < e.

Przyktady:
(1)ap,=c€eR VneN

= lim, s0can=c
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limp—00 an = g jezeli Ve > 03n. VYn > n, |a, — g| < e.

Przyktady:

(1)ap,=c€eR VneN

= lim, o0 an=c, bo
Ve>0VneN |a,—c|=0<¢
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limp—00 an = g jezeli Ve > 03n. VYn > n, |a, — g| < e.

Przyktady:

(1)ap,=c€eR VneN

= lim, o0 an=c, bo
Ve>0VneN |a,—c|=0<¢
(2) limpoo & =
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limp—00 an = g jezeli Ve > 03n. VYn > n, |a, — g| < e.

Przyktady:

(1)ap,=c€eR VneN

= lim, o0 an=c, bo
Ve>0VneN |a,—c|=0<¢
(2) limp_eo & =0,
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limp—00 an = g jezeli Ve > 03n. VYn > n, |a, — g| < e.

Przyktady:

(1)ap,=c€eR VneN

= lim, o0 an=c, bo
Ve>0VneN |a,—c|=0<¢

(2) limpeo £ =0, bodlae >0[:-0/=1<e¢
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limp—00 an = g jezeli Ve > 03n. VYn > n, |a, — g| < e.

Przyktady:

(1)ap,=c€eR VneN

= lim, o0 an=c, bo
Ve>0VneN |a,—c|=0<¢

(2) limpsoo 2 =0, bodlae >0 —0/=L<ec < n>1
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limp—00 an = g jezeli Ve > 03n. VYn > n, |a, — g| < e.

Przyktady:

(1)ap,=c€eR VneN

= lim, o0 an=c, bo

Ve>0VneN |a,—c|=0<¢

(2) limpsoo 2 =0, bodlac >0 —0/=L<ec < n>1

wystarczy przyjaé n. = %
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limp—00 an = g jezeli Ve > 03n. VYn > n, |a, — g| < e.

Przyktady:

(1)ap,=c€eR VneN

= lim, o0 an=c, bo
Ve>0VneN |a,—c|=0<¢

(2) limpsoo 2 =0, bodlac >0 —0/=L<ec < n>1

wystarczy przyjaé n. = %

(3) podobnie Va > 0 limy_o 5 =0

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz)

Analiza matematyczna, Wyktad: Ciagi liczbowe



Stwierdzenie. Va >0 lim,o /a=1
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Stwierdzenie. Va >0 lim,o /a=1
Dowdd:
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Stwierdzenie. Va >0 lim,o /a=1
Dowdéd:
Dla a =1 ciag jest staty.
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Stwierdzenie. Va >0 lim,o /a=1
Dowdéd:
Dla a =1 ciag jest staty.

Daa>1: |ya-1l=va-1<e¢
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Stwierdzenie. Va >0 lim,o /a=1
Dowdéd:
Dla a =1 ciag jest staty.

Daa>1: |Ja—1l=va—1<e < Ya=ar<l+e
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Stwierdzenie. Va >0 lim,o /a=1
Dowdd:

Dla a =1 ciag jest staty.

Daa>1l: |Va-1l=VvVa-1<e < \"/S:a%<1+5
— 1 <log,(1+¢)
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Stwierdzenie. Va >0 lim,o /a=1
Dowdd:

Dla a =1 ciag jest staty.
1
Dlaa>1: |Ya—-1]=vVa-1<e < ya=an<l+e

— %<|0g3(1+6) <~ n>|oga(++6)
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Stwierdzenie. Va >0 lim,o /a=1
Dowdéd:
Dla a =1 ciag jest staty.
1
Dlaa>1: |Ya—-1]=vVa-1<e < ya=an<l+e
= % <log,(14+¢) < n> m czyli dla a > 1 wystarczy

- s _ 1
Pr2yja e = fog-(rre)
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Stwierdzenie. Va >0 lim,o /a=1
Dowdéd:
Dla a =1 ciag jest staty.
1
Dlaa>1: |Ya—-1]=vVa-1<e < ya=an<l+e
= % <log,(14+¢) < n> m czyli dla a > 1 wystarczy

e _ 1
Pr2yja e = fog-(rre)

Da0<a<l: |ya-1l=1-vVa<e
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Stwierdzenie. Va >0 lim,o /a=1
Dowdéd:
Dla a =1 ciag jest staty.
1
Dlaa>1: |Ya—-1]=vVa-1<e < ya=an<l+e
= % <log,(14+¢) < n> m czyli dla a > 1 wystarczy

- s _ 1
Pr2yja e = fog-(rre)

Dal0<a<l: |[ya-1ll=1-Va<e < 1—5<\"/5:a%
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Stwierdzenie. Va >0 lim,o /a=1

Dowdéd:

Dla a =1 ciag jest staty.

Daa>1: |[Ya—1=ya-1l<ec > {Ya=ar<l-te

= % <log,(14+¢) < n> m czyli dla a > 1 wystarczy

- s _ 1
Pr2yja e = fog-(rre)

Dal0<a<l: |[ya-1ll=1-Va<e < 1—5<\"/5:a%
= L<log,(1—¢)

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza matematyczna, Wyktad: Ciagi liczbowe



Stwierdzenie. Va >0 lim,o /a=1

Dowdéd:

Dla a =1 ciag jest staty.

Daa>1: |[Ya—1=ya-1l<ec > {Ya=ar<l-te

= % <log,(14+¢) < n> m czyli dla a > 1 wystarczy

przyjaéns:m
DIaO<a<1 \ﬁ—l]—l—\f<a<:>1—5<\f—an

— <|oga(1—5)<:>n>m
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Stwierdzenie. Va >0 lim,o /a=1

Dowdéd:

Dla a =1 ciag jest staty.

Daa>1: |[Ya—1=ya-1l<ec > {Ya=ar<l-te

= % <log,(14+¢) < n> m czyli dla a > 1 wystarczy

- s _ 1
Pr2yja e = fog-(rre)

Dal0<a<l: |[ya-1ll=1-Va<e < 1—5<\"/5:a%
= lclog,(l1—¢) &= n>mczylidla0<a<1

1

ne = log,(1—¢)

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza matematyczna, Wyktad: Ciagi liczbowe



Ciag jest ograniczony z géry jezeli IM e RVn e N a, < M.
M nazywamy gérnym ograniczeniem ciagu.
Kres gérny ciagu (a,) sup(an) to najmniejsze z gérnych ograniczen.
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Ciag jest ograniczony z géry jezeli IM e RVn e N a, < M.

M nazywamy gérnym ograniczeniem ciagu.

Kres gérny ciagu (a,) sup(an) to najmniejsze z gérnych ograniczen.
Ciag jest ograniczony z dolu jezeli dm € RVn e N a, > m.

m nazywamy dolnym ograniczeniem ciagu.

Kres dolny ciagu (a,) inf(a,) to najwieksze z dolnych ograniczen.
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Ciag jest ograniczony z géry jezeli IM e RVn e N a, < M.

M nazywamy gérnym ograniczeniem ciagu.

Kres gérny ciagu (a,) sup(an) to najmniejsze z gérnych ograniczen.
Ciag jest ograniczony z dolu jezeli dm € RVn e N a, > m.

m nazywamy dolnym ograniczeniem ciagu.

Kres dolny ciagu (a,) inf(a,) to najwieksze z dolnych ograniczen.
Ciag jest ograniczony jezeli jest ograniczony z géry i z dolu czyli
dM >0VneN |a,| < M.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza matematyczna, Wyktad: Ciagi liczbowe



Stwierdzenie

Ciag zbiezny jest ograniczony.
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Stwierdzenie

Ciag zbiezny jest ograniczony.
limpso0@n =0 < lim,_ o |an| = 0.
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Stwierdzenie

Ciag zbiezny jest ograniczony.
limpso0@n =0 < lim,_ o |an| = 0.
im0 an = g = limyo0 |an] = |g]

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza matematyczna, Wyktad: Ciagi liczbowe



Tw. (o dziataniach arytmetycznych na granicach ciagéw)

Jedli lim, 0 ay,=a, lim, o b, =bic€eR, to

lim (a, £ by) = a+ b,

n—o0

lim a,-b,=a-b,

n—o0
jezeliVne N b, #0i b #0 to
im 2n_ 2
oo by b

lim c-a,=c-a
n—o0

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza matematyczna, Wyktad: Ciagi liczbowe



Dowdd (limp—so0 an - by = a- b)

W. Domitrz (slajdy 5zyna, W. Domitrz) Analiza matematyczna, Wykta



Dowdd (limp—oc @n-by=a-b) IM >0VneN |a,| <M
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Dowdd (limp—oc @n-by=a-b) IM >0VneN |a,| <M
Vn> Ny |a, —a| <e
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Dowdd (limp—oc @n-by=a-b) IM >0VneN |a,| <M
VYn> Ny la,—al<e AVn> Ny |b,—b| <e
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Dowdd (limp—oc @n-by=a-b) IM >0VneN |a,| <M
VYn> Ny la,—al<e AVn> Ny |b,—b| <e
n > max{Ny, Np}
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Dowdd (limp—oc @n-by=a-b) IM >0VneN |a,| <M
VYn> Ny la,—al<e AVn> Ny |b,—b| <e

n > max{Ny, Np}

|anb, — ab|
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Dowdd (limp—oc @n-by=a-b) IM >0VneN |a,| <M
VYn> Ny la,—al<e AVn> Ny |b,—b| <e

n > max{Ny, Np}

|anb, — ab|= |anb, — anb + a,b — ab|
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Dowdd (limp—oc @n-by=a-b) IM >0VneN |a,| <M

VYn> Ny la,—al<e AVn> Ny |b,—b| <e

n > max{Ny, Np}

|anb, — ab|= |anb, — anb + anb — ab|< |apb, — apb| + |apb — ab|

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza matematyczna, Wyktad: Ciagi liczbowe



Dowdd (limp—oc @n-by=a-b) IM >0VneN |a,| <M

VYn> Ny la,—al<e AVn> Ny |b,—b| <e

n > max{Ny, Np}

|anb, — ab|= |anb, — anb + ap,b — ab|< |apb, — apb| + |apb — ab|=
|anl|bn — b[ + |an — al[b|
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Dowdd (limp—oc @n-by=a-b) IM >0VneN |a,| <M

VYn> Ny la,—al<e AVn> Ny |b,—b| <e

n > max{Ny, Np}

|anb, — ab|= |anb, — anb + ap,b — ab|< |apb, — apb| + |apb — ab|=
|an|bn — bl + |an — al[b|< Me + €|b| = e(M + |b])
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Dowdd (limp—oc @n-by=a-b) IM >0VneN |a,| <M

VYn> Ny la,—al<e AVn> Ny |b,—b| <e

n > max{Ny, Np}

|anb, — ab|= |anb, — anb + ap,b — ab|< |apb, — apb| + |apb — ab|=
|an||bn — b| + |an — a||b|< Me + e|b| = (M + |b|) (Q.E.D)
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Dowdd (limp—oc @n-by=a-b) IM >0VneN |a,| <M

VYn> Ny la,—al<e AVn> Ny |b,—b| <e

n > max{Ny, Np}

|anb, — ab|= |anb, — anb + ap,b — ab|< |apb, — apb| + |apb — ab|=
|an||bn — b| + |an — a||b|< Me + e|b| = (M + |b|) (Q.E.D)
Przyktad:

1
3m3—n+4 3—3

4
. _n 3 _ 3-04+40 _ 3
liMmnso0 Ftn, = liMnosoo "2 = =5

5-0 5

zr\.)"‘-’ +
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Tw. (o trzech ciagach)

dnpeN Vn>ny apn<c,<b, A
lim a, = lim b,=g €R
n—00 n—00

= |lmc,=g

n—o0
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Tw. (o trzech ciagach)

dnpeN Vn>ny apn<c,<b, A
lim a, = lim b,=g €R
n—00 n—00

= |lmc,=g

n—o0

Przyktady:
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Tw. (o trzech ciagach)

dnpeN Vn>ny apn<c,<b, A
lim a, = lim b,=g €R
n—00 n—00

= |lmc,=g

n—o0

Przyktady:
(1) limpyoo v/27 4 37 4 47 =7,
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Tw. (o trzech ciagach)

dnpeN Vn>ny apn<c,<b, A
lim a, = lim b,=g €R
n—00 n—00

= |lmc,=g

n—o0

Przyktady:

(1) limpyo0 /27 + 37 + 47 =7,
4=0+0+47 <20 +30 147 AT LA AT = /340 =
4.3 4
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Tw. (o trzech ciagach)

dnpeN Vn>ny apn<c,<b, A
lim a, = lim b,=g €R
n—00 n—00

= |lmc,=g

n—o0

Przyktady:

(1) limpyo0 /27 + 37 + 47 =7,
4=0+0+47 < V20 +30 147 < AT LA AT = /340 =
4.3 =4 ,bov3—1
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Tw. (o trzech ciagach)

dnpeN Vn>ny apn<c,<b, A
lim a, = lim b,=g R
n—o0 n—o0

= |lmc,=g

n—o0

Przyktady:

(1) limy oo /27 + 37 4 47 =7,
4=0+0+47 < V20 +30 147 < AT LA AT = /340 =
4.3 =4 ,bov3—1

czyli 4« 4 < Y2037+ 47 < 4.3 — 4.
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Tw. (o trzech ciagach)

dnpeN Vn>ny apn<c,<b, A
lim a, = lim b,=g €R
n—00 n—00

= |lmc,=g

n—o0

Przyktady:

(1) limy_yoo v/27 + 37 + 47 =7,

4= /0+0+40 /20 430 4 40 L /AN L AN L AN = (/3. 40 =
4.3 54 bov3—1

czyli 4« 4 < /27" + 37+ 47 < 4. y/3 — 4. Stad

limp oo V27 + 37 + 47 = 4,
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(2) limp_oo /0 =1
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(2) limpso0 /0 = 1
Stwierdzenie. Vne N 0< ¢/n—1<

She
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(2) limpso0 /0 = 1
Stwierdzenie. Vne N 0< ¢/n—1<
Dowdéd:

She
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(2) limpso0 /0 = 1

Stwierdzenie. Vne N 0< ¢/n—1<
Dowdd:

Niech a, = /n — 1.

She
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(2) limpso0 /0 = 1

Stwierdzenie. Vne N 0< ¢/n—1< %
Dowdéd:

Niech a, = ¢/n— 1. Wtedy a, + 1 = {/n.
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(2) limpsoo O/ = 1
Stwierdzenie. VneN 0< Vn—-1< %

=
Dowdéd:

Niech a, = /n — 1. Wtedy a, + 1 = /n. Stad
n=(a,+1)"
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(2) limpso0 /0 = 1
Stwierdzenie. Vne N 0< ¢/n—1< %
Dowdd:

Niech a, = /n — 1. Wtedy a, + 1 = /n. Stad
n= (an + 1)n: ZZ:O < Z ) 35
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(2) limpso0 /0 = 1
Stwierdzenie. Vne N 0< ¢/n—1< %
Dowdd:

Niech a, = /n — 1. Wtedy a, + 1 = /n. Stad
n= (an + 1)n: ZZ:O < Z ) 35

(' n n n 5 n .
—<0>+<1>an+(2>an—|—...+<n>an/
>1+ ,27 3,2,
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(2) limpso0 /0 = 1
Stwierdzenie. Vne N 0< ¢/n—1< %
Dowdd:

Niech a, = /n — 1. Wtedy a, + 1 = /n. Stad
n= (an + 1)n: ZZ:O < Z ) 35

:<g)+<g)%+(g)ﬁ+m+<g)#

s (7)o s

WV
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(2) limpso0 /0 = 1
Stwierdzenie. Vne N 0< ¢/n—1< %
Dowdd:

Niech a, = /n — 1. Wtedy a, + 1 = /n. Stad
n= (an + 1)n: ZZ:O < Z ) 35

:<g)+<;)%+(g)ﬁ+m+<g)#>

>1+<g> =14+ 22052 Spad > 14 2 g2,
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(2) limpso0 /0 = 1
Stwierdzenie. Vne N 0< ¢/n—1< %
Dowdd:

Niech a, = /n — 1. Wtedy a, + 1 = /n. Stad
n= (an + 1)n: ZZ:O < Z ) aﬁ

:<g)+<;)%+(g)ﬁ+m+<g)#>

>14 < '27 a> :1—1—@@% Stad n > 1+waﬁ. Czyli
n—1> n(n2—1)an
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(2) limpso0 /0 = 1
Stwierdzenie. Vne N 0< ¢/n—1< %
Dowdd:

Niech a, = /n — 1. Wtedy a, + 1 = /n. Stad
n= (an + 1)n: ZZ:O < Z ) aﬁ

:<g)+<;)%+(g)ﬁ+m+<g)#>

>1+<'27 3,2,:14-@3,2, Stadn}l—i—@aﬁ. Czyli
n—12@a%:>12ga%.
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(2) limp_oo /0 =1

Stwierdzenie. VneN 0< ¢n—1< %

Dowdéd:
Niech a, = /n — 1. Wtedy a, + 1 = /n. Stad

n=(ap+1)"= ZZ_O< Z )35

:<g)+<;)%+(g)ﬁ+m+<g)#>

) a2 =1+ @3,2, Stad n > 1+ waﬁ. Czyli
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(2) limpso0 /0 = 1

Stwierdzenie. Vne N 0< ¢/n—1< %
Dowdd:

Niech a, = /n — 1. Wtedy a, + 1 = /n. Stad

n=(ap+1)"= ZZ_O< Z )35

(o) ( D)o+ (5)ae v (n)a>

>1+<">a2:1+"("21)a,2,5tadn>1+”("21)a%- Cayli

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza matematyczna, Wyktad: Ciagi liczbowe



(2) limpso0 /0 = 1

Stwierdzenie. Vne N 0< ¢/n—1< %
Dowdd:

Niech a, = /n — 1. Wtedy a, + 1 = /n. Stad

n=(ap+1)"= ZZ_O< Z )35

(o) ( D)o+ (5)ae v (n)a>

1+ ,27 2:1+@a,2, Stadn}l—i—@aﬁ. Czyli
n—1>0 201> 052
Stad a i:>a,,\ 2< (QED)
0+0<V/n-1< f
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(2) limpso0 /0 = 1
Stwierdzenie. Vne N 0< ¢/n—1< %
Dowdd:

Niech a, = /n — 1. Wtedy a, + 1 = /n. Stad
n= (an + 1)n: ZZ:O < Z ) 35

:<g)+<;)%+(g)ﬁ+m+<g)#>

1+ ,27 2:1+@a,2, Stadn}l—i—@aﬁ. Czyli
1
n—1>0 201> 052
Stad a 2:>a,,\ 2< (QED)
0+0< \/E—l f
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Jesli lim,_, a, = 0 i ciag b, jest ograniczony, to
limp,socan:-b, =0
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Jesli lim,_, a, = 0 i ciag b, jest ograniczony, to
limp,socan:-b, =0

Przyktad:

(1) limpsoo 32 = limp o0 sinn - % =0

(2) limp 00 V02 +10n =1, bo V/n2 < v/n2 +10n < V11n2 i

stosujemy tw. o dziataniach arytmetycznych na ciagach zbieznych.
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Definicja (Granice niewtasciwe)

Ciag (an) jest rozbiezny do +oo (oznaczenie lim,_,~ a, = +00)

jezell
VMeR dny eR Vn>ny a,>M
M
5000 [ -
4000
3000
2000
1000 o
[ ...0?"°'T... P T T SR
20 40 60 80 100
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Definicja (Granice niewtasciwe)

Ciag (an) jest rozbiezny do +oo (oznaczenie lim,_,~ a, = +00)

jezell
VMeR dny eR Vn>ny a,>M
M
5000 [ -
4000
3000
2000 |
1000
[ ...0?"°'T... P T T SR
20 40 60 80 100
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Definicja (Granice niewtasciwe)

Ciag (an) jest rozbiezny do +oo (oznaczenie lim,_,~ a, = +00)

jezell

VMeR dnyeR VYn>ny a,>M
M

5000 -

4000

3000 [

2000 [

1000 o

[ ....e-“'T"' N N R P T Lo P L

20 40 60 80 100
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Definicja (Granice niewtasciwe)
Ciag (an) jest rozbiezny do +oo (oznaczenie limp_,o an = +00)
jezeli

VMeR dnyeR Vn>ny a,>M
Ciag (an) jest rozbiezny do —oo (oznaczenie limp_ o, ap = —00)
jezeli

VmeR dnp,eR Vn>n, a,<m

Analiza matematyczna, Wyktad: Ciagi liczbowe
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Definicja (Granice niewtasciwe)

Ciag (an) jest rozbiezny do +oo (oznaczenie limp_,o an = +00)
jezeli

VMeR dnyeR Yn>ny a,>M
Ciag (an) jest rozbiezny do —oo (oznaczenie limp_ o, ap = —00)
jezeli

VmeR dnp,eR Vn>n, a,<m )
Przyktad:

(1) limpyo0 log, n = 400, a>1,
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Definicja (Granice niewtasciwe)

Ciag (an) jest rozbiezny do +oo (oznaczenie limp_,o an = +00)
jezeli
VMeR dnyeR Vn>ny a,>M

Ciag (an) jest rozbiezny do —oo (oznaczenie limp_ o, ap = —00)
jezeli

VmeR dnp,eR Vn>n, a,<m

Przyktad:

(1) limpyo0 log, n = 400, a>1,
log,n>M <= n>aV
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Definicja (Granice niewtasciwe)

Ciag (an) jest rozbiezny do +oo (oznaczenie limp_,o an = +00)
jezeli
VMeR dnyeR Vn>ny a,>M

Ciag (an) jest rozbiezny do —oo (oznaczenie limp_ o, ap = —00)
jezeli

VmeR dnp,eR Vn>n, a,<m

Przyktad:

(1) limpyo0 log, n = 400, a>1,
log,n>M <= n>aV

w definicji wystarczy przyjaé ny = aV
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(2) limpo0log,n=—00, 0<a<l,
log,n<m <= n>a"
w definicji wystarczy przyja¢ n,, = a™.
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(2) limpo0log,n=—00, 0<a<l,
log,n<m <= n>a"

w definicji wystarczy przyja¢ n,, = a™.
Uwagi:

(1) Jesli limp—00 @an = +00 lub lim,_o0 @ = —00, to

N 1
limp 00 Pl
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(2) limpo0log,n=—00, 0<a<l,
log,n<m <= n>a"
w definicji wystarczy przyja¢ n,, = a™.

Uwagi:

(1) Jesli limp—00 @an = +00 lub lim,_o0 @ = —00, to
“mn%oo?ln:

(2)

an, by = +00 = a, + b, » +00, a,- b, = +

an, bp - —00 = ap + by, = —00, ap- by — +00

an — +00, by = —00 = ap — by = +00, ap- by = —0
an = —00, by =+ 400 = a, — by = —00, ap- by = —0
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(3) Symbole nieoznaczone sa to wyrazenia typu:

© 0 s 0 1%, 00, 0
oo 0

wartosci ich granic zaleza od postaci danego wyrazenia
np. dla symbolu [0 - co]:

. 1 .

limp 007 -n=1

limp_oo % -n=20

limp—oo % -n? =400
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Ciag (an) nazywamy

rosnacym ($cisle rosnacym) jezeli Vn € N api1 > a,
niemalejacym (rosnacym) jezeli Vn € N apy1 > ap
malejacym (SciSle malejacym) jezeli Vn e N a,11 < a,
nierosnacym (malejacym) jezeli Vn e N apy1 < a,

Ciag jest monotoniczny, gdy jest niemalejacy lub nierosnacy.

Ciag jest scisle monotoniczny, gdy jest malejacy lub rosnacy.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza matematyczna, Wyktad: Ciagi liczbowe



Przyktady:

(1) ( )Jest ciagiem malejacym, bo 1 , tzn, 20l — <1

n+1 < an
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Przyktady:

Iitzn, 2= 1<

(1) ( )Jest ciagiem malejacym, bo n+1 < o |

(2) Ciag arytmetyczny jest rosnacy, gdy r > 0, bo
ant1—an=r>0 < ap11 > a,
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Przyktady:

1 an+l __ n
n+1< ,tzn. =2 —n+1<1

(1) ( )Jest ciagiem malejacym, bo

(2) Ciag arytmetyczny jest rosnacy, gdy r > 0, bo
ant1—an=r>0 < ap11 > a,

3) Ciag (ap) : ap, = 3—", jest malejacy od pewnego miejsca, bo:
g l

ant1 _ 3" ol 3
an>0 n—m?—m<ldlan>3
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Jesli (n) : n1,n2, ns,... jest rosnacym ciagiem liczb naturalnych,
to ciag

(an,) : anys anys angs - - -

nazywamy podciagiem ciagu (a,).
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Jesli (n) : n1,n2, ns,... jest rosnacym ciagiem liczb naturalnych,
to ciag

(an,) : anys anys angs - - -

nazywamy podciagiem ciagu (a,).

Twierdzenie

Jedli istnieje granica lim,_,o a5 (whasciwa lub niewtasciwa) i (ap, )
jest podciagiem ciagu (a,), to istnieje réwniez granica tego
podciagu i

lim a, = lim a,

k—o00 n—o00
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Przyktad:
limp—oo(—1)" nie istnieje

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza matematyczna, Wyktad: Ciagi liczbowe



Przyktad:
limp—oo(—1)" nie istnieje

Twierdzenie o ciagach zbieznych

Ciag motoniczny (od pewnego miejsca) i ograniczony jest zbiezny.

Przyktad:

(1) (%",) jest zbiezny, bo jest malejacy od pewnego miejsca i
ograniczony z dotu przez 0.

Z twierdzenia g € R lim,_ % =8

Pokazemy, ze g = 0.
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3
dn+1 = ) - dp Oraz

Iimn%oo an = Iimn%oo an+1 = 8 =
. . 3 . 3 .
= limpse0 @nt1 = limp00 i1 9n = limp_oeo o limp_oo an =
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ant1 = _3_.a, oraz

n+1
Iimn%oo an = Iimn%oo an+1 = 8 =
. . 3 . 3 .
= limpse0 @nt1 = limp00 i1 9n = limp_oeo o limp_oo an =
=g=0-g=0

(2) Wykazemy, ze ciag (an) : an = (1 + %)” jest rosnacy i
ograniczony , wiec jest zbiezny.
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3
dn+1 = ) - dp Oraz

Iimnﬁ\oo an = Iimnﬁoo an+1 = 8 =
. . 3 . 3 .
= limpse0 @nt1 = limp00 i1 9n = limp_oeo o limp_oo an =

(2) Wykazemy, ze ciag (an) : an = (1 + %)” jest rosnacy i
ograniczony , wiec jest zbiezny.

Oznaczenie - stata Eulera

e =limpyoo(l+ 3)" =2,71828...

Ozn. log,a=1Ina
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(2) Niech a, = (1+ 1)". Pokazemy, ze
VneN a,<3 A apr1> ap
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(2) Niech a, = (1+ 1)". Pokazemy, ze
VneN a,<3 A apr1> ap
Skorzystamy z nieréwnosci Bernoulliego (1 + a)” > 1+ na
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(2) Niech a, = (1+ 1)". Pokazemy, ze

VneN a,<3 A apr1> ap

Skorzystamy z nieréwnosci Bernoulliego (1 + a)” > 1+ na
an#0 VneN= a1 > a, < a'2’,—:1>1
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(2) Niech a, = (1+ 1)". Pokazemy, ze

VneN a,<3 A apr1> ap

Skorzystamy z nieréwnosci Bernoulliego (1 + a)” > 1+ na
an#0 VneN= a1 > a, < a'2’,—:1>1

antl _ (1+ﬁ)n+l —
a (1+3)"
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(2) Niech a, = (1+ 1)". Pokazemy, ze
VneN a,<3 A apr1> ap

Skorzystamy z nieréwnosci Bernoulliego (1 + a)” > 1+ na
an#0 VneN= a1 > a, < a'2’,—:1>1
N N

a5 s

n
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(2) Niech a, = (1+ 1)". Pokazemy, ze

VneN a,<3 A apr1> ap

Skorzystamy z nieréwnosci Bernoulliego (1 + a)” > 1+ na
an#0 VneN= a1 > a, < a'2’,—:1>1

()™ ()2 (i) -
an (1+%)" - (M)" — n+l n2+42n+1

n
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(2) Niech a, = (1+ 1)". Pokazemy, ze

VneN a,<3 A apr1> ap

Skorzystamy z nieréwnosci Bernoulliego (1 + a)” > 1+ na
an#0 VneN= a1 > a, < ag—:l>1

()™ ()2 (i) -
an (1+%)" - (M)" — n+l n2+42n+1

n

n
_ n42 _ 1
— n+1 (1 n2+2n+1> Z
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(2) Niech a, = (1+ 1)". Pokazemy, ze

VneN a,<3 A apr1> ap

Skorzystamy z nieréwnosci Bernoulliego (1 + a)” > 1+ na
an#0 VneN= a1 > a, < ag—:l>1

()™ ()2 (i) -
an (1+%)" - (ﬂnl)" — n+l n2+42n+1

_nt2 (1 1 "ont2 1_ _n _
— n+1l n24+2n+1 “ n+1 n242n+1 ) —
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(2) Niech a, = (1+ 1)". Pokazemy, ze

VneN a,<3 A apr1> ap

Skorzystamy z nieréwnosci Bernoulliego (1 + a)” > 1+ na
an#0 VneN= a1 > a, < ag—:l>1

()™ ()2 (i) -
an (1+%)" - (ﬂnl)" — n+l n2+42n+1

_ n42 1— 1 n>n+2' 1— n __n+2 n?4+n+l
— n+1 n?+2n+1 “ n+1 n?4+2n+1) — nd+1  n242n+1
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(2) Niech a, = (1+ 1)". Pokazemy, ze

VneN a,<3 A apr1> ap

Skorzystamy z nieréwnosci Bernoulliego (1 + a)” > 1+ na
an#0 VneN= a1 > a, < ag—:l>1

ant1l (1+ﬁ)n+l _ (Zﬁ)nZﬁ _ n42 ( n?+2n >n _

= \7 = 17 — : 2
an (1+;) g"T) n+1 n’>+2n+1
_ n42 1— 1 >n+2 (1= n __n+2 n?4+n+l
— n+1 n?+2n+1 “ n+1 n?4+2n+1) — nd+1  n242n+1
_ m43nm43n+2 _
T m343n243n+1 T
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(2) Niech a, = (1+ 1)". Pokazemy, ze
VneN a,<3 A apr1> ap
Skorzystamy z nieréwnosci Bernoulliego (1 + a)” > 1+ na
an#0 VneN= a1 > a, < ag—:l>1

n+1 n+2\" n42
an+l _ (1+ﬁ) — (nil) .nil _ nt2 +2n \" _
an (1+%)" o (hnl)" ~ n+l n?+2n+1
_ n42 1— 1 n>n+2' 1— n __n+2 n?4+n+l
— n+1 n?+2n+1 “ n+1 n?4+2n+1) — nd+1  n242n+1
m43n°43n+2 1+ 1
m+43n°4+3n+1 (n+1)3
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(2) Niech a, = (1+ 1)". Pokazemy, ze

VneN a,<3 A apr1> ap

Skorzystamy z nieréwnosci Bernoulliego (1 + a)” > 1+ na
an#0 VneN= a1 > a, < ag—:l>1

ant1l (1+ﬁ)n+l _ (Zﬁ)nZﬁ _ n42 ( n?+2n >n _

an ()T T (=EO)T T et "\ n?Z¥2nt1

n
_ n42 1— 1 n>n+2' 1— n __n+2 n?4+n+l
— n+1 n?+2n+1 “ n+1 n?4+2n+1) — nd+1  n242n+1
_ m43nm43n+2 _ 1
~ n343n%+3n+1 T 1+ (n+1)3> 1
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(2) Niech a, = (1+ 1)". Pokazemy, ze

VneN a,<3 A apr1> ap

Skorzystamy z nieréwnosci Bernoulliego (1 + a)” > 1+ na
an#0 VneN= a1 > a, < ag—:l>1

antl __ (1+ﬁ)n+l — (Zﬁ)nZﬁ _ n+2 420 \" _
an (1+%)" - (ﬂnl)" T on+l n?+2n+1

_ n42 1— 1 n>n+2' 1— n __n+2 n?4+n+l
— n+1 n?+2n+1 “ n+1 n?4+2n+1) — nd+1  n242n+1

3 2
_ n°43n°43n42 _ 1
n n“+3n+ 1 3>1

T nd43n+3n+1 (n+1)

Aby wykazaé, ze a, < 3 skorzystamy z nastepujacej wskazowki
n 1 _
k )<
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(2) Niech a, = (1+ 1)". Pokazemy, ze

VneN a,<3 A apr1> ap

Skorzystamy z nieréwnosci Bernoulliego (1 + a)” > 1+ na
an#0 VneN= a1 > a, < ag—:l>1

antl __ (1+ﬁ)n+l — (Zﬁ)nZﬁ _ n+2 420 \" _
an (1+%)" - (ﬂnl)" T on+l n?+2n+1

_ n42 1— 1 n>n+2' 1— n __n+2 n?4+n+l
— n+1 n?+2n+1 “ n+1 n?4+2n+1) — nd+1  n242n+1
_ n343n43n42 _ 1

~ n343n%+3n+1 T 1+ (n+1)3> 1

Aby wykazaé, ze a, < 3 skorzystamy z nastepujacej wskazowki

ny\ai _ n!
k nk T kl(n—k)!nk
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(2) Niech a, = (1+ 1)". Pokazemy, ze

VneN a,<3 A apr1> ap

Skorzystamy z nieréwnosci Bernoulliego (1 + a)” > 1+ na
an#0 VneN= a1 > a, < ag—:l>1

an+l _ (1+n+1)n+1 — (ZI%)nZii _ nt2 +2n \" _
an (1+n) - (ﬂnl)" ~ n+tl n?+2n+1

_ n42 1— 1 n>n+2' 1— n __n+2 n?4+n+l
— n+1 n?+2n+1 “ n+1 n?4+2n+1) — nd+1  n242n+1

_ m4+3n?+3n+2 _ 14+ (n+1)3> 1

m+3n2+3n+1

Aby wykaza¢, ze a, < 3 skorzystamy z nastepujacej wskazdwki
n 1 _ nl (n—k+1)(n—k+2)...(n—1)n
k nk = kl(n—k)Ink kink
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. 1\n . .
(2) Niech a, = (14 %)". Pokazemy, ze
VneN a,<3 A apr1> ap
Skorzystamy z nieréwnosci Bernoulliego (1 + a)” > 1+ na
an#0 VneN= a1 > a, < ag—:l>1
n+1 n n o,
an+l _ (1+n+1) — (nﬁ) nﬁ _ nt2 +2n \" _
an (1+n) - (ﬂnl)" ~ n+tl n?+2n+1
_ n42 1— 1 n>n+2' 1— n __n+2 n?4+n+l
— n+1 n?+2n+1 “ n+1 n?4+2n+1) — nd+1  n242n+1
m+3n°43n+2 _
= m3n243n+1 1+ (n+1)3> 1
Aby wykazac ze an < 3 skorzystamy z nastepujacej wskazéwki
nl (n—k+1)(n—k+2)...(n—1)n
~K(n—k)Ink — kink

K
il (1—*)-(1—;)---(1—%)

IIA
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. 1\n . .
(2) Niech a, = (14 %)". Pokazemy, ze
VneN a,<3 A apr1> ap
Skorzystamy z nieréwnosci Bernoulliego (1 + a)” > 1+ na
an#0 VneN= a1 > a, < ag—:l>1
n+1 n n o,
an+l _ (1+n+1) — (nﬁ) nﬁ _ nt2 +2n \" _
an (1+n) - (ﬂnl)" ~ n+tl n?+2n+1
_ n42 1— 1 n>n+2' 1— n __n+2 n?4+n+l
— n+1 n?+2n+1 “ n+1 n?4+2n+1) — nd+1  n242n+1
m+3n°43n+2 _
= m3n243n+1 1+ (n+1)3> 1
Aby wykazac ze an < 3 skorzystamy z nastepujacej wskazéwki
nl (n—k+1)(n—k+2)...(n—1)n
~K(n—k)Ink — kink

k
HECRTR AP

IIA
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(2) Niech a, = (1+ 1)". Pokazemy, ze

VneN a,<3 A apr1> ap

Skorzystamy z nieréwnosci Bernoulliego (1 + a)” > 1+ na
an#0 VneN= a1 > a, < ag—:l>1

an+l _ (1+n+1)n+1 — (ZI%)nZii _ nt2 +2n \" _
an (1+n) - (ﬂnl)" ~ n+tl n?+2n+1

_ n42 1— 1 n>n+2' 1— n __n+2 n?4+n+l
— n+1 n?+2n+1 “ n+1 n?4+2n+1) — nd+1  n242n+1

m4+3n?+3n+2 _ 14+ (n+1)3> 1

= m+3n?3n+l
Aby wykazac ze an < 3 skorzystamy z nastepujacej wskazéwki
nl (n—k+1)(n—k+2)...(n—1)n
KI(n—k)Ink — kink

k
D) (1-2) (1= B b g k5

n

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza matematyczna, Wyktad: Ciagi liczbowe



W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz)
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(1) limy o0 Xp = +00 = limp_s00(1 + L)X” =e
(2) limp—s00 Xp = —00 = I|m,,_>oo(1 + xl

n
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(1) limy o0 Xp = +00 = limp_s00(1 + L)X” =e
(2) limp—s00 Xp = —00 = I|m,,_>oo(1 + XL)X" —e

Przyktad:

. 2_ 40
limp 00 (%

2n+1 2n+1
) — ||mn_>oo (1 + 7I1+1> =

_n?41 (_:Z;Jrll)‘(zn+1)
n—1
=lim, 00 <1 + 2+1> =e?

n—1

; 2 P 1)(2n+1
bO ||m,,ﬁoo —Zj_l]‘ = —00 | ||mn*>OO w )

n2+1

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza matematyczna, Wyktad: Ciagi liczbowe



Uzupetnienie

mitrz) Analiza matematyczna, Wykta



Symbol Newtona: ( Z ) = Wlk)l

gdzie
kl=1-...-(k=1)-k,0'=1,11=1, kkne NU{0}, n>k

Dwumian Newtona: (a+ b)" =3} _, ( Z ) a"kpk

.
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Symbol Newtona: ( Z ) = Wlk)l

gdzie
kl=1-...-(k=1)-k,0'=1,11=1, kkne NU{0}, n>k

Dwumian Newtona: (a+ b)" =3} _, ( Z ) a"kpk

.

(-2 ()-(2)-
- ()
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Wykaza¢, ze dla a € (—%,0) U (0, %) zachodza nieréwnosci

(a) cosa < S < 1

(b) cosa >1—|qf
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(a) Dla a € (0, %) rozwazmy wycinek kotowy OAB o promieniu r

oraz tréjkat OAB wpisany w niego oraz tréjkat prostokatny OAC.

‘OA’ = |OB| =r, ‘BD’ = rsina, |AC‘ = rtga
ProaB < Pyycinka 0aB < Paoac
%r‘rsina < %r2~a < %r-rtga
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1.2 1.2 1,2
risina < sria < 5r tg o

Siho
sina < a < cosar

cosa < S"!TO‘ <1
Dla a € (—%,0) = —a € (O, g) i korzystamy z parzystosci i
nieparzystosci funkcji trygonometrycznych.
cos(—a) < M <1
Stad cosa < S'?Ta <1
||

(b) 0 < 1—cosa=2sin?% <2sing| <25 = o
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