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Oznaczenia:
Zbiór pusty oznaczamy ∅.
Zbiór liczb naturalnych to N = {1, 2, 3, . . . }.
Zbiór liczb ca lkowitych to Z = {0, 1,−1, 2,−2, 3,−3, . . . }.
Zbiór liczb wymiernych to Q = {pq : p ∈ Z, q ∈ N}.
Zbiór liczb rzeczywistych to

R = { lim
n→∞

an : (an) zbieżny, an ∈ Q dla n ∈ N}.
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Zbiór liczb niewymiernych to R \Q.

∅ ⊂ N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R
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Kwantyfikatory: ogólny i szczegó lowy
Symbol ∀ x oznacza dla każdego x .
Symbol ∃ x oznacza istnieje x .
Przyk lad:

∀x ∈ R ∃n ∈ N n > x .
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Wiadomości wstȩpne - funkcje

X ,Y -zbiory

Definicja

Jeśli każdemu elementowi x ∈ X przyporza̧dkowany jest dok ladnie
jeden element y ∈ Y , to takie przyporza̧dkowanie nazywamy
funkcja̧ określona̧ na zbiorze X (dziedzina) o wartościach w zbiorze
Y (przeciwdziedzina).

f : X → Y , f (x) = y , x - argument (zmienna niezależna),
y - wartość (zmienna zależna).

Jeśli X ,Y ⊂ R, to f - funkcja liczbowa (jednej zmiennej
rzeczywistej)
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Iloczyn (produkt) kartezjański zbiorów X i Y to zbiór

X × Y = {(x , y)|x ∈ X , y ∈ Y }.

Obraz f (obraz dziedziny f , zbiór wartości f ) to

f (X ) = {f (x) ∈ Y : x ∈ X}.

Wykres funkcji f to zbiór

Gf = {(x , f (x)) ∈ X × Y | x ∈ X}.
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f(x)=x2
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f : X → Y , g : Y → Z

Definicja

Funkcjȩ h : X → Z taka̧, że h(x) = g(f (x)) nazywamy z lożeniem
(superpozycja̧) funkcji f i g i oznaczamy h = g ◦ f
f - funkcja wewnȩtrzna, g - funkcja zewnȩtrzna
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f : X → Y , g : Y → Z

Definicja

Funkcjȩ h : X → Z taka̧, że h(x) = g(f (x)) nazywamy z lożeniem
(superpozycja̧) funkcji f i g i oznaczamy h = g ◦ f
f - funkcja wewnȩtrzna, g - funkcja zewnȩtrzna

np. (1) f (x) =
√

log(cos 2x),

f1(x) = 2x , f2(x) = cos x , f3(x) = log(x), f4(x) =
√

x , f =
f4 ◦ f3 ◦ f2 ◦ f1.

(2) f (x) = 2x , g(y) = 1
y , g ◦ f =?, f ◦ g =?

(g ◦ f )(x) = g(2x) = 2−x , (f ◦ g)(x) = f ( 1
x ) = 2

1
x ⇒

⇒ g ◦ f ̸= f ◦ g
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np. (1) f (x) =
√

log(cos 2x),
f1(x) = 2x , f2(x) = cos x , f3(x) = log(x), f4(x) =

√
x , f =

f4 ◦ f3 ◦ f2 ◦ f1.

(2) f (x) = 2x , g(y) = 1
y , g ◦ f =?, f ◦ g =?

(g ◦ f )(x) = g(2x) = 2−x , (f ◦ g)(x) = f ( 1
x ) = 2

1
x ⇒

⇒ g ◦ f ̸= f ◦ g
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Definicja

Funkcja f : X → Y jest różnowartościowa (injekcja̧) (ozn. 1− 1),
jeśli

∀ x1, x2 ∈ X f (x1) = f (x2)⇒ x1 = x2
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Definicja

Funkcja f : X → Y jest ”na” (surjekcja̧), jeśli f (X ) = Y .
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Definicja

Funkcja f : X → Y jest wzajemnie jednoznaczna (bijekcja̧) jeśli
jest injekcja̧ i surjekcja̧. Wtedy funkcjȩ g : Y → X określona̧
nastȩpuja̧co

g(y) = x jeśli y = f (x)

nazywamy funkcja̧ odwrotna̧ do f i oznaczamy f −1.
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Uwagi:
(1)Funkcja identycznościowa na X to idX : X → X taka, że
idX (x) = x . Wtedy f −1 ◦ f = idX , f ◦ f −1 = idY

(2) Funkcja logarytmiczna g(x) = loga x jest funkcja̧ odwrotna̧ do
funkcji wyk ladniczej f : R→ R+, f (y) = ay , gdzie
R+ = {y ∈ R|y > 0}

aloga x = x , loga ay = y
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(3) Funkcje odwrotne do siebie, traktowane jako funkcje tej samej
zmiennej, maja̧ wykresy symetryczne wzglȩdem prostej y = x .
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W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza matematyczna, Wyk lad: Cia̧gi liczbowe



(3) Funkcje odwrotne do siebie, traktowane jako funkcje tej samej
zmiennej, maja̧ wykresy symetryczne wzglȩdem prostej y = x .
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-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3
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Funkcje cyklometryczne (ko lowe): arcus sinus

Sa̧ to funkcje odwrotne do funkcji trygonometrycznych.

(1) f (x) = sin x
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Funkcje cyklometryczne (ko lowe): arcus sinus

Sa̧ to funkcje odwrotne do funkcji trygonometrycznych.

(1) f (x) = sin x , sin :
[
−π

2 ,
π
2

]
→ [−1, 1] jest bijekcja̧ ⇒

⇒ istnieje funkcja odwrotna arcsin : [−1, 1]→
[
−π

2 ,
π
2

]
x = arcsin y jeżeli y = sin x
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Funkcje cyklometryczne (ko lowe): arcus cosinus

(2) f (x) = cos x , cos : [0, π]→ [−1, 1] jest bijekcja̧ ⇒
⇒ istnieje funkcja odwrotna arccos : [−1, 1]→ [0, π]

x = arccos y jeżeli y = cos x

np. arccos 0 = π
2 , arccos 1 = 0
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Funkcje cyklometryczne (ko lowe): arcus tanges

(2) f (x) = tgx , tg :
(
−π

2 ,
π
2

)
→ R jest bijekcja̧ ⇒

⇒ istnieje funkcja odwrotna arctg : R→
(
−π

2 ,
π
2

)
x = arctgy jeżeli y = tgx
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Funkcje cyklometryczne (ko lowe): arcus cotanges

(4) f (x) = ctg x = cos x
sin x ,

ctg : R \ {kπ|k ∈ Z} → R
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Funkcje cyklometryczne (ko lowe): arcus cotanges

(4) f (x) = ctg x = cos x
sin x ,

ctg : R \ {kπ|k ∈ Z} → R
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Funkcje cyklometryczne (ko lowe): arcus cotanges

(4) f (x) = ctg x , ctg : (0, π)→ R jest bijekcja̧ ⇒
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Przyk lad:

Wyznaczyć funkcjȩ odwrotna̧ do f (x) = sin x dla x ∈
[
π
2 ,

3
2π

]
.
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Wyznaczyć funkcjȩ odwrotna̧ do f (x) = sin x dla x ∈
[
π
2 ,

3
2π

]
.

2 4 6 8

-2

-1

1

2
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f jest bijekcja̧. y = f (x) = sin x ∧ x ∈
[
π
2 ,

3
2π

]
. Wtedy

t = x − π ∈
[
−π

2 ,
π
2

]
i x = t + π

y = sin x = sin(t + π) = − sin t ⇒ −y = sin t ∧ t ∈
[
−π

2 ,
π
2

]
⇒ arcsin(−y) = arcsin(sin t) = t = x − π ⇒ x = π + arcsin(−y)
⇒ x = f −1(y) = π − arcsin y
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W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza matematyczna, Wyk lad: Cia̧gi liczbowe



Definicja

Funkcja f : D → R , D ⊂ R jest nieparzysta, jeśli

∀ x ∈ D − x ∈ D ∧ f (−x) = −f (x)

Uwaga:
Wykres funkcji nieparzystej jest symetryczny wzglȩdem punktu
(0, 0).
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Przyk lady:
(1) x2n, |x |, cos x , x2n+1 sin x sa̧ funkcjami parzystymi.

(2) x2n+1, sin x , tg x , x2n sin x sa̧ funkcjami nieparzystymi.
Stwierdzenie:
Iloczyn funkcji parzystych (nieparzystych) jest funkcja̧ parzysta̧.
Iloczyn funkcji parzystej i nieparzystej jest funkcja̧ nieparzysta̧.
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Cia̧gi liczbowe

Definicja

Cia̧g liczbowy jest to funkcja f : N→ R taka, że

f (n) = an

Ozn. (an) = (a1, a2, . . . an, . . .)
an - n-ty wyraz cia̧gu

Przyk lady:
(1) an = a + (n − 1) · r , gdzie an+1 − an = r - cia̧g arytmetyczny
(2) an = a · qn−1, gdzie an+1

an
= q - cia̧g geometryczny

(3) an = 1
n - cia̧g harmoniczny

(4) an = (1 + 1
n )n
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Wykresy cia̧gów liczbowych: arytmentyczny

an = n
4 − 1, (an) =

(
−3

4 ,−
1
2 ,−

1
4 , 0, 1

4 ,
1
2 ,

3
4 , 1, 5

4 ,
3
2 , · · ·

)
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W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza matematyczna, Wyk lad: Cia̧gi liczbowe



Wykresy cia̧gów liczbowych: geometryczny

an = 3
(
−1

2

)n
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Wykresy cia̧gów liczbowych: harmoniczny

an = 1
n
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Wykresy cia̧gów liczbowych

an = (1 + 1
n )n
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Wykresy cia̧gów liczbowych

an = 3 + sin(100n)

10 20 30 40 50

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0
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Wykresy cia̧gów liczbowych

an = 3 + 1
n sin(100n)
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Definicja

Cia̧g (an) jest zbieżny do granicy g ∈ R, jeżeli

∀ ε > 0 ∃ nε ∀n > nε |an − g | < ε

Granicȩ cia̧gu (an) oznaczamy symbolem

lim
n→∞

an.
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Definicja

limn→∞ an = g jeżeli ∀ ε > 0 ∃ nε ∀n > nε |an − g | < ε.
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Warunek Cauchy’ego

Cia̧g (an) jest zbieżny
⇐⇒ ∀ ε > 0 ∃ nε ∀n > nε ∀m > nε |an − am| < ε.
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Definicja

limn→∞ an = g jeżeli ∀ ε > 0 ∃ nε ∀n > nε |an − g | < ε.

Przyk lady:
(1) an = c ∈ R ∀ n ∈ N
⇒ limn→∞ an = c , bo
∀ ε > 0 ∀ n ∈ N |an − c | = 0 < ε
(2) limn→∞

1
n =0, bo dla ε > 0 | 1n − 0| = 1

n < ε ⇐⇒ n > 1
ε i

wystarczy przyja̧ć nε = 1
ε

(3) podobnie ∀a > 0 limn→∞
1
na = 0
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ε

(3) podobnie ∀a > 0 limn→∞
1
na = 0
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Stwierdzenie. ∀ a > 0 limn→∞ n
√

a = 1

Dowód:
Dla a = 1 cia̧g jest sta ly.

Dla a > 1 : | n
√

a− 1| = n
√

a− 1 < ε ⇐⇒ n
√

a = a
1
n < 1 + ε

⇐⇒ 1
n < loga(1 + ε) ⇐⇒ n > 1

loga(1+ε) czyli dla a > 1 wystarczy

przyja̧ć nε = 1
loga(1+ε)

Dla 0 < a < 1 : | n
√

a− 1| = 1− n
√

a < ε ⇐⇒ 1− ε < n
√

a = a
1
n

⇐⇒ 1
n < loga(1− ε) ⇐⇒ n > 1

loga(1−ε) czyli dla 0 < a < 1

nε = 1
loga(1−ε)
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Dowód:

Dla a = 1 cia̧g jest sta ly.

Dla a > 1 : | n
√

a− 1| = n
√

a− 1 < ε ⇐⇒ n
√

a = a
1
n < 1 + ε

⇐⇒ 1
n < loga(1 + ε) ⇐⇒ n > 1

loga(1+ε) czyli dla a > 1 wystarczy

przyja̧ć nε = 1
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Dowód:
Dla a = 1 cia̧g jest sta ly.

Dla a > 1 : | n
√

a− 1| = n
√

a− 1 < ε ⇐⇒ n
√

a = a
1
n < 1 + ε

⇐⇒ 1
n < loga(1 + ε) ⇐⇒ n > 1

loga(1+ε) czyli dla a > 1 wystarczy

przyja̧ć nε = 1
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W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza matematyczna, Wyk lad: Cia̧gi liczbowe



Stwierdzenie. ∀ a > 0 limn→∞ n
√

a = 1
Dowód:
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przyja̧ć nε = 1
loga(1+ε)

Dla 0 < a < 1 : | n
√

a− 1| = 1− n
√

a < ε ⇐⇒ 1− ε < n
√

a = a
1
n

⇐⇒ 1
n < loga(1− ε) ⇐⇒ n > 1

loga(1−ε) czyli dla 0 < a < 1

nε = 1
loga(1−ε)
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Definicja

Cia̧g jest ograniczony z góry jeżeli ∃M ∈ R ∀n ∈ N an ≤ M.
M nazywamy górnym ograniczeniem cia̧gu.
Kres górny cia̧gu (an) sup(an) to najmniejsze z górnych ograniczeń.

Cia̧g jest ograniczony z dolu jeżeli ∃m ∈ R ∀n ∈ N an ≥ m.
m nazywamy dolnym ograniczeniem cia̧gu.
Kres dolny cia̧gu (an) inf(an) to najwiȩksze z dolnych ograniczeń.
Cia̧g jest ograniczony jeżeli jest ograniczony z góry i z dolu czyli
∃M > 0 ∀n ∈ N |an| ≤ M.
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Stwierdzenie

Cia̧g zbieżny jest ograniczony.

limn→∞ an = 0 ⇐⇒ limn→∞ |an| = 0.
limn→∞ an = g ⇒ limn→∞ |an| = |g |
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Cia̧g zbieżny jest ograniczony.
limn→∞ an = 0 ⇐⇒ limn→∞ |an| = 0.

limn→∞ an = g ⇒ limn→∞ |an| = |g |
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Tw. (o dzia laniach arytmetycznych na granicach cia̧gów)

Jeśli limn→∞ an = a, limn→∞ bn = b i c ∈ R, to

lim
n→∞

(an ± bn) = a± b,

lim
n→∞

an · bn = a · b,

jeżeli ∀n ∈ N bn ̸= 0 i b ̸= 0 to

lim
n→∞

an
bn

=
a

b

lim
n→∞

c · an = c · a
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Dowód (limn→∞ an · bn = a · b)

∃M > 0 ∀n ∈ N |an| ≤ M
∀n > N1 |an − a| < ε ∧ ∀n > N2 |bn − b| < ε
n > max{N1,N2}
|anbn − ab|= |anbn − anb + anb− ab|≤ |anbn − anb|+ |anb− ab|=
|an||bn − b|+ |an − a||b|< Mε + ε|b| = ε(M + |b|) (Q.E.D)
Przyk lad:

limn→∞
3n3−n+4
5n3−2n

= limn→∞
3− 1

n2 + 4
n3

5− 2
n2

= 3−0+0
5−0 = 3

5
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Dowód (limn→∞ an · bn = a · b) ∃M > 0 ∀n ∈ N |an| ≤ M
∀n > N1 |an − a| < ε ∧ ∀n > N2 |bn − b| < ε
n > max{N1,N2}
|anbn − ab|= |anbn − anb + anb− ab|≤ |anbn − anb|+ |anb− ab|=
|an||bn − b|+ |an − a||b|< Mε + ε|b| = ε(M + |b|)

(Q.E.D)
Przyk lad:

limn→∞
3n3−n+4
5n3−2n

= limn→∞
3− 1

n2 + 4
n3

5− 2
n2

= 3−0+0
5−0 = 3

5
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Tw. (o trzech cia̧gach)

∃ n0 ∈ N ∀n ⩾ n0 an ⩽ cn ⩽ bn ∧

lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = g ∈ R

⇒ lim
n→∞

cn = g

Przyk lady:
(1) limn→∞

n
√

2n + 3n + 4n =?,
4 = n
√

0 + 0 + 4n ⩽ n
√

2n + 3n + 4n ⩽ n
√

4n + 4n + 4n = n
√

3 · 4n =
4 · n
√

3→ 4 , bo n
√

3→ 1
czyli 4← 4 ⩽ n

√
2n + 3n + 4n ⩽ 4 · n

√
3→ 4. Sta̧d

limn→∞
n
√

2n + 3n + 4n = 4,
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W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza matematyczna, Wyk lad: Cia̧gi liczbowe



Tw. (o trzech cia̧gach)

∃ n0 ∈ N ∀n ⩾ n0 an ⩽ cn ⩽ bn ∧

lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = g ∈ R

⇒ lim
n→∞

cn = g

Przyk lady:
(1) limn→∞

n
√

2n + 3n + 4n =?,
4 = n
√

0 + 0 + 4n ⩽ n
√

2n + 3n + 4n ⩽ n
√

4n + 4n + 4n = n
√

3 · 4n =
4 · n
√

3→ 4 , bo n
√

3→ 1
czyli 4← 4 ⩽ n

√
2n + 3n + 4n ⩽ 4 · n

√
3→ 4.

Sta̧d
limn→∞

n
√

2n + 3n + 4n = 4,
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Dowód:
Niech an = n

√
n − 1. Wtedy an + 1 = n

√
n. Sta̧d

n = (an + 1)n=
∑n

k=0

(
n
k

)
akn

=

(
n
0

)
+

(
n
1

)
an +

(
n
2

)
a2
n + . . . +

(
n
n

)
ann ⩾

⩾ 1 +

(
n
2

)
a2
n = 1 + n(n−1)

2 a2
n Sta̧d n ⩾ 1 + n(n−1)

2 a2
n. Czyli

n − 1 ⩾ n(n−1)
2 a2

n⇒ 1 ⩾ n
2 a2

n.

Sta̧d a2
n ⩽ 2

n ⇒ an ⩽
√

2
n < 2√

n
(Q.E.D).

0← 0 ⩽ n
√

n − 1 ⩽ 2√
n
→ 0

⇒ limn→∞ n
√

n − 1 = 0
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W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza matematyczna, Wyk lad: Cia̧gi liczbowe



(2) limn→∞ n
√

n = 1
Stwierdzenie. ∀ n ∈ N 0 ⩽ n

√
n − 1 ⩽ 2√

n

Dowód:
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W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza matematyczna, Wyk lad: Cia̧gi liczbowe



(2) limn→∞ n
√

n = 1
Stwierdzenie. ∀ n ∈ N 0 ⩽ n

√
n − 1 ⩽ 2√

n

Dowód:
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W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza matematyczna, Wyk lad: Cia̧gi liczbowe



(2) limn→∞ n
√

n = 1
Stwierdzenie. ∀ n ∈ N 0 ⩽ n

√
n − 1 ⩽ 2√

n

Dowód:
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Dowód:
Niech an = n

√
n − 1. Wtedy an + 1 = n

√
n. Sta̧d

n = (an + 1)n=
∑n

k=0

(
n
k

)
akn

=

(
n
0

)
+

(
n
1

)
an +

(
n
2

)
a2
n + . . . +

(
n
n

)
ann ⩾

⩾ 1 +

(
n
2

)
a2
n = 1 + n(n−1)

2 a2
n Sta̧d n ⩾ 1 + n(n−1)

2 a2
n. Czyli

n − 1 ⩾ n(n−1)
2 a2

n⇒ 1 ⩾ n
2 a2

n.

Sta̧d a2
n ⩽ 2

n ⇒ an ⩽
√

2
n < 2√

n
(Q.E.D).

0← 0 ⩽ n
√

n − 1 ⩽ 2√
n
→ 0

⇒ limn→∞ n
√

n − 1 = 0
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√
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√
n. Sta̧d

n = (an + 1)n=
∑n

k=0

(
n
k

)
akn

=

(
n
0

)
+

(
n
1

)
an +

(
n
2

)
a2
n + . . . +

(
n
n

)
ann ⩾

⩾ 1 +

(
n
2

)
a2
n = 1 + n(n−1)

2 a2
n Sta̧d n ⩾ 1 + n(n−1)

2 a2
n. Czyli

n − 1 ⩾ n(n−1)
2 a2
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2 a2
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√
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n
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Wniosek

Jeśli limn→∞ an = 0 i cia̧g bn jest ograniczony, to
limn→∞ an · bn = 0

Przyk lad:

(1) limn→∞
sin n
n = limn→∞ sin n · 1

n = 0

(2) limn→∞
n
√

n2 + 10n = 1, bo
n
√

n2 ⩽ n
√

n2 + 10n ⩽ n
√

11n2 i
stosujemy tw. o dzia laniach arytmetycznych na cia̧gach zbieżnych.
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Definicja (Granice niew laściwe)

Cia̧g (an) jest rozbieżny do +∞ (oznaczenie limn→∞ an = +∞)
jeżeli

∀M ∈ R ∃ nM ∈ R ∀ n > nM an > M
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Definicja (Granice niew laściwe)

Cia̧g (an) jest rozbieżny do +∞ (oznaczenie limn→∞ an = +∞)
jeżeli

∀M ∈ R ∃ nM ∈ R ∀ n > nM an > M

Cia̧g (an) jest rozbieżny do −∞ (oznaczenie limn→∞ an = −∞)
jeżeli

∀m ∈ R ∃ nm ∈ R ∀ n > nm an < m

Przyk lad:
(1) limn→∞ loga n = +∞, a > 1,
loga n > M ⇐⇒ n > aM

w definicji wystarczy przyja̧ć nM = aM
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(2) limn→∞ loga n = −∞, 0 < a < 1,
loga n < m ⇐⇒ n > am

w definicji wystarczy przyja̧ć nm = am.

Uwagi:

(1) Jeśli limn→∞ an = +∞ lub limn→∞ an = −∞, to
limn→∞

1
an

= 0
(2)
an, bn → +∞⇒ an + bn → +∞ , an · bn → +∞
an, bn → −∞⇒ an + bn → −∞ , an · bn → +∞
an → +∞, bn → −∞⇒ an − bn → +∞ , an · bn → −∞
an → −∞, bn → +∞⇒ an − bn → −∞ , an · bn → −∞
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Uwagi:
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(3) Symbole nieoznaczone sa̧ to wyrażenia typu:

∞
∞

,
0

0
, 0 · ∞ , ∞0 , 1∞ , 00 , 0∞

wartości ich granic zależa̧ od postaci danego wyrażenia

np. dla symbolu [0 · ∞]:

limn→∞
1
n · n = 1

limn→∞
1
n2 · n = 0

limn→∞
1
n · n

2 = +∞
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Definicja

Cia̧g (an) nazywamy

rosna̧cym (ścísle rosna̧cym) jeżeli ∀ n ∈ N an+1 > an

niemaleja̧cym (rosna̧cym) jeżeli ∀ n ∈ N an+1 ⩾ an

maleja̧cym (ścísle maleja̧cym) jeżeli ∀ n ∈ N an+1 < an

nierosna̧cym (maleja̧cym) jeżeli ∀ n ∈ N an+1 ⩽ an

Cia̧g jest monotoniczny, gdy jest niemaleja̧cy lub nierosna̧cy.

Cia̧g jest ścísle monotoniczny, gdy jest maleja̧cy lub rosna̧cy.
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Przyk lady:

(1)
(

1
n

)
jest cia̧giem maleja̧cym, bo 1

n+1 < 1
n , tzn. an+1

an
= n

n+1 < 1

(2) Cia̧g arytmetyczny jest rosna̧cy, gdy r > 0, bo
an+1 − an = r > 0 ⇐⇒ an+1 > an

(3) Cia̧g (an) : an = 3n

n! jest maleja̧cy od pewnego miejsca, bo:

an > 0 , an+1

an
= 3n+1

(n+1)! ·
n!
3n = 3

n+1 < 1 dla n ⩾ 3
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Definicja

Jeśli (nk) : n1, n2, n3, . . . jest rosna̧cym cia̧giem liczb naturalnych,
to cia̧g

(ank ) : an1 , an2 , an3 , . . .

nazywamy podcia̧giem cia̧gu (an).

Twierdzenie

Jeśli istnieje granica limn→∞ an (w laściwa lub niew laściwa) i (ank )
jest podcia̧giem cia̧gu (an), to istnieje również granica tego
podcia̧gu i

lim
k→∞

ank = lim
n→∞

an
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Przyk lad:
limn→∞(−1)n nie istnieje

Twierdzenie o cia̧gach zbieżnych

Cia̧g motoniczny (od pewnego miejsca) i ograniczony jest zbieżny.

Przyk lad:

(1)
(

3n

n!

)
jest zbieżny, bo jest maleja̧cy od pewnego miejsca i

ograniczony z do lu przez 0.

Z twierdzenia ∃ g ∈ R limn→∞
3n

n! = g

Pokażemy, że g = 0.
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jest zbieżny, bo jest maleja̧cy od pewnego miejsca i

ograniczony z do lu przez 0.

Z twierdzenia ∃ g ∈ R limn→∞
3n

n! = g
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an+1 = 3
n+1 · an oraz

limn→∞ an = limn→∞ an+1 = g ⇒
⇒ limn→∞ an+1 = limn→∞

3
n+1 · an = limn→∞

3
n+1 · limn→∞ an ⇒

⇒ g = 0 · g = 0

(2) Wykażemy, że cia̧g (an) : an = (1 + 1
n )n jest rosna̧cy i

ograniczony , wiȩc jest zbieżny.

Oznaczenie - sta la Eulera

e = limn→∞(1 + 1
n )n = 2, 71828...

Ozn. loge a = ln a
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(2) Niech an =
(
1 + 1

n

)n
. Pokażemy, że

∀ n ∈ N an ⩽ 3 ∧ an+1 > an

Skorzystamy z nierówności Bernoulliego (1 + a)n ⩾ 1 + na
an ̸= 0 ∀ n ∈ N⇒ an+1 > an ⇐⇒ an+1

an
> 1

an+1

an
=

(1+ 1
n+1 )

n+1

(1+ 1
n )

n =
( n+2
n+1 )

n· n+2
n+1

( n+1
n )

n = n+2
n+1 ·

(
n2+2n

n2+2n+1

)n
=

= n+2
n+1 ·

(
1− 1

n2+2n+1

)n
⩾n+2

n+1 ·
(

1− n
n2+2n+1

)
=n+2

n+1 ·
n2+n+1
n2+2n+1

=

= n3+3n2+3n+2
n3+3n2+3n+1

= 1 + 1
(n+1)3> 1

Aby wykazać, że an ⩽ 3 skorzystamy z nastȩpuja̧cej wskazówki(
n
k

)
1
nk

= n!
k!(n−k)!nk

= (n−k+1)(n−k+2)...(n−1)n
k!nk

=

= 1
k! · 1 ·

(
1− 1

n

)
·
(
1− 2

n

)
. . .

(
1− k−1

n

)
⩽ 1

k!⩽
1

2k−1 k ⩾ 1
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Skorzystamy z nierówności Bernoulliego (1 + a)n ⩾ 1 + na
an ̸= 0 ∀ n ∈ N⇒ an+1 > an ⇐⇒ an+1

an
> 1

an+1

an
=

(1+ 1
n+1 )

n+1

(1+ 1
n )

n =
( n+2
n+1 )

n· n+2
n+1

( n+1
n )

n = n+2
n+1 ·

(
n2+2n

n2+2n+1

)n
=

= n+2
n+1 ·

(
1− 1

n2+2n+1

)n
⩾

n+2
n+1 ·

(
1− n

n2+2n+1

)
=n+2

n+1 ·
n2+n+1
n2+2n+1

=

= n3+3n2+3n+2
n3+3n2+3n+1

= 1 + 1
(n+1)3> 1
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W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza matematyczna, Wyk lad: Cia̧gi liczbowe



(2) Niech an =
(
1 + 1

n

)n
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. Pokażemy, że

∀ n ∈ N an ⩽ 3 ∧ an+1 > an
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n2+2n+1

)
=n+2

n+1 ·
n2+n+1
n2+2n+1

=

= n3+3n2+3n+2
n3+3n2+3n+1

= 1 + 1
(n+1)3> 1

Aby wykazać, że an ⩽ 3 skorzystamy z nastȩpuja̧cej wskazówki(
n
k

)
1
nk

= n!
k!(n−k)!nk

= (n−k+1)(n−k+2)...(n−1)n
k!nk

=

= 1
k! · 1 ·

(
1− 1

n

)
·
(
1− 2

n

)
. . .

(
1− k−1

n

)
⩽ 1

k!

⩽ 1
2k−1 k ⩾ 1
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(2) Niech an =
(
1 + 1

n

)n
. Pokażemy, że

∀ n ∈ N an ⩽ 3 ∧ an+1 > an
Skorzystamy z nierówności Bernoulliego (1 + a)n ⩾ 1 + na
an ̸= 0 ∀ n ∈ N⇒ an+1 > an ⇐⇒ an+1

an
> 1

an+1

an
=

(1+ 1
n+1 )

n+1

(1+ 1
n )

n =
( n+2
n+1 )

n· n+2
n+1

( n+1
n )

n = n+2
n+1 ·

(
n2+2n

n2+2n+1

)n
=

= n+2
n+1 ·

(
1− 1

n2+2n+1

)n
⩾n+2

n+1 ·
(

1− n
n2+2n+1

)
=n+2

n+1 ·
n2+n+1
n2+2n+1

=

= n3+3n2+3n+2
n3+3n2+3n+1

= 1 + 1
(n+1)3> 1

Aby wykazać, że an ⩽ 3 skorzystamy z nastȩpuja̧cej wskazówki(
n
k

)
1
nk

= n!
k!(n−k)!nk

= (n−k+1)(n−k+2)...(n−1)n
k!nk

=

= 1
k! · 1 ·

(
1− 1

n

)
·
(
1− 2

n

)
. . .

(
1− k−1

n

)
⩽ 1

k!⩽
1

2k−1 k ⩾ 1
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an =
(
1 + 1

n

)n
=

∑n
k=0

(
n
k

)
1
nk

⩽ 1 +
∑n

k=1
1

2k−1 =

= 1 + 1 · 1−( 1
2 )

n

1− 1
2

⩽ 1 + 1
1− 1

2

= 3
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Uwaga

(1) limn→∞ xn = +∞⇒ limn→∞(1 + 1
xn

)xn = e

(2) limn→∞ xn = −∞⇒ limn→∞(1 + 1
xn

)xn = e

Przyk lad:

limn→∞

(
n2−n+2
n2+1

)2n+1
= limn→∞

(
1 + −n+1

n2+1

)2n+1
=

= limn→∞

(1 + 1

− n2+1
n−1

)− n2+1
n−1


(
− n−1

n2+1

)
·(2n+1)

= e−2

bo limn→∞−n2+1
n−1 = −∞ i limn→∞− (n−1)(2n+1)

n2+1
= −2
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Uzupe lnienie

Definicja

Symbol Newtona:

(
n
k

)
= n!

k!(n−k)!

gdzie
k! = 1 · . . . · (k − 1) · k , 0! = 1 , 1! = 1 , k , n ∈ N ∪ {0} , n ⩾ k

Dwumian Newtona: (a + b)n =
∑n

k=0

(
n
k

)
an−kbk

W lasności:(
n
k

)
=

(
n

n − k

)
,

(
n
0

)
=

(
n
n

)
= 1 ,(

n
k

)
+

(
n

k + 1

)
=

(
n + 1
k + 1

)
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Wykazać, że dla α ∈
(
−π

2 , 0
)
∪
(
0, π2

)
zachodza̧ nierówności

(a) cosα < sinα
α < 1

(b) cosα ⩾ 1− |α|
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(a) Dla α ∈
(
0, π2

)
rozważmy wycinek ko lowy OAB o promieniu r

oraz trójka̧t OAB wpisany w niego oraz trójka̧t prostoka̧tny OAC .

|OA| = |OB| = r , |BD| = r sinα, |AC | = rtgα
P△OAB < PwycinkaOAB < P△OAC
1
2 r · r sinα < 1

2 r 2 · α < 1
2 r · r tgα
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1
2 r 2 sinα < 1

2 r 2α < 1
2 r 2tgα

sinα < α < sinα
cosα

cosα < sinα
α < 1

Dla α ∈
(
−π

2 , 0
)
⇒ −α ∈

(
0, π2

)
i korzystamy z parzystości i

nieparzystości funkcji trygonometrycznych.
cos(−α) < sin(−α)

−α < 1

Sta̧d cosα < sinα
α < 1

(b) 0 ⩽ 1− cosα = 2 sin2 α
2 ⩽ 2| sin α

2 | ⩽ 2 · |α|2 = |α|
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