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Oznaczenia:

Zbiér pusty oznaczamy symbolem 0.

Zbiér liczb naturalnych: N = {1,2,3,...}.

Zbiér liczb catkowitych: Z = {0,1,-1,2, 2,3, -3,... }.
Zbidr liczb wymiernych:

Q:{Z:pGZ, qEN}.

Zbidr liczb rzeczywistych oznaczamy symbolem R. Kazda liczba
rzeczywista jest granica pewnego ciggu liczb wymiernych.

-2 -1 0 1 2

Zbiér liczb niewymiernych to R\ Q.
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Kwantyfikatory: ogdlny i szczegbtowy.
Symbol Vx oznacza: dla kazdego x.
Symbol dx oznacza: istnieje x.
Przyktad:
VxeR dneN n>x.
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Wiadomosci wstepne — funkcje

Niech X i Y beda zbiorami.
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Wiadomosci wstepne — funkcje

Niech X i Y beda zbiorami.

Jesli kazdemu elementowi x € X przyporzadkowany jest doktadnie
jeden element y € Y, to takie przyporzadkowanie nazywamy
funkcja okreslong na zbiorze X o wartosciach w zbiorze Y. Zbiér X
jest jej dziedzing, a Y — przeciwdziedzina.

f:X=Y, f(x)=y.

x — argument (zmienna niezalezna),
y — warto$¢ funkcji (zmienna zalezna).

.

Jedli X, Y C R, to f jest funkcja liczbowa jednej zmiennej
rzeczywiste;j.
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fwal: ?a,

TAK NIE NIE




lloczyn (produkt) kartezjanski zbioréw X i Y to zbiér
XxY={(x,y):xeX, ye Y}

Niech f : X — Y. Obraz dziedziny f, czyli zbiér wartosci funkcji f,

to
F(X)={f(x):xeX}C Y.

Wykres funkcji f to zbiér
Gr ={(x,f(x)):xe X} T X xY.

f(x)=xz

I I Loy
-2 -1 1 2
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Niech f: X = Yig:Y — Z

Funkcje h: X — Z, okreslong wzorem h(x) = g(f(x)) dla x € X,
nazywamy ztozeniem (superpozycja) funkcji f i g i oznaczamy
h=gof.

f — funkcja wewnetrzna, g — funkcja zewnetrzna.

i
Xy 7.
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Niech f: X - Yig:Y —> Z

Funkcje h: X — Z, okreslong wzorem h(x) = g(f(x)) dla x € X,
nazywamy ztozeniem (superpozycja) funkcji f i g i oznaczamy
h=gof.

f — funkcja wewnetrzna, g — funkcja zewnetrzna.

Przyktady:

(1) f(x) = /log,(cos 2x + 4), gdzie a > 1.
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Niech f: X - Yig:Y —> Z

Funkcje h: X — Z, okreslong wzorem h(x) = g(f(x)) dla x € X,
nazywamy ztozeniem (superpozycja) funkcji f i g i oznaczamy
h=gof.

f — funkcja wewnetrzna, g — funkcja zewnetrzna.

Przyktady:

(1) f(x) = \/log,(cos2x + 4), gdzie a > 1.
fi(x) =2x, h(x)=cosx, f(x)=x+4, f(x)=Ilog,x, f(x)=+/x.

Wtedy f =fsofyofgofofy.
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Niech f: X - Yig:Y —> Z

Funkcje h: X — Z, okreslong wzorem h(x) = g(f(x)) dla x € X,
nazywamy ztozeniem (superpozycja) funkcji f i g i oznaczamy
h=gof.

f — funkcja wewnetrzna, g — funkcja zewnetrzna.

Przyktady:

(1) f(x) = \/log,(cos2x + 4), gdzie a > 1.
fi(x) =2x, h(x)=cosx, f(x)=x+4, f(x)=Ilog,x, f(x)=+/x.

Wtedy f =fsofyofgofofy.
(2) f(x) =2*dla x € R oraz g(x) = 1/x dla x # 0.
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Niech f: X - Yig:Y —> Z

Funkcje h: X — Z, okreslong wzorem h(x) = g(f(x)) dla x € X,
nazywamy ztozeniem (superpozycja) funkcji f i g i oznaczamy
h=gof.

f — funkcja wewnetrzna, g — funkcja zewnetrzna.

Przyktady:

(1) f(x) = \/log,(cos2x + 4), gdzie a > 1.
fi(x) =2x, h(x)=cosx, f(x)=x+4, f(x)=Ilog,x, f(x)=+/x.

Wtedy f =fsofyofgofofy.
(2) f(x) =2*dla x € R oraz g(x) = 1/x dla x # 0.

(gof)x) =27, xeE,
(Fog)lx) =2"%, xR\ {0},

Zatem gof #fog.
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Funkcja f : X — Y jest réznowartosciowa (jest iniekcja;
oznaczenie: 1-1), jesli

VXl,X2 e X (f(Xl) = f(Xz) = X1 = X2).

ijetgo

TAK NIE
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Funkcja f : X — Y jest surjekcja (funkcja ,na”), jesli f(X) =Y.

\SWUJ(JBA«

TAK NIE
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Funkcja f : X — Y jest wzajemnie jednoznaczna (jest bijekcja),
jesli jest iniekcja i surjekcja. Wtedy funkcje g : Y — X, okreslona
warunkiem

gly)=x <= f(x)=y, xeX, yeY,

nazywamy funkcja odwrotng do f i oznaczamy 1.

b (L\je/lcg‘&

TAK NIE N(E
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Uwagi:

(1) Funkcja identycznosciowa na X to funkcja idx : X — X
okreslona wzorem idx(x) = x. Dla bijekcji f : X — Y zachodza
réwnosci

f~lof =idy, fofl=idy.
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Uwagi:
(1) Funkcja identycznosciowa na X to funkcja idx : X — X
okreslona wzorem idx(x) = x. Dla bijekcji f : X — Y zachodza
réwnosci

f~lof =idy, fofl=idy.
(2) Niech a > 0i a # 1. Funkcja logarytmiczna g : (0,00) — R,
g(x) = log, x, jest odwrotna do funkcji wyktadniczej
f:R—(0,00), f(y)=2a".

2% = x (x> 0), log,(&) =y (v €R).
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(3) Wykresy funkcji liczbowej i jej funkcji odwrotnej sa
symetryczne wzgledem prostej y = x.

3~

3L
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(3) Wykresy funkcji liczbowej i jej funkcji odwrotnej sa
symetryczne wzgledem prostej y = x.

3~

3L
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(3) Wykresy funkcji liczbowej i jej funkcji odwrotnej sa
symetryczne wzgledem prostej y = x.

3~
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Funkcje cyklometryczne (kotowe): arcus sinus

S3 to funkcje odwrotne do odpowiednich ograniczen dziedzin

funkcji trygonometrycznych.
(1) f(x) =sinx.

T

T T
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Funkcje cyklometryczne (kotowe): arcus sinus

S3 to funkcje odwrotne do odpowiednich ograniczen dziedzin

funkcji trygonometrycznych.
(1) f(x) =sinx.
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Funkcje cyklometryczne (kotowe): arcus sinus

(1) Funkcja sin : [-7/2,7/2] — [—1,1] jest bijekcja. Jej funkcja
odwrotna jest

arcsin : [-1,1] = [-7/2,7/2].
Dla x € [-7/2,7/2] i y € [-1,1] mamy

X =arcsiny <= y=sinx.

2
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Funkcje cyklometryczne (kotowe): arcus sinus

(1) Funkcja sin : [-7/2,7/2] — [—1,1] jest bijekcja. Jej funkcja
odwrotna jest

arcsin : [-1,1] = [-7/2,7/2].
Dla x € [-7/2,7/2] i y € [-1,1] mamy

X =arcsiny <= y=sinx.

2




Funkcje cyklometryczne (kotowe): arcus sinus

(1) Funkcja sin : [-7/2,7/2] — [—1,1] jest bijekcja. Jej funkcja
odwrotna jest

arcsin : [-1,1] = [-7/2,7/2].
Dla x € [-7/2,7/2] i y € [-1,1] mamy

X =arcsiny <= y=sinx.

2




Funkcje cyklometryczne (kotowe): arcus cosinus

(2) Funkcja cos : [0, 7] — [—1, 1] jest bijekcja. Jej funkcja
odwrotna jest
arccos : [—1,1] — [0, 7].

Dla x € [0,7] i y € [-1,1] mamy
X =arccosy <= y = COSX.

Na przyktad arccos0 = /2 oraz arccos1 = 0.

4

1
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Funkcje cyklometryczne (kotowe): arcus tangens

(3) Funkcja tg : (—7/2,7/2) — R jest bijekcja. Jej funkcja
odwrotna jest
arctg : R — (—n/2,7/2).
Dla x € (—7/2,7/2) i y € R mamy
x=arctgy <+— y=1tgx.

6

6
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Funkcje cyklometryczne (kotowe): arcus tangens

(3) Funkcja tg : (—7/2,7/2) — R jest bijekcja. Jej funkcja
odwrotna jest

arctg : R — (—n/2,7/2).
Dla x € (—7/2,7/2) i y € R mamy

x=arctgy <+— y=1tgx.

6

6

W. Domitrz Ciagi liczbowe



Funkcje cyklometryczne (kotowe): arcus cotangens

(4) Funkcja cotangens jest okreslona wzorem

ctgx = = x € R\ {km: k € Z}.

W. Domitrz Ciagi liczbowe



Funkcje cyklometryczne (kotowe): arcus cotangens

(4) Funkcja cotangens jest okreslona wzorem

ctgx = = x € R\ {km: k € Z}.
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Funkcje cyklometryczne (kotowe): arcus cotangens

(4) Funkcja ctg : (0,7) — R jest bijekcja. Jej funkcja odwrotng jest
arcctg : R — (0, 7).
Dla x € (0,7) i y € R mamy

X =arcctgy <— y =-ctgx.

6

6L
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Funkcje cyklometryczne (kotowe): arcus cotangens

(4) Funkcja ctg : (0,7) — R jest bijekcja. Jej funkcja odwrotng jest
arcctg : R — (0, 7).
Dla x € (0,7) i y € R mamy

X =arcctgy <— y =-ctgx.

6
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Funkcje cyklometryczne (kotowe): arcus cotangens

(4) Funkcja ctg : (0,7) — R jest bijekcja. Jej funkcja odwrotng jest
arcctg : R — (0, 7).
Dla x € (0,7) i y € R mamy

X =arcctgy <— y =-ctgx.

6

6L
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Przyktad:
Wyznaczy¢ funkcje odwrotng do bijekcji

f:[r/2,37/2] — [-1,1], f(x) =sinx.
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Przyktad:
Wyznaczy¢ funkcje odwrotng do bijekcji

f:[r/2,37/2] — [-1,1], f(x) =sinx.

W. Domitrz Ciagi liczbowe



Wyznaczy¢ funkcje odwrotna do bijekcji f : [7/2,37/2] — [-1,1],
f(x) =sinx.
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Wyznaczy¢ funkcje odwrotna do bijekcji f : [7/2,37/2] — [-1,1],
f(x) =sinx.

Niech y =sinxit=x—m € [-7/2,7/2].

y =sin(t+ ) = —sint.
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Wyznaczy¢ funkcje odwrotna do bijekcji f : [7/2,37/2] — [-1,1],
f(x) =sinx.

Niech y =sinxit=x—m € [-7/2,7/2].
y =sin(t+ ) = —sint.

Stad t = arcsin(—y) = —arcsin y, wiec

f1:[-1,1] — [7/2,37/2], f~1(y) =7 —arcsiny.
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Funkcja f : D — R, gdzie D C R, jest nieparzysta, jesli jej
dziedzina jest symetryczna wzgledem zera, tzn. x € D = —x € D,
oraz

Vx €D f(—x)=—f(x).
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Funkcja f : D — R, gdzie D C R, jest nieparzysta, jesli jej
dziedzina jest symetryczna wzgledem zera, tzn. x € D = —x € D,
oraz

Vx €D f(—x)=—f(x).

Uwaga: wykres funkcji nieparzystej jest symetryczny wzgledem
punktu (0,0).

W L = Ty, zv‘ 3
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Funkcja f : D — R, gdzie D C R, jest parzysta, jesli jej dziedzina
jest symetryczna wzgledem zera, tzn. x € D = —x € D, oraz

Vx €D f(—x)=f(x).
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Funkcja f : D — R, gdzie D C R, jest parzysta, jesli jej dziedzina
jest symetryczna wzgledem zera, tzn. x € D = —x € D, oraz

Vx €D f(—x)=f(x).

Uwaga: wykres funkcji parzystej jest symetryczny wzgledem osi
oy.

]
]
1
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Przyktady (dla n € N):

(1) Funkcje x2", |x|, cos x oraz x2"+1

sin x s3 parzyste.
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Przyktady (dla n € N):

(1) Funkcje x2", |x|, cos x oraz x
(2) Funkcje x>™*1, sin x, tg x oraz x
swoich naturalnych dziedzinach.

2n+1
2

sin x s3 parzyste.
"sin x s3 nieparzyste na
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Przyktady (dla n € N):

(1) Funkcje x2", |x|, cos x oraz x
(2) Funkcje x>™*1, sin x, tg x oraz x
swoich naturalnych dziedzinach.

2n+1
2

sin x s3 parzyste.
"sin x s3 nieparzyste na

Stwierdzenie
Na wspdlnej dziedzinie symetrycznej wzgledem zera:

@ iloczyn dwdch funkcji parzystych jest parzysty;
@ iloczyn dwdch funkcji nieparzystych jest parzysty;

@ iloczyn funkcji parzystej i nieparzystej jest nieparzysty.
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Ciagi liczbowe
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Ciagi liczbowe

Ciag liczbowy to funkcja f : N — R. Jej wartosci zapisujemy jako
f(n) = ap.

Oznaczenie: (a,) = (a1,a2,...,an,...).

an — n-ty wyraz ciagu.
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Ciagi liczbowe

Ciag liczbowy to funkcja f : N — R. Jej wartosci zapisujemy jako
f(n) = ap.

Oznaczenie: (a,) = (a1, a2, -, an,-..).

an — n-ty wyraz ciagu.

Przyktady (gdzie a, r,q € R):

(1) Ciag arytmetyczny: a, = a+ (n—1)r; apy1 —an=r.

(2) Ciag geometryczny: a; = a, an41 = qa,. Dla n > 2 mamy
a, =aq" 1. Jedli a, #0, to a,y1/an = q.

(3) Ciag harmoniczny: a, = 1/n.

(4) a,=(1+1/n)".
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Wykresy ciaggéw liczbowych: ciag arytmetyczny

=7 1
o= (-F-p-boddindn)
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Wykresy ciaggéw liczbowych: cigg geometryczny
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Wykresy ciagéw liczbowych: ciag harmoniczny
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Wykresy ciaggéw liczbowych
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Wykresy ciggéw liczbowych

ap = 3+ sin(100n).
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Wykresy ciagéw liczbowych

1
ap =3+ - sin(100n).
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Ciag (an) jest zbiezny do granicy g € R, jedli

Ve>0 3dn.eN VneN (n>n. = |a,—g|<e).

Zapisujemy wtedy nILrgo an=2g.
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Ciag (an) jest zbiezny do granicy g € R, jedli

Ve>0 3dn.eN VneN (n>n. = |a,—g|<e).

Zapisujemy wtedy nILngo an=4g.

20
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Ciag (an) jest zbiezny do granicy g € R, jedli

Ve>0 3dn.eN VneN (n>n. = |a,—g|<e).

Zapisujemy wtedy nILngo an=4g.
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Ciag (an) jest zbiezny do granicy g € R, jedli

Ve>0 3dn.eN VneN (n>n. = |a,—g|<e).

Zapisujemy wtedy nILngo an=4g.
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Warunek Cauchy'ego

Ciag liczb rzeczywistych (aj,) jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy
Ve>0 dn.eN VnmeN

(n>n. A m>n;) = |a,— am| <e.

0.0 [ n n n n 1 n n n n 1 n n n n 1 n n n n 1
10 20 30 40
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Ciag (an) jest zbiezny do granicy g € R, jesli

Ve>0 3dn.eN VneN (n>n. = |a,—g|<e).

Zapisujemy wtedy n|l_>r‘r;o an=g.
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Ciag (an) jest zbiezny do granicy g € R, jesli

Ve>0 3dn.eN VneN (n>n. = |a,—g|<e).

Zapisujemy wtedy n|l_>r‘r;o an=g.

Przyktady:
(1) Jedli a, = ¢ € R dla kazdego n € N, to lim,_, o, a, = ¢, poniewaz
|a, — ¢| =0 < ¢ dla kazdego ¢ > 0 i kazdego n € N.
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Ciag (an) jest zbiezny do granicy g € R, jesli

Ve>0 3dn.eN VneN (n>n. = |a,—g|<e).

Zapisujemy wtedy nI|_>nr;o an=g.

Przyktady:
(1) Jedli a, = ¢ € R dla kazdego n € N, to lim,_, o, a, = ¢, poniewaz
|an — c| =0 < ¢ dla kazdego € > 0 i kazdego n € N.
1
(2) lim = =0, poniewaz dlaec >0

n—oo N

1
——0l<e <= n>
n

- .

Wystarczy przyjaé n. = [1/¢].
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Ciag (an) jest zbiezny do granicy g € R, jesli

Ve>0 3dn.eN VneN (n>n. = |a,—g|<e).

Zapisujemy wtedy nI|_>nr;o an=g.

Przyktady:
(1) Jedli a, = ¢ € R dla kazdego n € N, to lim,_, o, a, = ¢, poniewaz
|an — c| =0 < ¢ dla kazdego € > 0 i kazdego n € N.
1
(2) lim = =0, poniewaz dlaec >0

n—oo N

1 ‘ 1
——0l<e <= n>-.
n 1)

Wystarczy przyjaé n. = [1/¢].
1
(3) Podobnie dla kazdego a > 0 mamy lim — =0.

n—oo0 n?
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Stwierdzenie

Dla kazdego a > 0 zachodzi lim /a = 1.
n— 00

Dowéd. Ustalmy € > 0.
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Stwierdzenie

Dla kazdego a > 0 zachodzi lim /a = 1.
n— 00

Dowéd. Ustalmy € > 0.
Dla a =1 ciag jest staty.
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Stwierdzenie

Dla kazdego a > 0 zachodzi lim /a = 1.
n— 00

Dowéd. Ustalmy € > 0.
Dla a =1 ciag jest staty.
Dla a > 1 mamy

1
1/n<1_|_5 < n>m.
a

vVa—-1ll<e < a

Wystarczy przyja¢ n. = [1/log,(1 + €)].
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Stwierdzenie

Dla kazdego a > 0 zachodzi lim /a = 1.
n—o00

Dowéd. Ustalmy € > 0.
Dla a =1 ciag jest staty.
Dla a > 1 mamy

1
1/n<1_|_5 <~ n>m.
a

vVa—-1ll<e < a

Wystarczy przyja¢ n. = [1/log,(1 + €)].
Dla0 < a<1lie>1nierbwnos¢ |v/a — 1| < e zachodzi dla kazdego
neN. Jedlio<e <1, to

1
Wa—1<e = 1-e<a/" &= n> ———.
log,(1 —¢)
W tym przypadku mozna przyjaé¢ n. = [1/log,(1 — ¢)]. O
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Ciag (an) jest ograniczony z gory, jesli

IMeR VneN a,< M.

Kazde takie M nazywamy gdérnym ograniczeniem ciggu. Dla ciggu
ograniczonego z gory kres gérny sup{a, : n € N} jest
najmniejszym gérnym ograniczeniem.
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Ciag (an) jest ograniczony z gory, jesli

IMeR VneN a,< M.

Kazde takie M nazywamy gdérnym ograniczeniem ciggu. Dla ciggu
ograniczonego z gory kres gérny sup{a, : n € N} jest
najmniejszym gérnym ograniczeniem.

Ciag (an) jest ograniczony z dotu, jesli

dneR VneN a,>m.

Kazde takie m nazywamy dolnym ograniczeniem ciggu. Dla ciggu
ograniczonego z dotu kres dolny inf{a, : n € N} jest najwiekszym
dolnym ograniczeniem.
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Ciag (an) jest ograniczony z gory, jesli

IMeR VneN a,< M.

Kazde takie M nazywamy gdérnym ograniczeniem ciggu. Dla ciggu
ograniczonego z gory kres gérny sup{a, : n € N} jest
najmniejszym gérnym ograniczeniem.

Ciag (an) jest ograniczony z dotu, jesli

dneR VneN a,>m.

Kazde takie m nazywamy dolnym ograniczeniem ciggu. Dla ciggu
ograniczonego z dotu kres dolny inf{a, : n € N} jest najwiekszym
dolnym ograniczeniem.

Ciag jest ograniczony, jesli jest ograniczony z gory i z dotu, czyli

gdy IM >0Vne N |a,| < M.
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Kazdy ciag zbiezny jest ograniczony.
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Kazdy ciag zbiezny jest ograniczony.

lim a,=0 <= lim |as| =0.
n—o0 n—o00
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Kazdy ciag zbiezny jest ograniczony.
lim a,=0 <= lim |as| =0.
n—o00

n—o0

Dla g € R:

fim =g = Jim o= Igl
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Twierdzenie o dziataniach na granicach ciggéw

Niech lim, 00 an = ai limp_ o0 by = b, gdzie a, b € R, oraz niech
c € R. Wtedy

lim (an + by) = a £ b,

n—o0

nIi_)ngo(a,,b,,) = ab,

nll_)ngo(ca,,) = ca.

Jesli ponadto b # 0, to b, # 0 od pewnego miejsca oraz

lim 2 _ 2

L5 =5
lloraz rozpatrujemy dla tych dostatecznie duzych indekséw, dla
ktérych jest okreslony.
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Dowéd twierdzenia o granicy iloczynu.
Ciag (a,) jest zbiezny, wiec istnieje M > 0 takie, ze |a,| < M dla
kazdego n € N.
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Dowéd twierdzenia o granicy iloczynu.

Ciag (a,) jest zbiezny, wiec istnieje M > 0 takie, ze |a,| < M dla
kazdego n € N. Dla danego ¢ > 0 przyjmijmy 6 =¢/(M + |b|) > 0. Ze
zbieznodci istniejg Ni, N, € N takie, ze

n> Ny =|a, —al <4, n> Ny = |b, — b| < 4.
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Dowéd twierdzenia o granicy iloczynu.

Ciag (a,) jest zbiezny, wiec istnieje M > 0 takie, ze |a,| < M dla
kazdego n € N. Dla danego ¢ > 0 przyjmijmy 6 =¢/(M + |b|) > 0. Ze
zbieznodci istniejg Ni, N, € N takie, ze

n> Ny =|a, —al <4, n> Ny = |b, — b| < 4.
Dla n > max{Ny, N»} otrzymujemy

|anbn, — ab| = |an(b, — b) + b(a, — a)|
< Mlb, — b| + (] 2y — |
<(M+1b))d=e. O
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Dowéd twierdzenia o granicy iloczynu.

Ciag (a,) jest zbiezny, wiec istnieje M > 0 takie, ze |a,| < M dla
kazdego n € N. Dla danego ¢ > 0 przyjmijmy 6 =¢/(M + |b|) > 0. Ze
zbieznodci istniejg Ni, N, € N takie, ze

n> Ny =|a, —al <4, n> Ny = |b, — b| < 4.
Dla n > max{Ny, N»} otrzymujemy

|anbn, — ab| = |an(b, — b) + b(a, — a)|
< Mlb, — b| + (] 2y — |
<(M+1b))d=e. O
Przykfad:

3 —n+4 . 3—1/n2—i—4/n3 3
im ————m = |lim ———— = =,
n—oco 5n3 —2n n—o0 5— 2/n2 5
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Twierdzenie o trzech ciagach

Jesli dla pewnego ng € N i kazdego n > ng zachodzi a, < ¢, < b,
oraz

lim a, = lim b, =g € R,

n—o00 n—00

to lim ¢, =g.
n—)OOn g
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Twierdzenie o trzech ciagach

Jesli dla pewnego ng € N i kazdego n > ng zachodzi a, < ¢, < b,
oraz
lim a, = lim b, =g € R,
n—o00 n—00

to lim ¢, =g.
n—)OOn g

Przyktad (1): obliczyé nlrgo V2M 430 + 40,
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Twierdzenie o trzech ciagach

Jesli dla pewnego ng € N i kazdego n > ng zachodzi a, < ¢, < b,
oraz

lim a, = lim b, =g € R,
n—o0 n—o0

to lim ¢, =g.
n—)oon g

Przyktad (1): obliczyé nlrgo V2M 430 + 40,

4= /40 < 27430 440 < /340 = 4/3.
Poniewaz /3 — 1, oba skrajne ciagi maja granice 4. Zatem

lim /27 + 30 440 =4,
n—00
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Przyktad (2): lim v/n=1.
n— 00
Wykazemy, ze dla kazdego n € N

0<V/n—-1<

s
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Przyktad (2): lim v/n=1.
n—o0
Wykazemy, ze dla kazdego n € N
2
v
Dowdéd. Dla n =1 nieréwno$¢ jest oczywista. Niech n > 2 i
an=+/n—12>0.Z dwumianu Newtona:

" -1
n_(1+an)"—Z(:>a,’§Zl+(g)a,z,—1+n(nz)a,2,.

k=0

0<V/n—-1<
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Przyktad (2): lim v/n=1.
n—o0
Wykazemy, ze dla kazdego n € N
2
v
Dowdéd. Dla n =1 nieréwno$¢ jest oczywista. Niech n > 2 i
an=+/n—12>0.Z dwumianu Newtona:

" -1
n_(1+an)"—Z(:>a,’§Zl+(g)a,z,—1+n(nz)a,2,.

k=0

0<V/n—-1<

Poniewaz n — 1 > 0, otrzymujemy

n_lzwa2

2
5 s = a,<

Stad 0 < a, < /2/n<2/y/n. O
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Przyktad (2): lim v/n=1.
n—o0
Wykazemy, ze dla kazdego n € N
2
v
Dowdéd. Dla n =1 nieréwno$¢ jest oczywista. Niech n > 2 i
an=+/n—12>0.Z dwumianu Newtona:

= -1
n_(1+an)"—Z(:>a§21+(g)a,z,_1+'7('72)a§.

k=0

0<V/n—-1<

Poniewaz n — 1 > 0, otrzymujemy

n_lzwa2 e a,21

<
2 " -

Stad 0 < a, < /2/n<2/y/n. O
Z twierdzenia o trzech ciagach wynika, ze v/n—1 — 0, czyli v/n — 1.
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Jedli a, — 0 ciag (bs) jest ograniczony, to a,b, — 0.
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Jedli a, — 0 ciag (bs) jest ograniczony, to a,b, — 0.

Przyktady:

. sinn
() Jim, =

(2) lim V/n?+10n=1. Dla n > 1 mamy
n—oo

(¥/n)? < V/n? 4+ 10n < V11 (¢/n)>.

Oba skrajne ciagi maja granice 1. Wynik otrzymujemy z
twierdzenia o dziataniach na granicach i twierdzenia o trzech
ciagach.

=0, poniewaz 1/n — 0 i |sinn| < 1.

W. Domitrz Ciagi liczbowe



Definicja (granica niewfasciwa)

Ciag (an) jest rozbiezny do +o0, co zapisujemy jako
lim, o0 an = +00, jesli

VMeR dnyeN VneN (n>ny=a,>M).

5000
s000f
3000}
2000}
1000

20 40 60 80 100
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Definicja (granica niewfasciwa)

Ciag (an) jest rozbiezny do +o0, co zapisujemy jako
lim, o0 an = +00, jesli

VMeR dnyeN VneN (n>ny=a,>M).

5000
s000f
3000}
2000 : ..."‘.oll..
1000

20 40 60 80 100
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Definicja (granica niewfasciwa)

Ciag (an) jest rozbiezny do +o0, co zapisujemy jako
lim, o0 an = +00, jesli

VMeR dnyeN VneN (n>ny=a,>M).

5000
4000 F
3000 —
2000 - -
1000

1 n n n 1 n n n 1 n n n 1

20 40 60 80 100
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Definicja (granice niewtasciwe)

Ciag (a,) jest rozbiezny do +o00, czyli lim,_ o0 an = +00, jesli
VMeR dnyeN VneN (n>ny=a,>M).

Ciag (a,) jest rozbiezny do —oo, czyli lim,_, o a, = —00, jesli

VmeR 3dn,eN VneN (n>n,=a,<m).
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Definicja (granice niewtasciwe)

Ciag (a,) jest rozbiezny do +o00, czyli lim,_ o0 an = +00, jesli
VMeR dnyeN VneN (n>ny=a,>M).
Ciag (a,) jest rozbiezny do —oo, czyli lim,_, o a, = —00, jesli

VmeR 3dn,eN VneN (n>n,=a,<m).

Przyktad (1): dla a > 1 zachodzi lim log, n = +o0.
n—o0
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Definicja (granice niewtasciwe)

Ciag (a,) jest rozbiezny do +o00, czyli lim,_ o0 an = +00, jesli
VMeR dnyeN VneN (n>ny=a,>M).
Ciag (a,) jest rozbiezny do —oo, czyli lim,_, o a, = —00, jesli

VmeR 3dn,eN VneN (n>n,=a,<m).

Przyktad (1): dla a > 1 zachodzi lim log, n = +o0.
n—o0
log,n>M <= n>a".

W definicji wystarczy przyjaé ny = [aM].
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Przyktad (2): dla 0 < a < 1 zachodzi lim log,n = —oc.
n— 00

m

log,n<m <<= n>a".

W definicji wystarczy przyjaé n, = [a™].
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Przyktad (2): dla 0 < a < 1 zachodzi lim log,n = —oc.
n— 00

log,n<m <= n>a".

W definicji wystarczy przyjaé n, = [a™].

Uwagi:

(1) Jesli a, — 400 lub a, — —o0, to od pewnego miejsca a, # 0 i
1/a, — 0.
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Przyktad (2): dla 0 < a < 1 zachodzi lim log,n = —oc.
n— 00

m

log,n<m <<= n>a".

W definicji wystarczy przyjaé n, = [a™].
Uwagi:
(1) Jesli a, — 400 lub a, — —o0, to od pewnego miejsca a, # 0 i
1/a, — 0.
(2) Zachodza nastepujace reguty:

a, > +o0, by >+ = a,+ b, > 400, a,b, = +oo,

a, = —o0, b, > —00 a,+ b, -+ —o0, apb, = +o0,

a, = +oo, b, > — a, — b, —» +o0, apb, » —o0,

Gy

a, — —oo, b, — +00 a, — b, - —o0, apb, = —cc.
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(3) Symbole nieoznaczone to:

oo 0

=, =, 0-00, o©—o00, oo 1% 0°

0
Sam symbol nie rozstrzyga o istnieniu ani o wartosci granicy; wynik
zalezy od konkretnych ciagéw. W wyrazeniach potegowych
zaktadamy dodatnio$¢ podstaw od pewnego miejsca.
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(3) Symbole nieoznaczone to:

o 0
=, =, 0-00, o©—o00, oo 1% 0°

)

00 0’

Sam symbol nie rozstrzyga o istnieniu ani o wartosci granicy; wynik
zalezy od konkretnych ciagéw. W wyrazeniach potegowych
zaktadamy dodatnio$¢ podstaw od pewnego miejsca.

Przyktady dla symbolu 0 - co:

1

lim ( . n) =1,
n—oo \ n
1

lim <2 . n) =0,
n—oo \ n

[im [ —-n°| = +o0.
n—oo \ n
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Ciag (an) nazywamy:
@ rosngcym (Sciéle rosnacym), jesli Vn € N apy1 > ap;
@ niemalejagcym, jesliVn € N a1 > ap;
e malejacym (Scisle malejacym), jesli Vn € N ap11 < ap;
@ nierosnacym, jesli Vn € N ap1 < a,.

Ciag jest monotoniczny, gdy jest niemalejacy lub nierosnacy.
Ciag jest Scisle monotoniczny, gdy jest rosnacy lub malejacy.
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Przyktady:
(1) Ciag an = 1/n jest malejacy, poniewaz 1/(n+1) < 1/n dla
kazdego n € N. Réwnowaznie, gdyz a, > 0,

dn+1 n

= < 1.
an n+1
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Przyktady:
(1) Ciag an = 1/n jest malejacy, poniewaz 1/(n+1) < 1/n dla
kazdego n € N. Réwnowaznie, gdyz a, > 0,

dn+1 n

= < 1.
an n+1

(2) Ciag arytmetyczny jest rosnacy, gdy r > 0, poniewaz

any1—an=r>0 << apy1 > an.
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Przyktady:
(1) Ciag an = 1/n jest malejacy, poniewaz 1/(n+1) < 1/n dla
kazdego n € N. Réwnowaznie, gdyz a, > 0,

dn+1 n

= < 1.
an n+1

(2) Ciag arytmetyczny jest rosnacy, gdy r > 0, poniewaz
any1—an=r>0 << apy1 > an.

(3) Ciag a, = 3"/n! jest malejacy od trzeciego wyrazu, poniewaz
ap > 0 oraz

ant1 3"t nl 3

an (n+1)! 37 n+1

1 (n>3).
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Jesli (ny) jest Scisle rosnacym ciagiem liczb naturalnych, to ciag

(ank) = (anu anz’ an37 0o )

nazywamy podciagiem ciagu (ap).
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Jesli (ny) jest Scisle rosnacym ciagiem liczb naturalnych, to ciag
(ank) = (anu 8,,2, 3,,3, 0o )

nazywamy podciagiem ciagu (ap).

Twierdzenie
Jedli ciag (a,) ma granice wtasciwa lub niewtasciwa, to kazdy jego
podciag (an, ) ma te sama granice:

lim a, = lim a,.
k—00 n—-00

.

W. Domitrz Ciagi liczbowe



Przyktad: ciag a, = (—1)" nie ma granicy, poniewaz ay, = 1 i
axk—1 = —1, wiec ma podciagi o réznych granicach.
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Przyktad: ciag a, = (—1)" nie ma granicy, poniewaz ay, = 1 i
axk—1 = —1, wiec ma podciagi o réznych granicach.

Twierdzenie o ciaggach monotonicznych

Ciag monotoniczny od pewnego miejsca i ograniczony jest zbiezny.
Wystarczy, aby byt od pewnego miejsca niemalejacy i ograniczony z géry
albo nierosnacy i ograniczony z dotu.

Przyktad (1): ciag a, = 3"/n! jest malejacy od trzeciego wyrazu i
ograniczony z dotu przez 0, zatem jest zbiezny.

n
dJgeR lim —=g.

n—oo N!

Pokazemy, ze g = 0.
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Dla a, = 3"/n! mamy ap+1 = P 1a,7 oraz

limp—oo @n = liMmp—00 any1 = g. Zatem

. . 3
g= nll—>rgoan+1 o n|l_>l’20 (n—|-]_an>

3 . o
- (nl|—>n<1>on+]_) <n||—>n<1>oan> =0-g=0.
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Dla a, = 3"/n! mamy ap+1 = P 1a,7 oraz

limp—oo @n = liMmp—00 any1 = g. Zatem

. _ 3
g:nll—>rgoan+1:nll—>rgo(n—|—]_an>
3 . B
= (Jim 77) (i o) =0-5 =0

(2) Wykazemy, ze ciag a, = (1 +1/n)" jest rosnacy i ograniczony,
a zatem zbiezny.
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Dla a, = 3"/n! mamy ap+1 = P 1a,7 oraz

limp—oo @n = liMmp—00 any1 = g. Zatem

. . 3
g= n||—>r20an+1 o n|l_>l’20 (n—|-]_an>

. 3 ,
- (nll—?;onJr]_) <n||—>n<1>oan> =0-g=0.

(2) Wykazemy, ze ciag a, = (1 +1/n)" jest rosnacy i ograniczony,
a zatem zbiezny.

Liczba e — podstawa logarytmu naturalnego

1 n
e= lim (1 + —) ~ 2,71828.
n

n—o0

Dla a > 0 stosujemy oznaczenie In a = log, a.
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Nieréwnos¢ Bernoulliego

Twierdzenie

Dla kazdego a > —1 i kazdego n € N zachodzi nieréwnosc¢

(1+a)">1+ na.

Dowdd indukcyjny. Dla n =1 zachodzi réwnos¢.

W. Domitrz Ciagi liczbowe



Nieréwnos¢ Bernoulliego

Twierdzenie

Dla kazdego a > —1 i kazdego n € N zachodzi nieréwnosc¢

(1+a)">1+ na.

Dowdd indukcyjny. Dla n =1 zachodzi réwnos¢.
Zatézmy, ze (14 a)" > 1+ na dla pewnego n € N. Poniewaz 1+ a > 0,
mozemy pomnozy¢ obie strony przez 1 + a:

(1+a)"™ > (1+a)(1+ na)
=1+ (n+1)a+ na’
>1+(n+1)a.

To konczy dowdd, réwniez dla a = —1. O
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(2) Niech a, = (1 +1/n)". Wykazemy, ze a,.1 > a, oraz a, < 3 dla
kazdego n € N.
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(2) Niech a, = (1 +1/n)". Wykazemy, ze a,.1 > a, oraz a, < 3 dla
kazdego n € N.

Poniewaz a, > 0, nieréwno$¢ a,1 > a, jest rbwnowazna ap1/a, > 1. Z
nieréwnosci Bernoulliego otrzymujemy

n+1
n+2 n "
3n+1_("11) n+2<n2+2n> _n+2<(n+1)2—1) _

an (=" a+1\(n+1)2)  n+1\ (n+1)
:n—|—2 1 1 Zn—|—2 1_ n
n+1 (n+1)2 n+1 (n+1)2
3 2 3
_ n°+3n +3n+2:(n+1)+1:1Jr 1 o1
(n+1)3 (n+1)3 (n+1)3

Ciag (a,) jest wiec rosnacy.
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Aby wykazaé ograniczono$¢ ciagu a, = (1 + 1/n)", zauwazmy, ze dla

1<k<n
n\ 1 n! 1(n—k+1)(n—k+2)---(n—1)n
k) nk  kl(n—k)Ink — k! nk

1 k—1 k—2 1 1 1
— = (1= 1— (1o 1< 2 <
k!( n )( n ) ( n) =kl T 2k1

poniewaz k! > 2¥~1 dla kazdego k > 1.
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Aby wykazaé ograniczono$¢ ciagu a, = (1 + 1/n)", zauwazmy, ze dla

1<k<n
n\ 1 n! 1(n—k+1)(n—k+2)---(n—1)n
k) nk  kl(n—k)Ink — k! nk

1 k—1 k—2 1 1 1
— = (1= 1 (1)1 =< ——
k!( n )( n ) ( n) =kl T 2k1

poniewaz k! > 2k=1 dla kazdego k > 1. Z dwumianu Newtona i wzoru na
sume ciggu geometrycznego wynika, ze

CHEAAIORESANE

k=0

k=1
~ 1 1-(1/2)" -
< +;2k_1 T =3 <3

Ciag (a,) jest rosnacy i ograniczony, zatem jest zbiezny.
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Jedli x, — +o0o lub x,, — —o0, to

1\
lim (1 + —) =e.
n—00 Xn

Wyrazenie jest okreSlone dla dostatecznie duzych n: wtedy x, # 0 i
1+1/x,>0.
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Przyktad. Niech n > 2

Wtedy
i A A Gk VS Gt ) A S U R A
n?+1 N n?+1 B n”+1
- Cni1)(—nt1)

- 1 2n+1 - 1 i,,trl e B 1 Xp Yn
=1+ = = (1t == =\ :

—n+1 —n+1
gdzie

n?+1 (=n+1)(2n+1)
n = — 5 n = _> _2.
A A—— e Y nP+1

Zatem, korzystajac z ciggtosci potegowania przy dodatniej podstawie,
2 2n+1 Xp Yn
— 2 1
lim <r72n+> = lim Kl + ) } =e 2
n— o0 n?+1 n— o0 Xn

W. Domitrz Ciagi liczbowe



Uzupetnienie — symbol i dwumian Newtona

Dla n,k e NU{0} i 0 < k < n definiujemy

(

gdzie0!=1,a kl=1-2.--kdla k > 1.
Dla a,b € R i ne NU{0} zachodzi

(a+b)" = En: (Z) a"kpk.

k=0

W tym wzorze potege o wyktadniku O przyjmujemy réwna 1.
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Uzupetnienie — symbol i dwumian Newtona

Dla n,k e NU{0} i 0 < k < n definiujemy

(

gdzie0!=1,a kl=1-2.--kdla k > 1.
Dla a,b € R i ne NU{0} zachodzi

(a+b)" = En: (Z) a"kpk.

k=0

W tym wzorze potege o wyktadniku O przyjmujemy réwna 1.

Wtasnosci:

<Z>:<nnk> (0 < k < n), (g)z(z):
<Z>+(k:1>_<211> (0<k<n).
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Wykazaé, ze dla o € (—7/2,0) U (0, 7/2), mierzonego w
radianach, zachodzg nieréwnosci:

sin
(a) cosa < % <1,

(b) cosa >1—|al.
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(a) Dla 0 < a < 7/2 rozwazmy wycinek kota o $rodku O, promieniu
r > 0 i kacie ZAOB = «. Niech C bedzie punktem przeciecia potprostej
OB ze styczng w punkcie A, a D — rzutem prostopadtym B na OA.

Mamy |OA| = |OB| =r, |BD| = rsina i |AC| = rtg . Poréwnujac pola
tréjkatéw OAB, OAC i wycinka kofa, otrzymujemy

PaoaB < Puycinka 048 < Proac,

1 1 1
§r2 sina < Erzoz < §r2 tga.
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(a) Dla 0 < « < /2 z poprzednich nieréwnosci wynika, ze
. sin o . sin o
sina<a< ——, czyli cosa< — < 1.
cos a
Jedli —1/2 << 0, to 0 < —a < /2, zatem

sin(—a)

cos(—a) < < 1.

—Q

Z parzystosci cosinusa i nieparzystosci sinusa otrzymujemy
cosa < sina/a < 1 takze dla ujemnych a.
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(a) Dla 0 < « < /2 z poprzednich nieréwnosci wynika, ze
. sin o . sin o
sina<a< ——, czyli cosa< — < 1.
cos a

Jedli —1/2 << 0, to 0 < —a < /2, zatem

sin(—a)

cos(—a) < < 1.

—a
Z parzystosci cosinusa i nieparzystosci sinusa otrzymujemy
cosa < sina/a < 1 takze dla ujemnych a.
(b) Korzystajac z (a) dla |«|/2, uzyskujemy |sin(a/2)] < |a|/2. Wobec

tego
0§17cosa:2sin2%
e’ ||
<2‘ f‘<2.7: .
< sm2 < 5 |a]
Stad cosar > 1 — |a. O
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