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Ekstrema funkcji n - zmiennych

Niech a, x ∈ Rn, d(x , a) =
√∑n

i=1(xi − ai )2. Sa̧siedztwo a to
zbiór S(a, δ) = B(a, δ) \ {a} = {x ∈ Rn|0 < d(x , a) < δ}.

Definicja

Niech D ⊂ Rn.
Funkcja f : D → R ma w punkcie a ∈ D maksimum lokalne, jeśli

∃ δ > 0 ∀ x ∈ S(a, δ) ∩ D f (x) ⩽ f (a).

Funkcja f : D → R ma w punkcie a ∈ D minimum lokalne, jeśli

∃ δ > 0 ∀ x ∈ S(a, δ) ∩ D f (x) ⩾ f (a).

Maksima i minima funkcji nazywamy ekstremami funkcji. Jeśli w
definicji zamiast nierówności ⩽ (⩾) spe lnione sa̧ nierówności
< (>), to ekstrema nazywamy w laściwymi, w przeciwnym
przypadku ekstrema sa̧ niew laściwe. W obu sytuacjach sa̧ to
ekstrema lokalne.
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definicji zamiast nierówności ⩽ (⩾) spe lnione sa̧ nierówności
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Ekstrema funkcji n - zmiennych

Niech a, x ∈ Rn, d(x , a) =
√∑n

i=1(xi − ai )2. Sa̧siedztwo a to
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Maximum

f (x , y) = −(x − 1)2 − (y + 2)2

ma maximum w laściwe w punkcie (1,−2) równe f (1,−2) = 0.
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Minimum

f (x , y) =

√
x2 +

y 2

9

ma minimum w laściwe w punkcie (0, 0) równe f (0, 0) = 0.
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Minimum niew laściwe

f (x , y) = x2 ma minimum w punkcie (0, 0) równe f (0, 0) = 0. Jest
to minimum niew laściwe, bo f (0, 0) = f (0, y) dla każdego y ∈ R.
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Warunek konieczny istnienia ekstremum

Niech D ⊂ Rn.

Twierdzenie

Jeśli funkcja f : D → R ma w punkcie a ekstremum lokalne i
pochodna kierunkowa w a w kierunku wektora v istnieje, to
df
dv (a) = 0. W szczególności jeśli istnieja̧ pochodne cza̧stkowe w a
to zeruja̧ siȩ w a.

Dowód: Pochodna kierunkowa w a w kierunku wektora v to
pochodna w 0 funkcji jednej zmiennej g(t) = f (a + tv).
Jeżeli funkcja f ma ekstremum lokalne w a to funkcja g ma
ekstremu lokalne w 0 (g(0) = f (a)).
Sta̧d z Lematu Fermata (twierdzenie o znikaniu pochodnej funkcji
(jednej zmiennej) w ekstremach) otrzymujemy df

dv (a) = g ′(0) = 0.
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dv (a) = 0. W szczególności jeśli istnieja̧ pochodne cza̧stkowe w a
to zeruja̧ siȩ w a.
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W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Funkcje wielu zmiennych czȩść 3



Punkty stacionarne (krytyczne)

Definicja

Punkt a ∈ D nazywamy punktem stacjonarnym lub krytycznym
funkcji f jeżeli fxi (a) = 0 dla i = 1, · · · , n.

(1) Funkcja f (x , y) = x5 + 3x + y 3 + cos x − cos y
nie ma ekstremów, bo 5x4 + 3 ≥ 3, − sin x + sin y ≥ −2,
fx(x , y) = 5x4 + 3 − sin x + sin y ≥ 1 dla każdego (x , y) ∈ R2.

(2) z(x , y) = x2 + y 2 − 2x + 4y + 5{
zx = 2x − 2 = 0
zy = 2y + 4 = 0

⇒
{

x = 1
y = −2

Punkt (1,−2) jest punktem krytycznym funkcji z oraz
z(1,−2) = 0.
z(x , y) = (x − 1)2 + (y + 2)2 ≥ 0
Funkcja z ma minimum w (1,−2).
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Uwaga: Warunek konieczny z twierdzenia nie jest warunkiem
wystarczaja̧cym na ekstremum. Niech f (x , y) = x2 − y 2.
fx(x , y) = 2x = 0 i fy (x , y) = −2y = 0 ⇐⇒ (x , y) = (0, 0).
Czyli (0, 0) jest punktem stacjonarnym f .
f (x , 0) = x2 i x = 0 jest minimum lokalnym funkcji f (x , 0).
f (0, y) = −y 2 i y = 0 jest maksimum lokalnym funkcji f (0, y).
Sta̧d f (x , y) nie ma ekstremum w (0, 0).
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Wzór Taylora dla funkcji wielu zmiennych

Twierdzenie

Niech D ⊂ Rn, a bȩdzie punktem wewnȩtrznym D i funkcja
f : D → R ma cia̧g le pochodne cza̧stkowe w a do rzȩdu (k + 1).
Wtedy istnieje r > 0 taki, że dla każdego x ∈ B(a, r) ⊂ D istnieje
θ ∈ (0, 1) taka, że

f (x) = f (a) +
k∑

l=1

∑
j1+···+jn=l

∂ l f

∂x
j1
1 ···∂x jnn

(a)

j1! · · · jn!
(x1 − a1)j1 · · · (xn − an)jn

+
∑

j1+···+jn=k+1

∂k+1f

∂x
j1
1 ···∂x jnn

(a + θ(x − a))

j1! · · · jn!
(x1 − a1)j1 · · · (xn − an)jn
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Dowód wzoru Taylora

Niech g(t) = f (a + t(x − a)).

Wtedy funkcja g jest klasy C k+1 w
0 oraz zachodzi
dg
dt (t) =

∑n
i=1

∂f
∂xi

(a + t(x − a))(xi − ai ),
d2g
dt2 (t) =

∑n
i=1

∂2f
∂x2

i
(a + t(x − a))(xi − ai )

2 +

2
∑

i<j
∂2f

∂xi∂xj
(a + t(x − a))(xi − ai )(xj − aj).

Pochodnych mieszanych rzȩdu l daja̧cych wartość równa̧
∂ l f

∂x
j1
1 ···∂x jnn

(a + t(x − a)) jest l!
j1!···jn! , gdzie j1 + · · · + jn = l .

Ogólnie dla l = 1, · · · k, k + 1 zachodzi d lg
dt l

(t) =

l!
∑k

l=1

∑
j1+···+jn=l

∂l f

∂x
j1
1

···∂xjnn
(a+t(x−a))

j1!···jn! (x1 − a1)j1 · · · (xn − an)jn .
Zapisuja̧c wzór Maclaurina dla funkcji g(t) i nastȩpnie
podstawiaja̧c t = 1 otrzymujemy tezȩ twierdzenia.
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W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Funkcje wielu zmiennych czȩść 3
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Zapisuja̧c wzór Maclaurina dla funkcji g(t) i nastȩpnie
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∂2f
∂x2

i
(a + t(x − a))(xi − ai )
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2
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∂2f

∂xi∂xj
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∂ l f

∂x
j1
1 ···∂x jnn

(a + t(x − a)) jest l!
j1!···jn! , gdzie j1 + · · · + jn = l .
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Ogólnie dla l = 1, · · · k, k + 1 zachodzi d lg
dt l

(t) =

l!
∑k

l=1

∑
j1+···+jn=l

∂l f

∂x
j1
1

···∂xjnn
(a+t(x−a))

j1!···jn! (x1 − a1)j1 · · · (xn − an)jn .
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Dowód wzoru Taylora

Niech g(t) = f (a + t(x − a)). Wtedy funkcja g jest klasy C k+1 w
0 oraz zachodzi
dg
dt (t) =

∑n
i=1

∂f
∂xi

(a + t(x − a))(xi − ai ),
d2g
dt2 (t) =

∑n
i=1

∂2f
∂x2

i
(a + t(x − a))(xi − ai )

2 +

2
∑

i<j
∂2f

∂xi∂xj
(a + t(x − a))(xi − ai )(xj − aj).

Pochodnych mieszanych rzȩdu l daja̧cych wartość równa̧
∂ l f

∂x
j1
1 ···∂x jnn

(a + t(x − a)) jest l!
j1!···jn! , gdzie j1 + · · · + jn = l .
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Przyk lad

Zapiszmy wzór Taylora dla funkcji f (x , y) = exp(x2 + y 2) + 1 w
punkcie (0, 0) dla k = 1.

fx(x , y) = 2xexp(x2 + y 2), fy (x , y) = 2yexp(x2 + y 2),
fx(0, 0) = fy (0, 0) = 0.

fxx(x , y) = 2exp(x2 + y 2)(2x2 + 1),fyy (x , y) =
2exp(x2 + y 2)(2y 2 + 1), fxy (x , y) = 4xyexp(x2 + y 2).

f (x , y) = f (0, 0) + fx(0, 0)x + fy (0, 0)y + 1
2 fxx(θx , θy)x2 +

1
2 fyy (θx , θy)y 2 + fxy (θx , θy)xy .

f (x , y) = 2 + exp(θ2(x2 + y 2))(2θ2x2 + 1)x2 + exp(θ2(x2 +
y 2))(2θ2y 2 + 1)y 2 + 4θ2xyexp(θ2(x2 + y 2))xy .

f (x , y) − f (0, 0) = exp(θ2(x2 + y 2))(2θ2x2 + 1)x2 + exp(θ2(x2 +
y 2))(2θ2y 2 + 1)y 2 + 4exp(θ2(x2 + y 2))θ2x2y 2 > 0 dla
(x , y) ̸= (0, 0).
Czyli funkcja f ma minimum w (0, 0) równe f (0, 0) = 2
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W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Funkcje wielu zmiennych czȩść 3
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Przyk lad

f (x , y) = exp(x2 + y 2) + 1
ma minimum w laściwe w punkcie (0, 0) równe f (0, 0) = 2.
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Warunek wystarczaja̧cy istnienia ekstremum (n = 2)

Twierdzenie

Niech D ⊂ R2 i funkcja f : D → R ma cia̧g le pochodne cza̧stkowe
pierwszego i drugiego rzȩdu w (x0, y0), fx(x0, y0) = 0,
fy (x0, y0) = 0. Macierz

Hf (x0, y0) =

(
fxx(x0, y0) fxy (x0, y0)
fyx(x0, y0) fyy (x0, y0)

)
.

nazywamy macirza̧ Hessego funkcji f w pukcie (x0, y0). Wtedy:

(a) jeśli det Hf (x0, y0) > 0, to funkcja f ma w punkcie (x0, y0)
ekstremum i jest to minimum lokalne w laściwe, gdy
fxx(x0, y0) > 0 lub maksimum lokalne w laściwe, gdy
fxx(x0, y0) < 0,

(b) jeśli det Hf (x0, y0) < 0, to funkcja f nie ma ekstremum w
punkcie (x0, y0).

Uwaga: det Hf (x , y) = fxx(x , y) · fyy (x , y) − f 2
xy (x , y)
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Dowód

Za lożenia Tw.: fx(x0, y0) = fy (x0, y0) = 0 oraz det Hf (x0, y0) ̸= 0.

Za lóżmy, że fxx(x0, y0) ̸= 0.
Ze wzoru Taylora dla n = 2 istnieje r > 0 taki, że dla każdego
(x , y) ∈ S((x0, y0), r) ⊂ D

f (x , y)− f (x0, y0) = fxx (a,b)
2 (∆x)2 + fxy (a, b)∆x∆y +

fyy (a,b)
2 (∆y)2.

Wiȩc f (x , y) − f (x0, y0) =
fxx (a,b)

2

(
(∆x)2 + 2

fxy (a,b)
fxx (a,b) ∆x∆y +

fyy (a,b)
fxx (a,b) (∆y)2

)
. Sta̧d

f (x , y) − f (x0, y0) =

fxx (a,b)
2

((
∆x + fxy (a, b) ∆y

fxx (a,b)

)2
+ det Hf (a, b)

(
∆y

fxx (a,b)

)2
)
,(1)

gdzie ∆x = x − x0, ∆y = y − y0, (a, b) = (x0 + t∆x , y0 + t∆y)
dla pewnego t ∈ (0, 1).
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Wiȩc f (x , y) − f (x0, y0) =
fxx (a,b)

2

(
(∆x)2 + 2

fxy (a,b)
fxx (a,b) ∆x∆y +

fyy (a,b)
fxx (a,b) (∆y)2

)
.

Sta̧d

f (x , y) − f (x0, y0) =

fxx (a,b)
2

((
∆x + fxy (a, b) ∆y

fxx (a,b)

)2
+ det Hf (a, b)

(
∆y

fxx (a,b)

)2
)
,(1)

gdzie ∆x = x − x0, ∆y = y − y0, (a, b) = (x0 + t∆x , y0 + t∆y)
dla pewnego t ∈ (0, 1).
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Dowód (a)

Przeprowadzimy teraz dowód przy za lożeniu, że fxx(x0, y0) > 0 i
det Hf (x0, y0) > 0.

Z cia̧g lości pochodnych cza̧stkowych rzȩdu 2 możemy za lożyć, że
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((
∆x + fxy (a, b) ∆y

fxx (a,b)

)2
+ det Hf (a, b)

(
∆y

fxx (a,b)

)2
)
,(2)

otrzymujemy, że f (x , y) − f (x0, y0) > 0 dla każdego
(x , y) ∈ S((x0, y0), r) ⊂ D czyli f ma minimum lokalne w (x0, y0).

Jeżeli fxx(x0, y0) < 0 i det Hf (x0, y0) > 0 to analogicznie z (2)
otrzymujemy, że f (x , y) − f (x0, y0) < 0 z czego wynika, że f ma
maksimum lokalne w (x0, y0).
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Dowód (b)

Za lóżmy, że det Hf (x0, y0) < 0.

Wtedy z cia̧g lości pochodnych
cza̧stkowych mamy det Hf (a, b) < 0.
Jeśli fxx(a, b) ̸= 0 to z (1)

f (x , y) − f (x0, y0) =

fxx (a,b)
2

((
∆x + fxy (a, b) ∆y

fxx (a,b)

)2
+ det Hf (a, b)

(
∆y

fxx (a,b)

)2
)
,(3)

Podstawmy do (3) ∆y = 0 przy za lożeniu, że ∆x ̸= 0.
Wtedy otrzymujemy
f (x , y) − f (x0, y0) = fxx (a,b)

2 (∆x)2.

Nastȩpnie podstawmy ∆x = −fxy (a, b) ∆y
fxx (a,b) przy za lożeniu, że

∆y ̸= 0.

Wtedy f (x , y) − f (x0, y0) = fxx (a,b)
2 det Hf (a, b)

(
∆y

fxx (a,b)

)2
.

Czyli w sa̧siedzwie (x0, y0) wyrażenie f (x , y) − f (x0, y0) zmienia
znak, wiȩc f nie ma ekstremum w (x0, y0).
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W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Funkcje wielu zmiennych czȩść 3
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Wtedy otrzymujemy
f (x , y) − f (x0, y0) = fxx (a,b)

2 (∆x)2.
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Jeśli fxx(a, b) ̸= 0 to z (1)

f (x , y) − f (x0, y0) =

fxx (a,b)
2

((
∆x + fxy (a, b) ∆y

fxx (a,b)

)2
+ det Hf (a, b)

(
∆y

fxx (a,b)

)2
)
,(3)

Podstawmy do (3) ∆y = 0 przy za lożeniu, że ∆x ̸= 0.
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W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Funkcje wielu zmiennych czȩść 3
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cd Dowodu (b)

Jeśli fxx(a, b) = 0, a fyy (a, b) ̸= 0 to zamieniaja̧c role x i y we
wzorze (1) otrzymujemu

f (x , y) − f (x0, y0) =

fyy (a,b)
2

((
∆y + fxy (a, b) ∆x

fyy (a,b)

)2
+ det Hf (a, b)

(
∆x

fyy (a,b)

)2
)
.(4)

Analogicznie podstawiaja̧c do (4) ∆x = 0 przy za lożeniu, że
∆y ̸= 0 oraz nastȩpnie ∆y = −fxy (a, b) ∆x

fyy (a,b) przy za lożeniu, że

∆x ̸= 0 dowodzimy, że w sa̧siedzwie (x0, y0) wyrażenie
f (x , y) − f (x0, y0) zmienia znak, wiȩc f nie ma ekstremum w
(x0, y0).
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cd Dowodu (b)
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cd Dowodu (b)

Jeśli fxx(a, b) = fyy (a, b) = 0 to ze wzoru Taylora

f (x , y) − f (x0, y0) = fxy (a, b)∆x∆y . (5)

Z tego, że det Hf (a, b) = −(fxy (a, b))2 < 0 wynika, że
fxy (a, b) ̸= 0.

Podstawiaja̧c ∆x > 0 i ∆y > 0 oraz ∆x > 0 i ∆y < 0 do (5)
pokazujemy, że wyrażenie f (x , y) − f (x0, y0) również zmienia znak,
wiȩc f nie ma ekstremum w (x0, y0).
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Przyk lady

(1) f (x , y) = x2 + y 2

fx = 2x = 0, fy = 2y = 0 ⇐⇒ x = y = 0

det Hf (0, 0) =

∣∣∣∣ 2 0
0 2

∣∣∣∣ = 4 > 0, fxx(0, 0) = 2 > 0 ⇒ f (0, 0) = 0

jest minimum lokalnym w laściwym funkcji f .

(2) g(x , y) = −12 + 8x − 5x2 + 10y − 2xy − 2y 2

gx = 8 − 10x − 2y = 0, gy = 10 − 2x − 4y = 0
⇐⇒ x = 1

3 , y = 7
3 .

gxx = −10, gxy = −2, gyy = −4

det Hg ( 1
3 ,

7
3 ) =

∣∣∣∣ −10 −2
−2 −4

∣∣∣∣ = 36 > 0, gxx( 1
3 ,

7
3 ) = −10 < 0 ⇒

g( 1
3 ,

7
3 ) = 1 to maksimum lokalne w laściwe.

(3) h(x , y) = x2 − y 2 nie ma w punkcie (0, 0) ekstremum, bo:

det Hh(0, 0) =

∣∣∣∣ 2 0
0 −2

∣∣∣∣ = −4 < 0
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Przyk lady

(1) f (x , y) = x2 + y 2

fx = 2x = 0, fy = 2y = 0 ⇐⇒ x = y = 0

det Hf (0, 0) =

∣∣∣∣ 2 0
0 2

∣∣∣∣ = 4 > 0, fxx(0, 0) = 2 > 0 ⇒ f (0, 0) = 0

jest minimum lokalnym w laściwym funkcji f .
(2) g(x , y) = −12 + 8x − 5x2 + 10y − 2xy − 2y 2

gx = 8 − 10x − 2y = 0, gy = 10 − 2x − 4y = 0
⇐⇒ x = 1

3 , y = 7
3 .

gxx = −10, gxy = −2, gyy = −4

det Hg ( 1
3 ,

7
3 ) =

∣∣∣∣ −10 −2
−2 −4

∣∣∣∣ = 36 > 0, gxx( 1
3 ,

7
3 ) = −10 < 0 ⇒

g( 1
3 ,

7
3 ) = 1 to maksimum lokalne w laściwe.

(3) h(x , y) = x2 − y 2 nie ma w punkcie (0, 0) ekstremum, bo:

det Hh(0, 0) =

∣∣∣∣ 2 0
0 −2

∣∣∣∣ = −4 < 0
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Uwaga:

Jeśli det Hf (x0, y0) = 0, to twierdzenie nie rozstrzyga istnienia
ekstremum w (x0, y0), np:
(1) f (x , y) = x4 + y 4 ≥ 0 = f (0, 0). Sta̧d f ma w (0, 0) minimum
lokalne w laściwe. Ale fxx = 12x2, fxy = 0, fyy = 12y 2 i
det Hf (0, 0) = 0.

(2) g(x , y) = x3 + y 4 nie ma w (0, 0) ekstremum, bo
g(0, y) = y 4 > 0 = g(0, 0) dla y ̸= 0 oraz
g(x , 0) = x3 < 0 = g(0, 0) dla x < 0, ale gxx = 6x , gxy = 0,
gyy = 12y 2 i det Hg (0, 0) = 0.
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Przyk lady:

Zbadać ekstrema funkcji:

(1) f (x , y) = xy + 2x − y + 3 , f ∈ C 2(R2){
fx(x , y) = y + 2 = 0
fy (x , y) = x − 1 = 0

⇒ (x , y) = (1,−2) - punkt stacjonarny

det Hf (1,−2) =

∣∣∣∣ 0 1
1 0

∣∣∣∣ < 0 ⇒ brak ekstremum w (1,−2).
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(2) g(x , y) = x2 + xy + y 2 − 4 ln x − 10 ln y

Dg = {(x , y) ∈ R2 : x > 0 ∧ y > 0} , g ∈ C 2(Dg ){
gx = 2x + y − 4

x = 0
gy = x + 2y − 10

y = 0
⇐⇒

{
2x2 + xy = 4

xy + 2y 2 = 10
⇐⇒

⇐⇒
{

y = 4−2x2

x
3x4 − 19x2 + 16 = 0

⇐⇒
{

y = 4−2x2

x
x2 = 1 ∨ x2 = 16

⇒

⇒ (x , y) = (1, 2) jedyne rozwia̧zanie takie, że (x , y) ∈ Dg .

gxx = 2 + 4
x2 , gxy = 1 , gyy = 2 + 10

y2

det Hg (x , y) =

∣∣∣∣ 2 + 4
x2 1

1 2 + 10
y2

∣∣∣∣ =
(
2 + 4

x2

) (
2 + 10

y2

)
− 1 > 0

i gxx(1, 2) = 6 > 0 ⇒ g(1, 2) = 7 − 10 ln 2 - minimum lokalne
w laściwe
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(3) z(x , y) = e
x
2 · (x + y 2) , z ∈ C 2(R2){

zx = 1
2 e

x
2 (x + y 2 + 2) = 0

zy = 2ye
x
2 = 0

⇐⇒
{

x + y 2 + 2 = 0
y = 0

⇒

⇒ (−2, 0) - punkt stacjonarny

zxx = 1
4 e

x
2 (x + y 2 + 4) , zxy = ye

x
2 , zyy = 2e

x
2

det Hz(x , y) = 1
2 ex(x − y 2 + 4) ⇒

⇒ det Hz(−2, 0) = e−2 > 0 ∧ zxx(−2, 0) > 0 ⇒
⇒ z(−2, 0) = −2

e - minimum lokalne w laściwe
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(4) z(x , y) = e−x · (x + y 2) , z ∈ C 2(R2){
zx = e−x(1 − x − y 2) = 0

zy = 2ye−x = 0
⇒ (1, 0) - punkt stacjonarny

zxx = e−x(x + y 2 − 2) , zxy = −2ye−x , zyy = 2e−x

det Hz(x , y) = e−2x(2x −2y 2−4) ⇒ det Hz(1, 0) = −2e−2 < 0 ⇒
⇒ brak ekstremum w (1, 0). Czyli funkcja z nie ma ekstremów.
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Macierze symetryczne

Niech

A = (aij)i ,j=1,··· ,n =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

...
an1 an2 · · · ann


bȩdzie macierza̧ kwadratowa̧ n × n o wyrazach rzeczywistych.

Definicja

Macierz A jest symetryczna jeśli AT = A tzn. dla każdego
i , j = 1, · · · , n aij = aji .

Przyk lad: Macierz


1 2 3 4
2 5 6 7
3 6 8 9
4 7 9 0

 jest symetryczna.
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bȩdzie macierza̧ kwadratowa̧ n × n o wyrazach rzeczywistych.

Definicja

Macierz A jest symetryczna jeśli AT = A tzn. dla każdego
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bȩdzie macierza̧ kwadratowa̧ n × n o wyrazach rzeczywistych.

Definicja

Macierz A jest symetryczna jeśli AT = A tzn. dla każdego
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Macierz Hessego

Definicja

Niech D ⊂ Rn otwarty x0 ∈ D i f : D → R. Za lożmy, że istnieja̧
pochodne cza̧stkowe rzȩdu 2 w x0.

Macierz Hessego Hf (x0) funkcji f w x0 to macierz kwadratowa

n × n wyrazach aij = ∂2f
∂xi∂xj

(x0).

Stwierdzenie

Jeżeli funkcja f ma cia̧g le pochodne cza̧stkowe w x0 do rzȩdu 2 to
macierz Hessego Hf (x0) funkcji f w x0 jest symetryczna̧ macierza̧
n × n.
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Macierz Hessego

Definicja

Niech D ⊂ Rn otwarty x0 ∈ D i f : D → R. Za lożmy, że istnieja̧
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Minory g lówne

Niech 1 ≤ k ≤ n. Minorem g lównym k × k macierzy kwadratowej
A o wymiarach n × n nazywamy wyznacznik

Mk = det


a11 a12 · · · a1k

a21 a22 · · · a2k
...

...
...

...
ak1 ak2 · · · akk

 .

Przyk lad. Niech D ⊂ R2, (x0, y0) ∈ D i funkcja f : D → R ma
cia̧g le pochodne cza̧stkowe w x0, y0) do rzȩdu 2.
Minory g lówne macierzy Hessego funcji f w punkcie (x0, y0) czyli

macierzy

(
fxx(x0, y0) fxy (x0, y0)
fyx(x0, y0) fyy (x0, y0)

)
to

M1 = fxx(x0, y0),

M2 = Hf (x0, y0) = fxx(x0, y0) · fyy (x0, y0) − f 2
xy (x0, y0).
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Warunek wystarczaja̧cy istnienia ekstremum (n dowolne)

Twierdzenie

Niech D ⊂ Rn i funkcja f : D → R ma cia̧g le pochodne cza̧stkowe
pierwszego i drugiego rzȩdu w punkcie stacjonarnym a ∈ D (czyli
∂f
∂xi

(a) = 0 dla i = 1, · · · , n).

Niech Mk bȩdzie minorem g lównym k × k macierzy Hessego Hf (a)
funkcji f w a dla k = 1, · · · , n.

(a) jeśli Mk > 0 dla każdego k = 1, · · · , n to funkcja f ma
minimum w laściwe w a,

(b) jeśli (−1)kMk > 0 dla każdego k = 1, · · · , n, to funkcja f ma
maksimum w laściwe w a.
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pierwszego i drugiego rzȩdu w punkcie stacjonarnym a ∈ D (czyli
∂f
∂xi

(a) = 0 dla i = 1, · · · , n).
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Przyk lad

Znaleźć ekstrem lokalne funkcji
f (x1, x2, x3) = −x4

1 − x4
2 − x4

3 + 4x1 + 4x2 + 4x3, D = R3.

∂f
∂xi

= 4(1 − x3
i ) = 0 ⇐⇒ xi = 1 dla i = 1, 2, 3.

(x1, x2, x3) = (1, 1, 1) to punkt stacjonarny funkcji f .

Macierz Hessego f ma postać

Hf (x1, x2, x3) =

 −12x2
1 0 0

0 −12x2
2 0

0 0 −12x2
3

 .

Minory g lówne tej macierzy w (1, 1, 1) to M1 = −12 < 0,
M2 = (12)2 > 0, M3 = −(12)3 < 0.

Sta̧d f ma maksimum w laściwe w (1, 1, 1) równe f (1, 1, 1) = 9.
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Znaleźć ekstrem lokalne funkcji
f (x1, x2, x3) = −x4

1 − x4
2 − x4

3 + 4x1 + 4x2 + 4x3, D = R3.

∂f
∂xi

= 4(1 − x3
i ) = 0 ⇐⇒ xi = 1 dla i = 1, 2, 3.

(x1, x2, x3) = (1, 1, 1) to punkt stacjonarny funkcji f .

Macierz Hessego f ma postać
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(x1, x2, x3) = (1, 1, 1) to punkt stacjonarny funkcji f .

Macierz Hessego f ma postać

Hf (x1, x2, x3) =

 −12x2
1 0 0

0 −12x2
2 0

0 0 −12x2
3

 .

Minory g lówne tej macierzy w (1, 1, 1) to M1 = −12 < 0,
M2 = (12)2 > 0, M3 = −(12)3 < 0.

Sta̧d f ma maksimum w laściwe w (1, 1, 1) równe f (1, 1, 1) = 9.
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Przyk lad
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Hf (x1, x2, x3) =

 −12x2
1 0 0

0 −12x2
2 0

0 0 −12x2
3

 .

Minory g lówne tej macierzy w (1, 1, 1) to M1 = −12 < 0,
M2 = (12)2 > 0, M3 = −(12)3 < 0.

Sta̧d f ma maksimum w laściwe w (1, 1, 1) równe f (1, 1, 1) = 9.

W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Funkcje wielu zmiennych czȩść 3
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Znajdowanie wartości najwiȩkszej i najmniejszej funkcji

Uwagi:

(1) Jeśli funkcja jest cia̧g la w zbiorze ograniczonym i domkniȩtym,
to jest w nim ograniczona i przyjmuje w nim swoje kresy: górny i
dolny (tw. Weierstrassa).

(2) Jeśli funkcja przyjmuje wartość najwiȩksza̧ lub najmniejsza̧ w
punkcie wewnȩtrznym obszaru i ma w tym punkcie pochodne
cza̧stkowe, to te pochodne znikaja̧ (punkt stacjonarny).
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Przyk lady:

Znaleźć wartość najwiȩksza̧ i najmniejsza̧ funkcji w zbiorze D
(1) z(x , y) = (x − y)2 + xy − x ,
D = [0, 1] × [0, 1] = {(x , y)|0 ⩽ x ⩽ 1, 0 ⩽ y ⩽ 1},
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IntD - wnȩtrze zbioru D, ∂D - brzeg zbioru D,

IntD = (0, 1) × (0, 1) = {(x , y)|0 < x < 1, 0 < y < 1},
∂D = ([0, 1] × {0}) ∪ ([0, 1] × {1}) ∪ ({0} × [0, 1]) ∪ ({1} × [0, 1]),
D = IntD ∪ ∂D, IntD ∩ ∂D = ∅,

(x , y) ∈ IntD

{
zx = 2x − y − 1 = 0
zy = −x + 2y = 0

⇐⇒ (x , y) = ( 2
3 ,

1
3 ) ∈ IntD, z( 2

3 ,
1
3 ) = −1

3 .
(x , y) ∈ ∂D:
1◦ x ∈ (0, 1), y = 0

x ∈ (0, 1), g1(x) = z(x , 0) = x2 − x

g ′
1(x) = 2x − 1 = 0 ⇒ x = 1

2 ∈ (0, 1)

z( 1
2 , 0) = g1( 1

2 ) = −1
4

2◦ x ∈ (0, 1), y = 1

x ∈ (0, 1), g2(x) = z(x , 1) = (x − 1)2

g ′
2(x) = 2(x − 1) = 0 ⇒ x = 1 ̸∈ (0, 1)
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IntD - wnȩtrze zbioru D, ∂D - brzeg zbioru D,
IntD = (0, 1) × (0, 1) = {(x , y)|0 < x < 1, 0 < y < 1},

∂D = ([0, 1] × {0}) ∪ ([0, 1] × {1}) ∪ ({0} × [0, 1]) ∪ ({1} × [0, 1]),
D = IntD ∪ ∂D, IntD ∩ ∂D = ∅,

(x , y) ∈ IntD

{
zx = 2x − y − 1 = 0
zy = −x + 2y = 0

⇐⇒ (x , y) = ( 2
3 ,

1
3 ) ∈ IntD, z( 2

3 ,
1
3 ) = −1

3 .
(x , y) ∈ ∂D:
1◦ x ∈ (0, 1), y = 0

x ∈ (0, 1), g1(x) = z(x , 0) = x2 − x

g ′
1(x) = 2x − 1 = 0 ⇒ x = 1

2 ∈ (0, 1)

z( 1
2 , 0) = g1( 1

2 ) = −1
4

2◦ x ∈ (0, 1), y = 1

x ∈ (0, 1), g2(x) = z(x , 1) = (x − 1)2

g ′
2(x) = 2(x − 1) = 0 ⇒ x = 1 ̸∈ (0, 1)
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W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Funkcje wielu zmiennych czȩść 3
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z( 1
2 , 0) = g1( 1

2 ) = −1
4

2◦ x ∈ (0, 1), y = 1
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g ′
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g ′
3(y) = 2y = 0 ⇒ y = 0 ̸∈ (0, 1)

4◦ x = 1, y ∈ (0, 1)

y ∈ (0, 1), g4(y) = z(1, y) = y 2 − y

g ′
4(y) = 2y − 1 = 0 ⇒ y = 1

2 ∈ (0, 1)

z(1, 1
2 ) = g4( 1

2 ) = −1
4

z(0, 0) = 0, z(1, 0) = 0, z(0, 1) = 1, z(1, 1) = 0.

{−1

3
,−1

4
, 0, 1} ⇒ min

(x ,y)∈D
z(x , y) = −1

3
, max

(x ,y)∈D
z(x , y) = 1.
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W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Funkcje wielu zmiennych czȩść 3
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3◦ x = 0, y ∈ (0, 1)

y ∈ (0, 1), g3(y) = z(0, y) = y 2

g ′
3(y) = 2y = 0 ⇒ y = 0 ̸∈ (0, 1)

4◦ x = 1, y ∈ (0, 1)

y ∈ (0, 1), g4(y) = z(1, y) = y 2 − y

g ′
4(y) = 2y − 1 = 0 ⇒ y = 1

2 ∈ (0, 1)

z(1, 1
2 ) = g4( 1

2 ) = −1
4

z(0, 0) = 0, z(1, 0) = 0, z(0, 1) = 1, z(1, 1) = 0.

{−1

3
,−1

4
, 0, 1} ⇒ min

(x ,y)∈D
z(x , y) = −1

3
, max

(x ,y)∈D
z(x , y) = 1.
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3◦ x = 0, y ∈ (0, 1)

y ∈ (0, 1), g3(y) = z(0, y) = y 2

g ′
3(y) = 2y = 0 ⇒ y = 0 ̸∈ (0, 1)

4◦ x = 1, y ∈ (0, 1)

y ∈ (0, 1), g4(y) = z(1, y) = y 2 − y

g ′
4(y) = 2y − 1 = 0 ⇒ y = 1

2 ∈ (0, 1)

z(1, 1
2 ) = g4( 1

2 ) = −1
4

z(0, 0) = 0, z(1, 0) = 0, z(0, 1) = 1, z(1, 1) = 0.

{−1

3
,−1

4
, 0, 1} ⇒ min

(x ,y)∈D
z(x , y) = −1

3
, max

(x ,y)∈D
z(x , y) = 1.
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min
(x ,y)∈D

z(x , y) = −1

3
, max

(x ,y)∈D
z(x , y) = 1.
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(2) f (x , y) = x3 − 3x2 + y 3 − 3y 2,
D = {(x , y) : x2 + y 2 ⩽ 9 ∧ y ⩾ x}
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(x , y) ∈ IntD :{
fx = 3x2 − 6x = 3x(x − 2) = 0
fy = 3y 2 − 6y = 3y(y − 2) = 0

⇒

⇒ (x , y) ∈ {(0, 0), (0, 2), (2, 0), (2, 2)} ⇒ (0, 2) ∈ IntD ⇒
⇒ f (0, 2) = −4
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∂D = ĀB ∪ ĂB , A =
(
− 3√

2
,− 3√

2

)
, B =

(
3√
2
, 3√

2

)
ĀB : y = x , x ∈

(
− 3√

2
, 3√

2

)
g(x) = f (x , x) = 2x3 − 6x2 , x ∈

(
− 3√

2
, 3√

2

)
g ′(x) = 6x2 − 12x = 6x(x − 2) = 0 ∧ x ∈

(
− 3√

2
, 3√

2

)
g(0) = 0 , g(2) = −8
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ĂB :

{
x = 3 cosφ
y = 3 sinφ

, φ ∈
[
π
4 ,

5
4π

]
h(φ) = f (3 cosφ, 3 sinφ) = 27(cos3 φ + sin3 φ− 1)

h′(φ) = 27[3 cos2 φ · (− sinφ) + 3 sin2 φ · cosφ] =
= 81

2 sin 2φ(sinφ− cosφ) = 0 ∧ φ ∈
(
π
4 ,

5
4π

)
sin 2φ = 0 ⇐⇒ φ = k · π

2 , k ∈ Z ⇒ φ = π
2 ∨ φ = π

sinφ = cosφ ⇐⇒ tgφ = 1 ⇐⇒ φ = π
4 + kπ , k ∈ Z ⇒ φ ∈ ∅

h
(
π
2

)
= 0 , h(π) = −54

f
(
− 3√

2
,− 3√

2

)
= −27

(
1 + 1√

2

)
f
(

3√
2
, 3√

2

)
= 27

(
1√
2
− 1

)
{−4, 0,−8,−27

(
1 + 1√

2

)
, 27

(
1√
2
− 1

)
,−54} ⇒

min(x ,y)∈D f (x , y) = −54 , max(x ,y)∈D f (x , y) = 0
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min(x ,y)∈D f (x , y) = −54 , max(x ,y)∈D f (x , y) = 0
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(3)
z(x , y) = x2 − y 2 + 2x , D = {(x , y) : x2 + 2x + y 2 − y ⩽ 11

4 } ,

IntD :{
zx = 2x + 2 = 0

zy = 2y = 0
⇒ (x , y) = (−1, 0) ∈ IntD

z(−1, 0) = −1

∂D : x2 + 2x + y 2 − y = 11
4 ⇐⇒ (x + 1)2 + (y − 1

2 )2 = 4 ⇐⇒
x = −1 + 2 cos(t), y = 1

2 + 2 sin(t), t ∈ [0, 2π]

g(t) = z(−1 + 2 cos(t), 1
2 + 2 sin(t)) = 13

4 + 2 sin(t)
g ′(t) = 2 cos(t) = 0 ⇒

(
t = π

2 ∨ t = 3
2π

)
.

g(π2 ) = 21
4 , g( 3

2π) = 5
4

{−1,
13

4
,

5

4
} ⇒ min

(x ,y)∈D
z(x , y) = −1 , max

(x ,y)∈D
z(x , y) =

21

4
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min(x ,y)∈D z(x , y) = −1 , max(x ,y)∈D z(x , y) = 21
4
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Funkcje uwik lane

F (x , y) - funkcja określona w pewnym obszarze.

Definicja

Jeśli istnieje funkcja y = f (x) spe lniaja̧ca ∀ x ∈ X warunek
F [x , f (x)] = 0, to nazywamy ja̧ funkcja̧ uwik lana̧ określona̧ w
zbiorze X równaniem F (x , y) = 0.

Inaczej: y = f (x) - funkcja określona w sposób uwik lany
równaniem F (x , y) = 0.
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Przyk lady funkcji uwik lanych

F (x , y) = x2 + y 2 − 1 = 0
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Przyk lady funkcji uwik lanych

(1) Funkcja y =
√

1 − x2 jest funkcja̧ uwik lana̧ określona̧ w
przedziale [−1, 1] równaniem x2 + y 2 − 1 = 0, bo

∀ x ∈ [−1, 1] x2 + (
√

1 − x2)2 − 1 = 0

Nie jest to jedyna funkcja uwik lana. Ale jeśli wybierzemy punkt np.

(x0, y0) = ( 1
2 ,

√
3

2 ) taki, że F (x0, y0) = 0 wtedy jest to jedyna
funkcja cia̧g la o dziedzinie [−1, 1] taka, że y0 = f (x0).
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(x0, y0) = ( 1
2 ,

√
3

2 ) taki, że F (x0, y0) = 0 wtedy jest to jedyna
funkcja cia̧g la o dziedzinie [−1, 1] taka, że y0 = f (x0).
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Ale jeśli wybierzemy punkt np.

(x0, y0) = ( 1
2 ,

√
3

2 ) taki, że F (x0, y0) = 0 wtedy jest to jedyna
funkcja cia̧g la o dziedzinie [−1, 1] taka, że y0 = f (x0).
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Przyk lady funkcji uwik lanych

Jest nieskończenie wiele funkcji uwik lanych y = f (x) określonych
równaniem F (x , y) = x2 + y 2 − 1 = 0. Na przyk lad

Zauważmy, że ta funkcja nie jest cia̧g la w punkcie 0.

W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Funkcje wielu zmiennych czȩść 3
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równaniem F (x , y) = x2 + y 2 − 1 = 0. Na przyk lad
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Przyk lady funkcji uwik lanych

Wybierzmy punkt (x2, y2) = (1, 0). Wtedy
F (x2, y2) = x2

2 + y 2
2 − 1 = 1 − 1 = 0. Nie istnieje funkcja cia̧g la

postaci y = f (x), której wykres zariera lby wszystkie punkty (x , y)
spe lniaja̧ce x2 + y 2 − 1 = 0 z pewnego otoczenia punktu (1, 0).

Ale funkcja x =
√

1 − y 2 jest funkcja̧ uwik lana̧ określona̧ w
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Przyk lady funkcji uwik lanych

Równanie x2 + y 2 + 1 = 0 nie określa żadnej funkcji uwik lanej,

bo x2 + y 2 + 1 ≥ 1, wiȩc nie ma punktow spe lniaja̧cych to
równanie.

Równanie y − x2 = 0 określa dok ladnie jedna̧ funkcjȩ (uwik lana̧)
y = f (x) o dziedzinie Df = R. Jest to funkcja y = x2 dla x ∈ R.
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Twierdzenie o funcji uwik lanej

Twierdzenie

Niech D ⊂ R2 bȩdzie podzbiorem otwartym oraz (x0, y0) ∈ D.
Jeśli F : D → R jest funkcja̧ klasy C 1 oraz

F (x0, y0) = 0 i Fy (x0, y0) ̸= 0

to istnieje dok ladnie jedna funkcja klasy C 1 uwik lana y = f (x)
określona w (x0 − δ, x0 + δ) za pomoca̧ równania F (x , y) = 0 i
spe lniaja̧ca warunek f (x0) = y0.

Pochodna funkcji f wynosi

f ′(x) = −Fx(x , y)

Fy (x , y)
. (6)

Jeśli F jest funkcja̧ klasy C 2 to y = f (x) jest funkcja̧ klasy C 2 oraz

f ′′(x) = −Fxx(Fy )2 − 2FxyFxFy + Fyy (Fx)2

(Fy )3
.
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Niech D ⊂ R2 bȩdzie podzbiorem otwartym oraz (x0, y0) ∈ D.
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Jeśli F jest funkcja̧ klasy C 2 to y = f (x) jest funkcja̧ klasy C 2 oraz

f ′′(x) = −Fxx(Fy )2 − 2FxyFxFy + Fyy (Fx)2

(Fy )3
.
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Dowód wzoru na pochodne funkcji uwik lanej

Różniczkuja̧c po x równanie F (x , f (x)) = 0 otrzymujemy

Fx(x , f (x)) + Fy (x , f (x))f ′(x) = 0. (7)

Ale y = f (x). Sta̧d otrzymujemy (6).

Za lóżmy, że F jest klasy C 2 Różniczkuja̧c po x równanie (7)
otrzymujemy Fxx(x , f (x)) + Fxy (x , f (x))f ′(x) + Fxy (x , f (x))f ′(x) +
Fyy (x , f (x))(f ′(x))2 + Fy (x , f (x))f ′′(x) = 0. Podstawiamy do

ostatniego wzoru y = f (x) i f ′(x) = −Fx (x ,y)
Fy (x ,y) otrzymujemy

Fxx − 2Fxy
Fx

Fy
+ Fyy

(
Fx

Fy

)2

+ Fy f ′′(x) = 0.

Nastȩpnie mnożymy ostatnie równanie przez (Fy )2 i wyliczamy
f ′′(x) co kończy dowód.

W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Funkcje wielu zmiennych czȩść 3
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Przyk lad

F (x , y) = xy − y , D = (0,+∞) × R.

Pochodne cza̧stkowe Fx(x , y) = yxy−1, Fy (x , y) = xy lnx − 1 sa̧
cia̧g le.
Punkt (1, 1) ∈ D, F (1, 1) = 0, Fy (1, 1) = −1 ̸= 0.

Istnieje funkcja uwik lana klasy C 1 y = f (x) dla x ∈ (1 − δ, 1 + δ)
dana równaniem xy − y = 0 i spe lniaja̧ca warunek f (1) = 1.

Dodatkowo f ′(x) = −Fx (x ,y)
Fy (x ,y) = − yxy−1

xy lnx−1 .

Sta̧d f ′(1) = 1.
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xy − y = 0
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Zbadać ekstrema funkcji uwik lanych y = f (x) określonych
równaniem

F (x , y) = x3 + y 3 − 3xy = 0.

Niech y = f (x). Wtedy f ′(x) = 0 ⇐⇒ Fx(x , y) = 0.
Fx(x , y) = 3x2 − 3y = 0 ⇐⇒ y = x2. Wtedy F (x , x2) =
x3 + x6 − 3x3 = 0 ⇐⇒ x3(x3 − 2) = 0 ⇐⇒ x = 0 ∨ x = 3

√
2.

Fy (x , y) = 3y 2 − 3x .
x = 0 ⇒ y = 0. Fy (0, 0) = 0. Sta̧d nie sa̧ spe lnione za lożenia
twierdzenia o funkcji uwik lanej w (0, 0).
x = 3

√
2 ⇒ y = ( 3

√
2)2 = 3

√
4. Fy ( 3

√
2, 3
√

4) = 3 3
√

2 ̸= 0. Funkcjȩ
F (x , y) = 0 można rozwik lać ze wzglȩdu na y w otoczeniu punktu
( 3
√

2, 3
√

4) oraz f ′( 3
√

2) = 0.
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Policzmy f ′′( 3
√

2). Różniczkuja̧c po x równanie
F (x , f (x)) = x3 + (f (x))3 − 3xf (x) = 0 otrzymujemy
3x2 + 3(f (x))2f ′(x) − 3f (x) − 3xf ′(x) = 0. Różniczkuja̧c
powtornie po x otrzymujemy
6x +6f (x)(f ′(x))2 +3(f (x))2f ′′(x)−3f ′(x)−3f ′(x)−3xf ′′(x) = 0.
Podstawiaja̧c x = 3

√
2, f ( 3

√
2) = 3

√
4 oraz f ′( 3

√
2) = 0 otrzymujemy

f ′′( 3
√

2) = −2 < 0. Sta̧d funkcja uwik lana y = f (x) ma maksimum
lokalne w punkcie x = 3

√
2 równe y = 3

√
4.
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Lísć Kartezjusza

x3 + y 3 − 3xy = 0
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