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Ekstrema funkcji n - zmiennych

Niech a,x € R", d(x,a) = \/>_7_;(x; — aj)?. Sasiedztwo a to
zbiér S(a,0) = B(a,0) \ {a} = {x € R"|0 < d(x,a) < §}.
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Ekstrema funkcji n - zmiennych

Niech a,x € R", d(x,a) = \/>_7_;(x; — aj)?. Sasiedztwo a to
zbiér S(a,0) = B(a,0) \ {a} = {x € R"|0 < d(x,a) < §}.

Niech D C R".
Funkcja f : D — R ma w punkcie a € D maksimum lokalne, jesli

35§>0 VxeS(a,o)nD f(x) < f(a).

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3




Ekstrema funkcji n - zmiennych

Niech a,x € R", d(x,a) = \/>_7_;(x; — aj)?. Sasiedztwo a to
zbiér S(a,0) = B(a,0) \ {a} = {x € R"|0 < d(x,a) < §}.

Niech D C R".

Funkcja f : D — R ma w punkcie a € D maksimum lokalne, jesli

35§>0 VxeS(a,o)nD f(x) < f(a).
Funkcja f : D — R ma w punkcie a € D minimum lokalne, jesli

30 >0 VxeS(a,0)ND f(x)=f(a).
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Ekstrema funkcji n - zmiennych

Niech a,x € R", d(x,a) = \/>_7_;(x; — aj)?. Sasiedztwo a to
zbiér S(a,0) = B(a,d) \ {a} = {x € R"|0 < d(x, a) < ¢}.

Niech D C R".

Funkcja f : D — R ma w punkcie a € D maksimum lokalne, jesli

35§>0 VxeS(a,o)nD f(x) < f(a).
Funkcja f : D — R ma w punkcie a € D minimum lokalne, jesli
30 >0 VxeS(a,0)ND f(x)=f(a).

Maksima i minima funkcji nazywamy ekstremami funkcji.
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Ekstrema funkcji n - zmiennych

Niech a,x € R", d(x,a) = \/>_7_;(x; — aj)?. Sasiedztwo a to
zbiér S(a,0) = B(a,d) \ {a} = {x € R"|0 < d(x, a) < ¢}.

Niech D C R".
Funkcja f : D — R ma w punkcie a € D maksimum lokalne, jesli

35§>0 VxeS(a,o)nD f(x) < f(a).
Funkcja f : D — R ma w punkcie a € D minimum lokalne, jesli
30 >0 VxeS(a,0)ND f(x)=f(a).

Maksima i minima funkcji nazywamy ekstremami funkcji. Jesli w
definicji zamiast nieréwnosci < (=) spetnione sa nieréwnosci

< (>), to ekstrema nazywamy wfasciwymi, w przeciwnym
przypadku ekstrema sa niewfasciwe. W obu sytuacjach sa to
ekstrema lokalne. )
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Maximum

fx,y) = —(x —1)° = (y +2)

ma maximum wiasciwe w punkcie (1, —2) réwne f(1,—2) = 0.
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Minimum

2
fley) =2+ %

ma minimum wtasciwe w punkcie (0,0) réwne f(0,0) = 0.
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Minimum niewtasciwe

f(x,y) = x2 ma minimum w punkcie (0,0) réwne f(0,0) = 0. Jest

to minimum niewtasciwe, bo (0,0) = (0, y) dla kazdego y € R.
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Warunek konieczny istnienia ekstremum

Niech D C R".

Twierdzenie

Jesli funkcja f : D — R ma w punkcie a ekstremum lokalne i

pochodna kierunkowa w a w kierunku wektora v istnieje, to
df

ov(a) = 0. W szczegdlnosci jesdli istnieja pochodne czastkowe w a
to zeruja sie w a.
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Warunek konieczny istnienia ekstremum

Niech D C R".

Twierdzenie

Jesli funkcja f : D — R ma w punkcie a ekstremum lokalne i
pochodna kierunkowa w a w kierunku wektora v istnieje, to
%(a) = 0. W szczegdlnosci jesli istnieja pochodne czastkowe w a

to zeruja sie w a.

Dowéd: Pochodna kierunkowa w a w kierunku wektora v to
pochodna w 0 funkcji jednej zmiennej g(t) = f(a+ tv).
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Warunek konieczny istnienia ekstremum

Niech D C R".

Twierdzenie

Jesli funkcja f : D — R ma w punkcie a ekstremum lokalne i
pochodna kierunkowa w a w kierunku wektora v istnieje, to

%(a) = 0. W szczegdlnosci jesli istnieja pochodne czastkowe w a
to zeruja sie w a.

Dowéd: Pochodna kierunkowa w a w kierunku wektora v to
pochodna w 0 funkcji jednej zmiennej g(t) = f(a+ tv).
Jezeli funkcja f ma ekstremum lokalne w a to funkcja g ma
ekstremu lokalne w 0 (g(0) = f(a)).
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Warunek konieczny istnienia ekstremum

Niech D C R".

Twierdzenie

Jesli funkcja f : D — R ma w punkcie a ekstremum lokalne i
pochodna kierunkowa w a w kierunku wektora v istnieje, to
%(a) = 0. W szczegdlnosci jesli istnieja pochodne czastkowe w a
to zeruja sie w a.

Dowéd: Pochodna kierunkowa w a w kierunku wektora v to
pochodna w 0 funkcji jednej zmiennej g(t) = f(a+ tv).

Jezeli funkcja f ma ekstremum lokalne w a to funkcja g ma
ekstremu lokalne w 0 (g(0) = f(a)).

Stad z Lematu Fermata (twierdzenie o znikaniu pochodnej funkgji
(jednej zmiennej) w ekstremach) otrzymujemy %(a) =g'(0)=0.
L]
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Warunek konieczny istnienia ekstremum

Niech D C R".

Twierdzenie

Jesli funkcja f : D — R ma w punkcie a ekstremum lokalne i
pochodna kierunkowa w a w kierunku wektora v istnieje, to
%(a) = 0. W szczegdlnosci jesli istnieja pochodne czastkowe w a
to zeruja sie w a.

Dowéd: Pochodna kierunkowa w a w kierunku wektora v to
pochodna w 0 funkcji jednej zmiennej g(t) = f(a+ tv).

Jezeli funkcja f ma ekstremum lokalne w a to funkcja g ma
ekstremu lokalne w 0 (g(0) = f(a)).

Stad z Lematu Fermata (twierdzenie o znikaniu pochodnej funkgji
(jednej zmiennej) w ekstremach) otrzymujemy %(a) =g'(0)=0.
L]
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Punkty stacionarne (krytyczne)

Punkt a € D nazywamy punktem stacjonarnym lub krytycznym
funkeji f jezeli f,(a) =0dlai=1,---,n.
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Punkty stacionarne (krytyczne)

Punkt a € D nazywamy punktem stacjonarnym lub krytycznym
funkeji f jezeli f,(a) =0dlai=1,---,n.

(1) Funkcja f(x,y) = x5 +3x + y3 + cosx — cosy
nie ma ekstreméw, bo 5x* 43 > 3, —sinx +siny > —2,
f(x,y) = 5x* +3 —sinx +siny > 1 dla kazdego (x,y) € R?.
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Punkty stacionarne (krytyczne)

Punkt a € D nazywamy punktem stacjonarnym lub krytycznym
funkeji f jezeli f,(a) =0dlai=1,---,n

(1) Funkcja f(x,y) = x5 +3x + y3 + cosx — cosy
nie ma ekstreméw, bo 5x* 43 > 3, —sinx +siny > —2,
f(x,y) = 5x* +3 —sinx +siny > 1 dla kazdego (x,y) € R?.

(2) z(x,y) =x*>+y? —2x+4y +5
{ zZe=2x—2=0 :>{ x=1
z,=2y+4=0 y=-2
Punkt (1, —2) jest punktem krytycznym funkgji z oraz
2(1,-2) = 0.
z(x,y) = (x =1+ (y +2)> >0
Funkcja z ma minimum w (1, —2).
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Uwaga: Warunek konieczny z twierdzenia nie jest warunkiem
wystarczajacym na ekstremum. Niech f(x,y) = x? — y2.
f(x,y) =2x=0if,(x,y) =2y =0 <= (x,y)=(0,0).
Czyli (0,0) jest punktem stacjonarnym f.

f(x,0) = x2 i x = 0 jest minimum lokalnym funkcji (x, 0).
f(0,y) = —y? i y = 0 jest maksimum lokalnym funkcji (0, y).
Stad f(x,y) nie ma ekstremum w (0, 0).
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Wzér Taylora dla funkcji wielu zmiennych

Twierdzenie

Niech D C R", a bedzie punktem wewnetrznym D i funkcja

f : D — R ma ciagte pochodne czastkowe w a do rzedu (k + 1).
Witedy istnieje r > 0 taki, ze dla kazdego x € B(a, r) C D istnieje
0 € (0,1) taka, ze

o (a)
f(x)=f(a)+ Z Z 78)(_’ e (x1 —arPt - (xo — an)”

|
Tl Whsers R

Llf,(a +6(x — a))

y oy ok

L
Jitetin=k+1 J1 7 n

(xa — 5’1)j1 o (xn — an)j"
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Dowdd wzoru Taylora

Niech g(t) = f(a + t(x — a)).
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Dowdd wzoru Taylora

Niech g(t) = f(a+ t(x — a)). Wtedy funkcja g jest klasy C¥*1 w
0 oraz zachodzi
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Dowdd wzoru Taylora

Niech g(t) = f(a+ t(x — a)). Wtedy funkcja g jest klasy C¥*1 w
0 oraz zachodzi
H(O) =T § (ot tx - ) — ),
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Dowdd wzoru Taylora

Niech g(t) = f(a+ t(x — a)). Wtedy funkcja g jest klasy C¥*1 w
0 oraz zachodzi

() = X Gola+ tx— a0 — 2)

G (1) = Z" %( +t(x —a))(x — 2i)* +

2Zl<_] 8x,8x (a+t(x —a))(x al)(XJ a_,).
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Dowdd wzoru Taylora

Niech g(t) = f(a+ t(x — a)). Wtedy funkcja g jest klasy C¥*1 w
0 oraz zachodzi
() = X Gola+ tx— a0 — 2)
n 2
LE(t) = Z; 1 271,5(3 +t(x —a))(x — a)? +
2Z,<J 8X’8X (a+t(x —a))(xi —ai)(x; — aj).
Pochodnych mieszanych rzedu / dajacych wartos$¢ réwna

78)(,-18’;%" (a+t(x —a)) Jest T gdzie j1 + -+ jp = 1.
i ox
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Dowdéd wzoru Taylora

Niech g(t) = f(a+ t(x — a)). Wtedy funkcja g jest klasy C¥*1 w
0 oraz zachodzi
F(t) =200 fh(a+tlx = a)0x — a),
2 n
() = =L Gh(at tlx—2a)(x — ) +

2ZI<J ax,ax (a+t(x —a))(x — a)(x — ).
Pochodnych mieszanych rzedu / dajacych wartos¢ réwna

, :
e (at t(x — a)) jest gyl gdzie ji 4+ jn =1,
1 n

7 . I
Ogdlnie dla / =1, k, k + 1 zachodzi Z&(t) =
alf —
o (att(x—2))

k . .
N1 2yttt — T (a —ar Pt (xa — an)r.
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Dowdéd wzoru Taylora

Niech g(t) = f(a+ t(x — a)). Wtedy funkcja g jest klasy C¥*1 w
0 oraz zachodzi
F(t) =200 fh(a+tlx = a)0x — a),
2 n
() = =L Gh(at tlx—2a)(x — ) +

2ZI<J ax,ax (a+t(x —a))(x — a)(x — ).
Pochodnych mieszanych rzedu / dajacych wartos¢ réwna

, :
e (at t(x — a)) jest gyl gdzie ji 4+ jn =1,
1 n

Ogolnie dla | = 1,--- k, k + 1 zachodzi 9£(t) =
alf
- (att(x—a))
k axil...axdn : .
/! Z_l:_l Zj1+...+j,,:/ ! AR B (x1 — .‘91)‘/1 T (Xn —ap)n.
Zapisujac wzér Maclaurina dla funkcji g(t) i nastepnie
podstawiajac t = 1 otrzymujemy teze twierdzenia.l]
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Przyktad

Zapiszmy wzér Taylora dla funkcji f(x,y) = exp(x®> +y?) + 1w
punkcie (0,0) dla k = 1.
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Przyktad

Zapiszmy wzér Taylora dla funkcji f(x,y) = exp(x®> +y?) + 1w
punkcie (0,0) dla k = 1.

fe(x,y) = 2xexp(x® + y?), £, (x, y) = 2yexp(x* + y?),
£.(0,0) = £,(0,0) = 0.
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Przyktad

Zapiszmy wzér Taylora dla funkcji f(x,y) = exp(x®> +y?) + 1w
punkcie (0,0) dla k = 1.

f(x,y) = 2xexp(x® + y?), f,(x,y) = 2yexp(x* + y?),
f.(0,0) = £,(0,0) = 0.

foc (X, ¥) = 2exp(x® + y?)(2x% + 1), £, (x, y) =
2exp(x? + y?)(2y? + 1), fiy(x, y) = dxyexp(x? + y?).
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Przyktad

Zapiszmy wzér Taylora dla funkcji f(x,y) = exp(x®> +y?) + 1w
punkcie (0,0) dla k = 1.

fe(x,y) = 2xexp(x® + y?), f,(x,y) = 2yexp(x? + y?),
£.(0,0) = £,(0,0) = 0.

foc(X, y) = 2exp(x? + y2)(2x% + 1), (x,y) =

2exp(x® + y?)(2y? + 1), fiy(x,y) = 4xyexp(x® + y?).
f(va) = f(O, 0) + fX(Ov O)X + fy(o’ O)Y + %fxx(exa 0y)x2 +
%fyy(exva)/)}/Z + fxy(9X79Y)X}/-
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Przyktad

Zapiszmy wzér Taylora dla funkcji f(x,y) = exp(x®> +y?) + 1w
punkcie (0,0) dla k = 1.

f(x,y) = 2xexp(x® + y?), f,(x, y) = 2yexp(x* + y?),
£.(0,0) = £,(0,0) = 0.

foc(x, y) = 2exp(x® + y2)(2x% + 1), £ (x, y) =

2exp(x® + y2)(2y% + 1), fiy(x, y) = dxyexp(x® + y?).
f(va) = f(O, 0) + fX(Ov O)X + fy(o’ O)Y + %fxx(exa 0y)x2 +
%fyy(exva)/)}/Z + fo (0x, 0y )xy.

f(x,y) =2+ exp(0?(x? + y?))(20°x% + 1)x% + exp(6(x? +
¥?))(260%y* + 1)y? + 46%xyexp(6°(x* + y?))xy.
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Przyktad

Zapiszmy wzér Taylora dla funkcji f(x,y) = exp(x®> +y?) + 1w
punkcie (0,0) dla k = 1.

fe(x, ) = 2xexp(x® + y?), f,(x,y) = 2yexp(x® + y?),

£.(0,0) = £,(0,0) = 0.

fx(X,y) = 2exp(x® + y2)(2x* + 1), £y (x, y) =

2exp(x® + y2)(2y% + 1), fiy(x, y) = dxyexp(x® + y?).

f(x,y) = f(0,0) + £(0,0)x + £,(0,0)y + %fxx(ﬁx, 0)/)x2 +
%fyy(exva)/)}/Z + foy (0, 0y )xy.

f(x,y) =2+ exp(0?(x? + y?))(20°x% + 1)x% + exp(6(x? +
¥?))(26%y2 + 1)y* + 46%xyexp(6%(x* + y?))xy.

f(x,y) — £(0,0) = exp(62(x? + y?))(26%x% + 1)x? + exp(6?(x? +
¥2))(20%y? 4+ 1)y? + dexp(0?(x? + y?))0%x?y? > 0 dla

(x,y) # (0,0).
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Przyktad

Zapiszmy wzér Taylora dla funkcji f(x,y) = exp(x®> +y?) + 1w
punkcie (0,0) dla k = 1.

fe(x, ) = 2xexp(x® + y?), f,(x,y) = 2yexp(x® + y?),

£.(0,0) = £,(0,0) = 0.

fx(X,y) = 2exp(x® + y2)(2x* + 1), £y (x, y) =

2exp(x® + y2)(2y2 + 1), fiy(x, y) = dxyexp(x® + y?).

f(x,y) = f(0,0) + £(0,0)x + £,(0,0)y + %fxx(ﬁx, 0)/)x2 +
%fyy(exva)/)}/Z + foy (0, 0y )xy.

f(x,y) =2+ exp(0?(x? + y?))(20°x% + 1)x% + exp(6(x? +
¥?))(26%y2 + 1)y* + 46%xyexp(6%(x* + y?))xy.

f(x,y) — £(0,0) = exp(62(x? + y?))(26%x% + 1)x? + exp(6?(x? +
¥2))(20%y? 4+ 1)y? + dexp(0?(x? + y?))0%x?y? > 0 dla

(x,y) # (0,0).
Czyli funkcja f ma minimum w (0, 0) réwne f(0,0) = 2
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Przyktad

F(x,y) = exp(x® + y?) +
ma minimum wtasciwe w punkcie (0,0) réwne f(0,0) =

0.5
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Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum (n = 2)

Twierdzenie

Niech D C R? i funkcja f : D — R ma ciagte pochodne czastkowe
pierwszego i drugiego rzedu w (xo, ¥o0), fx(x0, Y0) =0,
fy(x0, o) = 0. Macierz

fx(x0, ¥0) (X0, Y0) >
He(x0, v0) = v .
f(XO yO) ( f;/x(XanO) fyy(XOa)/O)

nazywamy macirza Hessego funkcji f w pukcie (xp, yo). Wtedy:

(a) jesli det Hr(xo, yo) > 0O, to funkcja f ma w punkcie (xo, yo)
ekstremum i jest to minimum lokalne witasciwe, gdy
fix (X0, Yo) > 0 lub maksimum lokalne wtasciwe, gdy
&X(X07YO) <0,

(b) jesli det He(xo, yo) < 0, to funkcja f nie ma ekstremum w
punkcie (xo, ¥0)-
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Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum (n = 2)

Twierdzenie

Niech D C R? i funkcja f : D — R ma ciagte pochodne czastkowe
pierwszego i drugiego rzedu w (xo, ¥o0), fx(x0, Y0) =0,
fy(x0, o) = 0. Macierz

fx(x0, ¥0) (X0, Y0) >
He(x0, v0) = v .
f(XO yO) ( f;/x(XanO) fyy(XOa)/O)

nazywamy macirza Hessego funkcji f w pukcie (xp, yo). Wtedy:

(a) jesli det Hr(xo, yo) > 0O, to funkcja f ma w punkcie (xo, yo)
ekstremum i jest to minimum lokalne witasciwe, gdy
fix (X0, Yo) > 0 lub maksimum lokalne wtasciwe, gdy
&X(X07YO) <0,

(b) jesli det He(xo, yo) < 0, to funkcja f nie ma ekstremum w
punkcie (xo, ¥0)-

Uwaga: det Hr(x,y) = fuc(x,y) - fy(x,y) — £2,(x, y)
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Zatozenia Tw.: fi(xo,¥0) = f,(x0, y0) = 0 oraz det H¢(xo, yo) # O.
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Zatozenia Tw.: fi(xo,¥0) = f,(x0, y0) = 0 oraz det H¢(xo, yo) # O.
Zatézmy, ze fi(x0, y0) # 0.
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Zatozenia Tw.: fi(xo,¥0) = f,(x0, y0) = 0 oraz det H¢(xo, yo) # O.
Zatézmy, ze fi(x0, y0) # 0.

Ze wzoru Taylora dla n = 2 istnieje r > 0 taki, ze dla kazdego
(x,y) € S((x0,y0),r) C D

F(x,y) = F(x0,0) = =GO (Ax)2 + £y (3, b) AxAy + BB Ay )2,
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Zatozenia Tw.: fi(xo,¥0) = f,(x0, y0) = 0 oraz det H¢(xo, yo) # O.
Zatézmy, ze fi(x0, y0) # 0.

Ze wzoru Taylora dla n = 2 istnieje r > 0 taki, ze dla kazdego
(x,y) € S((x0,y0),r) C D

F(x,y) = Fx0,0) = =GO (Ax)2 + £y (3, b) AxAy + BB Ay )2,
Wiec f(x,y) — f(xo, o) =

ﬁ(x a, fx ,b f. ’b
fi(2.b) ((Ax)2 T 2%AXA)/ + % (Ay)z)_
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Zatozenia Tw.: fi(xo,¥0) = f,(x0, y0) = 0 oraz det H¢(xo, yo) # O.
Zatézmy, ze fi(x0, y0) # 0.

Ze wzoru Taylora dla n = 2 istnieje r > 0 taki, ze dla kazdego
(x,y) € S((x0,y0),r) C D

F(x,y) = (%0, y0) = =R (AX)2 + £y (a, D) AxDy + BB (Ay)2.
Wiec f(x,y) — f(x0, ¥o0) =

02) (Ax)? + 2520 Axay + 2128 (A) ). Stad

f(Xay) - f(X07y0) =
2
L) ((Ax—l— (3, b)fj;b)) + det He(a, b) (525 ) > (1)

gdzie Ax = x — x9, Ay =y — yo, (a,b) = (x0 + tAx, yo + tAy)
dla pewnego t € (0, 1).
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DIV NEY

Przeprowadzimy teraz dowdd przy zatozeniu, ze fi(x0,y0) > 0 i
det Hr(xo0, o) > 0.
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DIV NEY

Przeprowadzimy teraz dowdd przy zatozeniu, ze fi(x0,y0) > 0 i
det Hr(xo0, o) > 0.

Z ciagtosci pochodnych czastkowych rzedu 2 mozemy zatozyé, ze
fix(a, b) > 0 i det Hr(a, b) > 0.
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DIV NEY

Przeprowadzimy teraz dowdd przy zatozeniu, ze fi(x0,y0) > 0 i
det Hr(xo0, o) > 0.

Z ciagtosci pochodnych czastkowych rzedu 2 mozemy zatozyé, ze
fix(a, b) > 0 i det Hr(a, b) > 0.
Stad ze wzoru (1)

f(X,y) - f(X07)/0) =

A ((Ax+ fola Bl ) +dechi(ab) (28 <ab>)2> 2

otrzymujemy, ze f(x,y) — f(xo, yo) > 0 dla kazdego
(x,y) € S((x0,¥0),r) € D czyli f ma minimum lokalne w (xo, o).
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DIV NEY

Przeprowadzimy teraz dowdd przy zatozeniu, ze fi(x0,y0) > 0 i
det Hr(xo0, o) > 0.

Z ciagtosci pochodnych czastkowych rzedu 2 mozemy zatozyé, ze
fix(a, b) > 0 i det Hr(a, b) > 0.
Stad ze wzoru (1)

f(x,y) — f(x0,%0) =
A ((Ax+ fola Bl ) +dechi(ab) (28 <ab>)2> 2

otrzymujemy, ze f(x,y) — f(xo, yo) > 0 dla kazdego
(x,y) € S((x0,¥0),r) € D czyli f ma minimum lokalne w (xo, o).

Jezeli fi(x0, ¥0) < 0 i det Hr(x0, yo) > 0 to analogicznie z (2)
otrzymujemy, ze f(x,y) — f(xo, yo) < 0 z czego wynika, ze f ma
maksimum lokalne w (x, yo).
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Dowdd (b)

Zatézmy, ze det He(xo, yo) < 0.
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Dowdd (b)

Zatézmy, ze det He(xo, vo) < 0. Wtedy z ciagtosci pochodnych
czastkowych mamy det Hr(a, b) < 0.
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Dowdd (b)

Zatézmy, ze det He(xo, vo) < 0. Wtedy z ciagtosci pochodnych
czastkowych mamy det Hr(a, b) < 0.
Jedli fix(a, b) # 0 to z (1)

f(x,y) = f(x0, y0) =

2 2
fx(2.b) ((Ax+ fiy (3, b)%) + det H(a, b) <%) ) (3)
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Dowdd (b)

Zatézmy, ze det He(xo, vo) < 0. Wtedy z ciagtosci pochodnych
czastkowych mamy det Hr(a, b) < 0.
Jedli fix(a, b) # 0 to z (1)

f(x,y) — f(x0, %) =
2
@ ((Ax+ fo(a, b)f E b)> + det H¢(a, b) <%) ),(3)

Podstawmy do (3) Ay = 0 przy zatozeniu, ze Ax # 0.
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Dowdd (b)

Zatézmy, ze det He(xo, vo) < 0. Wtedy z ciagtosci pochodnych
czastkowych mamy det Hr(a, b) < 0.
Jedli fix(a, b) # 0 to z (1)

f(x,y) — f(x0,%0) =

2
@ ((Ax+ fo(a, b)f E b)> + det H¢(a, b) <%) ),(3)

Podstawmy do (3) Ay = 0 przy zatozeniu, ze Ax # 0.
Wtedy otrzymujemy o
f(x,y) = flx0,y0) = =2 (Ax)?.
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Dowdd (b)

Zatézmy, ze det He(xo, vo) < 0. Wtedy z ciagtosci pochodnych
czastkowych mamy det Hr(a, b) < 0.
Jedli fix(a, b) # 0 to z (1)

f(x,y) — f(x0, y0) =
2
M ((Ax+ fxy(a b)f G b)) + det l‘lf(a7 b) <%) ) 7(3)

Podstawmy do (3) Ay = 0 przy zatozeniu, ze Ax # 0.

Wtedy otrzymujemy o

Fx.y) = f0.y0) = =52 (Ax)?.

Nastepnie podstawmy Ax = —f,,(a, b)% przy zatozeniu, ze
Ay # 0.
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Dowdd (b)

Zatézmy, ze det He(xo, vo) < 0. Wtedy z ciagtosci pochodnych
czastkowych mamy det Hr(a, b) < 0.
Jedli fix(a, b) # 0 to z (1)

f(x,y) — f(x0, y0) =
2
M ((Ax+ fxy(a b)f G b)) + det l‘lf(a7 b) <%) ) 7(3)

Podstawmy do (3) Ay = 0 przy zatozeniu, ze Ax # 0.
Wtedy otrzymujemy o
Fx.y) = f0.y0) = =52 (Ax)?.
Nastepnie podstawmy Ax = —f,,(a, b)% przy zatozeniu, ze
Ay # 0.

Xx(a b) 2
Weedy f(x,y) — f(x0.y0) = det H(a, b) ( o b)) .
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Dowdd (b)

Zatézmy, ze det He(xo, vo) < 0. Wtedy z ciagtosci pochodnych
czastkowych mamy det Hr(a, b) < 0.
Jedli fix(a, b) # 0 to z (1)

f(x,y) — f(x0, y0) =
2
M ((Ax+ fxy(a b)f G b)) + det l‘lf(a7 b) <%) ) 7(3)

Podstawmy do (3) Ay = 0 przy zatozeniu, ze Ax # 0.

Wtedy otrzymujemy

Fx.y) = f0.y0) = =52 (Ax)?.

Nastepnie podstawmy Ax = —f,,(a, b)% przy zatozeniu, ze
Ay # 0.

Weedy £(x,y) — f(x0, y0) = =52 det Hy(a, b) (£ b))z-
Czyli w sasiedzwie (xp, yo) wyrazenie f(x,y) — f(xo, yo) zmienia
znak, wiec f nie ma ekstremum w (X, ¥o)-
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cd Dowodu (b)

Jesli fi(a, b) =0, a f,,(a, b) # 0 to zamieniajac role x i y we
wzorze (1) otrzymujemu

f(Xay) - f(X07.y0) =
fy(a, « \2 )2
£2(2) <(Ay+ fo(a.b) 25 )+ det Hi(a. b) (225 >,(4)
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cd Dowodu (b)

Jesli fi(a, b) =0, a f,,(a, b) # 0 to zamieniajac role x i y we
wzorze (1) otrzymujemu

f(x,y) — f(x0,y0) =
brleb) <(Ay+ fy(a, )75 b)) +det H(a, b) (fyy(am)z) )

Analogicznie podstawiajac do (4) Ax =0 przy zatozeniu, ze

Ay # 0 oraz nastepnie Ay = —f,,(a, b)f 5y Przy zatozeniu, ze
Ax # 0 dowodzimy, ze w sasiedzwie (xp, yo) wyrazenie

f(x,y) — f(xo0, ¥o) zmienia znak, wiec f nie ma ekstremum w
(x0, ¥0)-
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cd Dowodu (b)

Jesli fi(a, b) = f,y(a, b) = 0 to ze wzoru Taylora

f(x,y) — f(x0,y0) = fy(a, b)AxAy. (5)
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cd Dowodu (b)

Jesli fi(a, b) = f,y(a, b) = 0 to ze wzoru Taylora
f(x,y) — f(x0, y0) = fiy(a, b)AxAy. (5)

Z tego, ze det Hr(a, b) = —(fiy(a, b))? < 0 wynika, ze
f(a, b) # 0.
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cd Dowodu (b)

Jesli fi(a, b) = f,y(a, b) = 0 to ze wzoru Taylora
f(x,y) — f(x0, y0) = fiy(a, b)AxAy. (5)

Z tego, ze det Hr(a, b) = —(fiy(a, b))? < 0 wynika, ze
f(a, b) # 0.

Podstawiajac Ax > 0i Ay >0 oraz Ax >0i Ay < 0 do (5)
pokazujemy, ze wyrazenie f(x,y) — f(xo, yo) réwniez zmienia znak,
wiec f nie ma ekstremum w (xo, yo)-

L]
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Przyktady

(1) flx,y) = x>+ y?
&:2)(:0'@:2)/:0{:} X:y:O

det Hy(0,0) = g g — 450, £,(0,0)=2>0= £(0,0)=0

jest minimum lokalnym witasciwym funkcji f.
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Przyktady

(1) flx,y) = x>+ y?
&:2)(:0'@:2)/:0{:} X:y:O

det Hy(0,0) = g g — 450, £,(0,0)=2>0= £(0,0)=0

jest minimum lokalnym witasciwym funkcji f.

(2) g(x,y) = —12 4+ 8x — 5x? 4+ 10y — 2xy — 2y?
gxf8—10x—2yf0 gy =10—-2x—-4y =0
— x=3%y=1

&x = —10, g, = 2 8y = —4

—-10 -2
det Hg(3,5) = ‘ _20 4 |=36>0, gu(3.5)=-10<0=
g(%, %) to maksimum lokalne wtasciwe.
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Przyktady

(1) flx,y) = x>+ y?
fX:2X:O'f;/:2y:O<:)> X:y:O

det Hy(0,0) = gg — 450, £,(0,0)=2>0= £(0,0)=0

jest minimum lokalnym witasciwym funkcji f.

(2) g(x,y) = —12 4+ 8x — 5x? 4+ 10y — 2xy — 2y?
gxf8—10x—2yf0 gy =10—-2x—-4y =0
— x=3%y=1

&x = —10, g, = 2 8y = —4

det Hg(3, %) = ‘ __120 :i =36>0, gu(3,5)=-10<0=
g(3.5)=1to mak5|mum lokalne witasciwe.

(3) h(x,y) = x*> — y? nie ma w punkcie (0,0) ekstremum, bo:
@wmqm:‘g_g‘:—4<o
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Uwaga:

Jesdli det Hr(xo, yo) = 0, to twierdzenie nie rozstrzyga istnienia
ekstremum w (xp, y0), np:

(1) f(x,y) = x*+y* > 0= f(0,0). Stad f ma w (0,0) minimum
lokalne wtasciwe. Ale fx = 12x2, £, =0, f,, = 12y? |

det Hf(0,0) = 0.
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Uwaga:

Jesdli det Hr(xo, yo) = 0, to twierdzenie nie rozstrzyga istnienia
ekstremum w (xp, y0), np:

(1) f(x,y) = x*+y* > 0= f(0,0). Stad f ma w (0,0) minimum
lokalne wtasciwe. Ale fx = 12x2, £, =0, f,, = 12y? |

det H(0,0) = 0.

(2) g(x,y) = x3 + y* nie ma w (0, 0) ekstremum, bo

g(0,y) =y*>0=g(0,0) dla y # 0 oraz

g(x,0) = x> < 0=g(0,0) dla x <0, ale g = 6x, gxy =0,

gyy = 12y? i det Hg(0,0) = 0.
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Przyktady:
Zbada¢ ekstrema funkgji:
(1) f(x,y) =xy +2x—y +3, fec C23(R?)

{ f(x,y)=y+2=0

f(xy) =x—1=0 = (x,y) = (1,—2) - punkt stacjonarny

det He(1,-2) = ’ 01 ' < 0 = brak ekstremum w (1, —2).

10
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(2) g(x,y) = x> +xy +y? —4Inx —10Iny
Dy ={(x,y) €R%: x>0 A y >0}, ge C%D,)

gx=2x+y—4%4=0 2x%2 +xy =4
{gy:X‘l‘zy—fyb:O {Xy—|—2y2:10
4—2x2 4—2x2
yzi yzi
= x x =
{3x4—19x2+16—0 {x2—1vX2—16

= (x,y) = (1,2) jedyne rozwiazanie takie, ze (x,y) € Dg.
gxx:2+%7 &y =1, gyy:2+)172

24+ % 1

det Hg(x,y) = ‘ 1 24 10
y

=(2+%) <2+;—2)—1>0

i 8x(1,2) =6 >0=g(1,2) =7 —10In2 - minimum lokalne
wiasciwe
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(3) z(x,y) =e€> - (x+y?), ze C*(R?)

se=3ei(xty?+2)=0 {X+y2—|—2:0
z, =2ye2 =0 y=0
= (—2,0) - punkt stacjonarny
3

Zyx % (X+y +4) ny:yega Zyy:2e§

det H,(x,y) = %ex(x—y2+4) =
= det H,(—2 0)—e_2>0 A Zu(—2,0) > 0 =

= z(—2,0) = —g - minimum lokalne witadciwe
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(4) z(x,y) = e - (x+y?), zc C?R?)

{ zZe=eX(1-x—-y?)=0

z, =2y =0 = (1,0) - punkt stacjonarny

—X

Z = e X(x+y?—2), zy = —2ye%, z, =2e

det H,(x,y) = e 2X(2x —2y? —4) = det H,(1,0) = —2¢ 2 <0 =
= brak ekstremum w (1,0). Czyli funkcja z nie ma ekstreméw.
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Macierze symetryczne

Niech
di1 d12 - din
a1 axp -+ axp
A= (aj)ij=1,-n =
dnl dn2 - @ann

bedzie macierza kwadratowa n X n o wyrazach rzeczywistych.
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Macierze symetryczne

Niech
di1 d12 - din
a1 a2 -+ ap
A= (aj)ij=1,,n =
anl an2 - dnn

bedzie macierza kwadratowa n X n o wyrazach rzeczywistych.

Macierz A jest symetryczna jesli AT = A tzn. dla kazdego
I',_j':].,”' ,na,-j:aj,-.
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Macierze symetryczne

Niech
di1 d12 - din
a1 axp -+ axp
A= (aj)ij=1,-n =
dnl dn2 - @ann

bedzie macierza kwadratowa n X n o wyrazach rzeczywistych.

Macierz A jest symetryczna jesli AT = A tzn. dla kazdego
I',_j':].,”' ,na,-j:aj,-.

1

Przyktad: Macierz jest symetryczna.

A~ W
~ o o
© oo W
=t JENIN
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Macierz Hessego

Niech D C R" otwarty xg € D i f : D — R. Zatozmy, ze istnieja
pochodne czastkowe rzedu 2 w xp.
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Macierz Hessego

Niech D C R" otwarty xg € D i f : D — R. Zatozmy, ze istnieja
pochodne czastkowe rzedu 2 w xp.
Macierz Hessego Hr(xp) funkcji f w xp to macierz kwadratowa

2
n x n wyrazach a; = 52/ (xo).
iOX;
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Macierz Hessego

Niech D C R" otwarty xg € D i f : D — R. Zatozmy, ze istnieja
pochodne czastkowe rzedu 2 w xp.

Macierz Hessego Hr(xp) funkcji f w xp to macierz kwadratowa
n x n wyrazach aj; = %(xo).

.

Stwierdzenie

Jezeli funkcja f ma ciagte pochodne czastkowe w xp do rzedu 2 to
macierz Hessego Hr(xp) funkeji f w xg jest symetryczna macierza
nxn.

A
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Minory gtéwne

Niech 1 < k < n. Minorem gtéwnym k x k macierzy kwadratowe;j
A o wymiarach n X n nazywamy wyznacznik

a1 412 - a1k

dp1 a2 - Ak
My = det

a1 ak2 - dkk
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Minory gtéwne

Niech 1 < k < n. Minorem gtéwnym k x k macierzy kwadratowe;j
A o wymiarach n X n nazywamy wyznacznik

a1 412 - a1k

dp1 a2 - Ak
My = det

a1 ak2 - dkk

Przyktad. Niech D C R?, (xo, y0) € D i funkcja f : D — R ma
ciagte pochodne czastkowe w X, yp) do rzedu 2.
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Minory gtéwne

Niech 1 < k < n. Minorem gtéwnym k x k macierzy kwadratowe;j
A o wymiarach n X n nazywamy wyznacznik

a1 412 - a1k

dp1 a2 - Ak
My = det

a1 ak2 - dkk

Przyktad. Niech D C R?, (xo, y0) € D i funkcja f : D — R ma
ciagte pochodne czastkowe w X, yp) do rzedu 2.
Minory gtéwne macierzy Hessego funcji f w punkcie (xg, yp) czyli

fx (X0, ¥0)  fry (X0, ¥0) ) to

macierz
Y < (%0 ¥0) i (x0: ¥0)

Ml = fXX(XO? y0)7

M = Hr(x0,¥0) = fc(x0: ¥0) - Fy (X0, y0) — £, (0, y0)-
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Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum (n dowolne)

Twierdzenie

Niech D C R" i funkcja f : D — R ma ciagte pochodne czastkowe

pierwszego i drugiego rzedu w punkcie stacjonarnym a € D (czyli
g—)’;(a) =0dlai=1,---,n).
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Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum (n dowolne)

Twierdzenie

Niech D C R" i funkcja f : D — R ma ciagte pochodne czastkowe
pierwszego i drugiego rzedu w punkcie stacjonarnym a € D (czyli
g—)’;(a):0dla i=1,---,n).

Niech My bedzie minorem gtéwnym k x k macierzy Hessego Hs(a)
funkcji f wadlak=1,--- n.
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Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum (n dowolne)

Twierdzenie

Niech D C R" i funkcja f : D — R ma ciagte pochodne czastkowe
pierwszego i drugiego rzedu w punkcie stacjonarnym a € D (czyli
g—)’;(a):0dla i=1,---,n).

Niech My bedzie minorem gtéwnym k x k macierzy Hessego Hs(a)
funkcji f wadlak=1,--- n.

(a) jesli My > 0 dla kazdego k =1,--- , n to funkcja f ma
minimum wiasciwe w a,
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Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum (n dowolne)

Twierdzenie

Niech D C R" i funkcja f : D — R ma ciagte pochodne czastkowe
pierwszego i drugiego rzedu w punkcie stacjonarnym a € D (czyli
g—)’;(a):0dla i=1,---,n).

Niech My bedzie minorem gtéwnym k x k macierzy Hessego Hs(a)
funkcji f wadlak=1,--- n.

(a) jesli My > 0 dla kazdego k =1,--- , n to funkcja f ma
minimum wiasciwe w a,

(b) jedli (—1)kMy > 0 dla kazdego k = 1,--- , n, to funkcja f ma
maksimum wiasciwe w a.
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Przyktad

Znalez¢ ekstrem lokalne funkcji
f(x1,x2,x3) = —x} — x5 — x5 +4x1 +4x2 +4x3, D = R3.
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Przyktad

Znalez¢ ekstrem lokalne funkcji

f(x1,x2,x3) = —x} — x5 — x5 +4x1 +4x2 +4x3, D = R3.

U —41-x)=0 <= x=1dlai=123
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Przyktad

Znalez¢ ekstrem lokalne funkcji
f(x1,x2,x3) = —x} — x5 — x5 +4x1 +4x2 +4x3, D = R3.
fL—4(1-x})=0 < x=1dlai=12,3,

(x1,x2,x3) = (1,1,1) to punkt stacjonarny funkgji f.
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Przyktad

Znalez¢ ekstrem lokalne funkcji
f(x1,x2,x3) = —x} — x5 — x5 +4x1 +4x2 +4x3, D = R3.

U —41-x)=0 <= x=1dlai=123

(x1,x2,x3) = (1,1,1) to punkt stacjonarny funkgji f.

Macierz Hessego f ma postac

—12x2 0 0
He(x1,x2,x3) = 0 —12x2 0
0 0 —12x§
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Przyktad

Znalez¢ ekstrem lokalne funkcji
f(x1,x2,x3) = —x} — x5 — x5 +4x1 +4x2 +4x3, D = R3.

U —41-x)=0 <= x=1dlai=123

(x1,x2,x3) = (1,1,1) to punkt stacjonarny funkgji f.

Macierz Hessego f ma postac

—12x2 0 0
He(x1,x2,x3) = 0 —12x2 0
0 0 —12x§

Minory gtéwne tej macierzy w (1,1,1) to My = —12 <0,
M, = (12)2 > 0, M3 = —(12)3 < 0.
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Przyktad

Znalez¢ ekstrem lokalne funkcji
f(x1,x2,x3) = —x} — x5 — x5 +4x1 +4x2 +4x3, D = R3.

U —41-x)=0 <= x=1dlai=123

(x1,x2,x3) = (1,1,1) to punkt stacjonarny funkgji f.

Macierz Hessego f ma postac

—12x2 0 0
He(x1,x2,x3) = 0 —12x2 0
0 0 —12x§

Minory gtéwne tej macierzy w (1,1,1) to My = —12 <0,
M, = (12)2 > 0, M3 = —(12)3 < 0.

Stad f ma maksimum wiasciwe w (1,1,1) réwne f(1,1,1) = 9.
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Znajdowanie wartosci najwiekszej i najmniejszej funkgcji

Uwagi:

(1) Jesli funkcja jest ciagta w zbiorze ograniczonym i domknietym,
to jest w nim ograniczona i przyjmuje w nim swoje kresy: gdrny i
dolny (tw. Weierstrassa).
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Znajdowanie wartosci najwiekszej i najmniejszej funkgcji

Uwagi:

(1) Jesli funkcja jest ciagta w zbiorze ograniczonym i domknietym,
to jest w nim ograniczona i przyjmuje w nim swoje kresy: gdrny i
dolny (tw. Weierstrassa).

(2) Jesli funkcja przyjmuje warto$¢ najwieksza lub najmniejsza w
punkcie wewnetrznym obszaru i ma w tym punkcie pochodne
czastkowe, to te pochodne znikaja (punkt stacjonarny).
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Przyktady:

Znalez¢ warto$¢ najwieksza i najmniejsza funkcji w zbiorze D

(1) 2(x,y) = (x = y)* + xy — x,
D=100,1] x [0,1]] ={(x,y)[0 < x <1, 0<y <1},
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Przyktady:

Znalez¢ warto$¢ najwieksza i najmniejsza funkcji w zbiorze D

(1) 2(x,y) = (x = y)* + xy — x,
D=100,1] x [0,1]] ={(x,y)[0 < x <1, 0<y <1},
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Int D - wnetrze zbioru D, 0D - brzeg zbioru D,

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



Int D - wnetrze zbioru D, 0D - brzeg zbioru D,
IntD = (0,1) x (0,1) ={(x,y)[0 < x <1, 0 <y <1},
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Int D - wnetrze zbioru D, 0D - brzeg zbioru D,
IntD = (0,1) x (0,1) ={(x,y)[0 < x <1, 0 <y <1},
oD = ([0,1] x {0}) U ([0, 1] x {1}) U ({0} x [0,1]) U ({1} x [0,1]),
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Int D - wnetrze zbioru D, 0D - brzeg zbioru D,

IntD =(0,1) x (0,1) ={(x,y)[0<x <1, 0<y <1},

9D = ([0,1] x {0}) U ([0, 1] x {1}) U ({0} x [0, 1]) U ({1} x [0, 1]),
D=IntDUdD, IntDNID =0,

(x,y) € Int D
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Int D - wnetrze zbioru D, 0D - brzeg zbioru D,

IntD =(0,1) x (0,1) ={(x,y)[0<x <1, 0<y <1},

9D = ([0,1] x {0}) U ([0, 1] x {1}) U ({0} x [0, 1]) U ({1} x [0, 1]),
D=IntDUdD, IntDNID =0,

zy=2x—y—1=0
(x,y)GIntD{ 7 = —x 12y =0
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Int D - wnetrze zbioru D, 0D - brzeg zbioru D,

IntD =(0,1) x (0,1) ={(x,y)[0<x <1, 0<y <1},

9D = ([0,1] x {0}) U ([0, 1] x {1}) U ({0} x [0,1]) U ({1} x [0,1]),
D=IntDUdD, IntDNID =0,

(x,y) € Int D { Z;y_:2xxi2y1:_00

< (x,y)=(3,%) € IntD,
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Int D - wnetrze zbioru D, 0D - brzeg zbioru D,
IntD =(0,1) x (0,1) ={(x,y)[0<x <1, 0<y <1},
9D = ([0,1]  {0}) U ([0, 1] x {1}) U ({0} x [0, 1)) U ({1} x [0, 1)),
D=IntDUdD, IntDNID =0,
zy=2x—y—1=0
(x,y) € Int D { 5 — x4 2y—0

y
= (x,y)=(33)emltD, z(3,1)=-1.
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Int D - wnetrze zbioru D, 0D - brzeg zbioru D,
IntD =(0,1) x (0,1) ={(x,y)[0<x <1, 0<y <1},
oD = ([0,1] x {0}) U ([0,1] x {1}) U ({0} x [0,1]) U ({1} x [0,1]),
D=IntDUdD, IntDNID =0,
zy=2x—y—1=0
(x,y) € Int D { 7 = —x 12y =0
— (x,y)=(3,3)€IntD, 2(3,3) = -3
(x,y) € OD:
1° xe€(0,1),y=0
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Int D - wnetrze zbioru D, 0D - brzeg zbioru D,
IntD =(0,1) x (0,1) ={(x,y)[0<x <1, 0<y <1},
oD = ([0,1] x {0}) U ([0,1] x {1}) U ({0} x [0,1]) U ({1} x [0,1]),
D=IntDUdD, IntDNID =0,
zy=2x—y—1=0
(x,y) € Int D { 7 = —x 12y =0
— (x,y)=(3,3)€IntD, 2(3,3) = -3
(x,y) € OD:
1° xe€(0,1),y=0

x € (0,1), g1(x) = z(x,0) = x? — x
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Int D - wnetrze zbioru D, 0D - brzeg zbioru D,

IntD =(0,1) x (0,1) ={(x,y)[0<x <1, 0<y <1},

0D = ([0,1] x {0}) U ([0, 1] x {1}) U ({0} > [0, 1]) U ({1} x [0, 1]),

D=IntDUdD, IntDNID =0,
zy=2x—y—1=0

(x,y) € Int D { 7 = —x 12y =0

= (x,y)=(3,3) €D, 2(3.3) =

(x,y) € OD:

1° xe€(0,1),y=0

x € (0,1), g1(x) = z(x,0) = x? — x

gilx)=2x—1=0=x=3¢€(0,1)

_1
3
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Int D - wnetrze zbioru D, 0D - brzeg zbioru D,

IntD =(0,1) x (0,1) ={(x,y)[0<x <1, 0<y <1},

9D = ([0,1] x {0}) U ([0, 1] x {1}) U ({0} x [0, 1]) U ({1} x [0, 1]),
D=IntDUdD, IntDNID =0,

zy=2x—y—1=0
(x,y)GIntD{ 27— —x+2y =0

y
= (x,y)=(33)emltD, z(3,1)=-1.
(x,y) € 9D:
1° X€(071)7y:0

x € (0,1), g1(x) = z(x,0) = x? — x
gilx)=2x—1=0=x=3¢€(0,1)
2(3,0)=&(3) = —2
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Int D - wnetrze zbioru D, 0D - brzeg zbioru D,

IntD =(0,1) x (0,1) ={(x,y)[0<x <1, 0<y <1},

9D = ([0,1] x {0}) U ([0, 1] x {1}) U ({0} x [0, 1]) U ({1} x [0, 1]),
D=IntDUdD, IntDNID =0,

zy=2x—y—1=0
(x,y)GIntD{ 7 = —x 12y =0
= (xy)=(53) €ntD, 2(3,3)
(x,y) € OD:
1° x e (0,1), y =0
x € (0,1), g1(x) = z(x,0) = x? — x
gilx)=2x—1=0=x=3¢€(0,1)
2(3.0) = g1(3) = —2

_1
3

2° xe(0,1),y=1
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Int D - wnetrze zbioru D, 0D - brzeg zbioru D,

IntD =(0,1) x (0,1) ={(x,y)[0<x <1, 0<y <1},

9D = ([0,1] x {0}) U ([0, 1] x {1}) U ({0} x [0, 1]) U ({1} x [0, 1]),
D=IntDUdD, IntDNID =0,

zy=2x—y—1=0
(x,y)GIntD{ 7 = —x 12y =0
= (xy)=(53) €ntD, 2(3,3)
(x,y) € OD:
1° x e (0,1), y =0
x € (0,1), g1(x) = z(x,0) = x? — x
gilx)=2x—1=0=x=3¢€(0,1)
2(3.0) = g1(3) = —2

_1
3

2° xe(0,1),y=1
x € (0,1),
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Int D - wnetrze zbioru D, 0D - brzeg zbioru D,

IntD =(0,1) x (0,1) ={(x,y)[0<x <1, 0<y <1},

9D = ([0,1] x {0}) U ([0, 1] x {1}) U ({0} x [0, 1]) U ({1} x [0, 1]),
D=IntDUdD, IntDNID =0,

zy=2x—y—1=0
(x,y)GIntD{ 7 = —x 12y =0
= (xy)=(53) €ntD, 2(3,3)
(x,y) € OD:
1° x e (0,1), y =0
x € (0,1), g1(x) = z(x,0) = x? — x
gilx)=2x—1=0=x=3¢€(0,1)
2(3.0) = g1(3) = —2

_1
3

2° xe(0,1),y=1
x € (0,1), g@2(x) = z(x,1) = (x — 1)?
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Int D - wnetrze zbioru D, 0D - brzeg zbioru D,

IntD =(0,1) x (0,1) ={(x,y)[0<x <1, 0<y <1},

9D = ([0,1] x {0}) U ([0, 1] x {1}) U ({0} x [0, 1]) U ({1} x [0, 1]),
D=IntDUdD, IntDNID =0,

zy=2x—y—1=0
(x,y)GIntD{ 7 = —x 12y =0
= (xy)=(53) €ntD, 2(3,3)
(x,y) € OD:
1° x e (0,1), y =0
x € (0,1), g1(x) = z(x,0) = x? — x
gilx)=2x—1=0=x=3¢€(0,1)
2(3.0) = g1(3) = —2

_1
3

2° xe(0,1),y=1
x € (0,1), g@2(x) = z(x,1) = (x — 1)?
g(x)=2(x—-1)=0=x=1¢(0,1)

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



3° x=0,y€(0,1)
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3° x=0,y€(0,1)
ye(o’l)y
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3° x=0,ye€(0,1)
V4

y €(0,1), g3(y) = z(0,y) = y?
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3° x=0,y€(0,1)
y €(0,1), g3s(y) = z(0,y) = y?

g(y)=2y=0=y=0¢(0,1)
4° x =1,y €(0,1)
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3 x=0,y € (0,1)
€(0,1), g3(y) ==z

g(y)=2y=0=y=
4° x=1,ye€/(0,

€ (0,1),
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3° x=0,ye(0,1)
E(0 1), g3(y) =z

6(071), g4() Z(Ly)=y*—y
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3° x=0,ye(0,1)
y€(0,1), g3(y) = z(0,y) =y
0

g(y)=2y=0=y=0¢(0,1)
4° x =1,y €(0,1)

2

y€(0,1), galy) =z(L,y) =y*—y
giy)=2y—-1=0=y=13€(0,1)

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



3° x=0,ye(0,1)
y€(0,1), g3(y) = z(0,y) =y
0

g(y)=2y=0=y=0¢(0,1)
4° x =1,y €(0,1)

2

y€(0,1), galy) =z(L,y) =y*—y
giy)=2y—-1=0=y=13€(0,1)
z2(1,3) =a(3)=-1

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



3° x=0,ye(0,1)
y€(0,1), g3(y) = z(0,y) =y
0

g(y)=2y=0=y=0¢(0,1)
4° x =1,y €(0,1)

2

y€(0,1), galy) =2(L,y) =y*—y
gily)=2y—-1=0=y=73€(01)
2(1,3) = a(}) =%

z(0,0) =0,

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



3° x=0,ye(0,1)
y €(0,1), gs(y) =z

€ (0, 1), g4(y) =z(Ly)=y*>—y
g(y)=2y-1=0=y=1¢€(01)
2(1,3) = a(}) =%
z(0,0) =0, z(1,0) =0,

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



3° x=0,y€(0,1)
y €(0,1), g3s(y) = z(0,y) = y?

g(y)=2y=0=y=0¢(0,1)
4° x =1,y €(0,1)

y€(0,1), galy) =2(L,y) =y*—y
gily)=2y—-1=0=y=73€(01)
2(1,3) =gu(3) =%

z(0,0) =0, z(1,0) =0, z(0,1) =1,

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



3° x=0,y€(0,1)
y €(0,1), g3s(y) = z(0,y) = y?

g(y)=2y=0=y=0¢(0,1)
4° x =1,y €(0,1)

y€(0,1), galy) =2(L,y) =y*—y
gily)=2y—-1=0=y=73€(01)

2(1,3) = a(}) =%

2(0,0) =0, z(1,0) =0, z(0,1) = 1, z(1,1) = 0.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



3° x=0,y€(0,1)
€ (0,1), g(y) = 2(0,y) = y?

g(y)=2y=0=y=0¢(0,1)
4° x =1,y €(0,1)

€(0,1), galy) = z(1,y) =y* -y
giy)=2y—-1=0=y=13€(0,1)
2L =g(})=-1
2(0,0) =0, z(1,0) =0, z(0,1) = 1, z(1,1) = 0.
1 1 1

—= 1 - 1.
{=3—70 }:(TD;QDZ(X ) =3, (XrE%DZ(X y) =

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



1
min z(x,y)=—=, max z(x,y)=1.
(x.y)eD bey) 3" (xy)eD bey)

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



(2) Fx,y) = x> =3x* + y> — 32,
D={(xy): *+y*<9 A y=>x}

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



( ,2)} = (0,2) e Int D =
f(O 2) =

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



D=ABUAB, A=(-3-F). B=(%3)
e ()

glx) = flx,x) =2 - 62, x¢ (-3, %)

g(x) =62~ 12x =6x(x~2) =0 A x¢€ (-3, %)

g(0)=0, g(2)=-8

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



v | x=3cosyp x5
AB.{y:3siw ez

h(¢) = f(3cos p, 3sin ) = 27(cos® ¢ + sin® ¢ — 1)
h’( ) = 27[3cos? ¢ - (—sin @) + 3sin? ¢ - cos @] =
8l sin2p(sinp —cosp) =0 A ¢ € (Z )

sin2p=0 < p=k- 5, k€Z=p=5V p=m

2T

s
2
sinp =cosp <= tgp=1<+= =7+
h(%) =0, h(r)=—54

(3 =20+%) (%) =2(5-1)
{-4,0,-8,-27 (1+ %) 27 (L - 1) . -54} =
min(yyep f(x,y) = =54, max(,)ep f(x,y) =0

kr, k€Z=pcl

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



min(x,y)ED f(Xay) = —54, MaX(x,y)eD f(X7 .y) =0

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



(3)
2(x,y)=x*=y?+2x, D={(x,y) : x>+ 2x+y* -y < G},
Int D :

{ Z=22x+2=0 = (x,y) = (-1,0) € Int D

z, =2y =0
z(—-1,0) = —
D :x?+2x+y?’—y=U «— (x+10+(y—3)°=4
x = —142cos(t), y = 2+ 2sin(t), t € [0, 2n]
g(t) = z(—1+2cos(t), 3 + 2sin(t)) = +2sm(t)
g’(t):2cos(t):0:>(t_g Vot =
g(3)=% g3r) =3

13 5 21
-1, — = min z(x , max z(x —
{ 2) (J)ED( )= (W)ED( )=

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



minGey)en 2(x,¥) = =1, maxgep z(x,y) = 3
-3 -2 1 0 1

——

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



Funkcje uwiktane

F(x,y) - funkcja okreslona w pewnym obszarze.

Jedli istnieje funkcja y = f(x) spetniajaca ¥V x € X warunek
F[x, f(x)] = 0, to nazywamy ja funkcja uwiktana okrelona w
zbiorze X réwnaniem F(x,y) = 0.

Inaczej: y = f(x) - funkcja okreslona w sposéb uwiktany
réwnaniem F(x,y) = 0.

A

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



Przyktady funkcji uwiktanych

Fix,y)=x*+y*—1=0

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



Przyktady funkcji uwiktanych

Fix,y)=x*+y*—1=0

x24y?-1=0

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



Przyktady funkcji uwiktanych

(1) Funkcja y = V1 — x2 jest funkcja uwiktana okreslona w
przedziale [—1, 1] réwnaniem x? + y?> —1 =0, bo

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



Przyktady funkcji uwiktanych

(1) Funkcja y = V1 — x2 jest funkcja uwiktana okreslona w
przedziale [—1, 1] réwnaniem x? + y?> —1 =0, bo

Vxe[-1,1] x®+(V1-x2)2-1=0

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



Przyktady funkcji uwiktanych

(1) Funkcja y = V1 — x2 jest funkcja uwiktana okreslona w
przedziale [—1, 1] réwnaniem x? + y?> —1 =0, bo

Vxe[-1,1] x®+(V1-x2)2-1=0

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



Przyktady funkcji uwiktanych

(1) Funkcja y = V1 — x2 jest funkcja uwiktana okreslona w
przedziale [—1, 1] réwnaniem x? + y?> —1 =0, bo

Vxe[-1,1] x®+(V1-x2)2-1=0

05 10

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



Przyktady funkcji uwiktanych

(1) Funkcja y = V1 — x2 jest funkcja uwiktana okreslona w
przedziale [—1, 1] réwnaniem x? + y?> —1 =0, bo

Vxe[-1,1] x®+(V1-x2)2-1=0

05 10

Nie jest to jedyna funkcja uwiktana.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



Przyktady funkcji uwiktanych

(1) Funkcja y = V1 — x2 jest funkcja uwiktana okreslona w
przedziale [—1, 1] réwnaniem x? + y?> —1 =0, bo

Vxe[-1,1] x®+(V1-x2)2-1=0

05 10

Nie jest to jedyna funkcja uwiktana. Ale jesli wybierzemy punkt np.

(x0, ¥0) = (%, ?) taki, ze F(xo,y0) = 0 wtedy jest to jedyna

funkcja ciagta o dziedzinie [—1, 1] taka, ze yp = f(Xo).

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



Przyktady funkcji uwiktanych

Funkcja y = —v/1 — x2 jest réwniez funkcja uwikfana okreslona w
przedziale [—1, 1] réwnaniem x? + y? —1 =0, bo

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



Przyktady funkcji uwiktanych

Funkcja y = —v/1 — x2 jest réwniez funkcja uwikfana okreslona w
przedziale [—1, 1] réwnaniem x? + y? —1 =0, bo

Vxe[-1,1] x*+(—v1-x2)2-1=0

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



Przyktady funkcji uwiktanych

Funkcja y = —v/1 — x2 jest réwniez funkcja uwikfana okreslona w
przedziale [—1, 1] réwnaniem x? + y? —1 =0, bo

Vxe[-1,1] x*+(—v1-x2)2-1=0

y=—y1-x2

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



Przyktady funkcji uwiktanych

Funkcja y = —v/1 — x2 jest réwniez funkcja uwikfana okreslona w
przedziale [—1, 1] réwnaniem x? + y? —1 =0, bo

Vxe[-1,1] x*+(—v1-x2)2-1=0

y=—y1-x2

za$ np. przez punkt (x1,y1) = (?, —g))

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



Przyktady funkcji uwiktanych

Jest nieskonczenie wiele funkcji uwiktanych y = f(x) okreslonych
réwnaniem F(x,y) = x> + y?> —1 = 0. Na przykiad

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



Przyktady funkcji uwiktanych

Jest nieskonczenie wiele funkcji uwiktanych y = f(x) okreslonych
réwnaniem F(x,y) = x> + y?> —1 = 0. Na przykiad

Zauwazmy, ze ta funkcja nie jest ciagta

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



Przyktady funkcji uwiktanych

Jest nieskonczenie wiele funkcji uwiktanych y = f(x) okreslonych
réwnaniem F(x,y) = x> + y?> —1 = 0. Na przykiad

Zauwazmy, ze ta funkcja nie jest ciagta w punkcie 0,

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



Przyktady funkcji uwiktanych

Wybierzmy punkt (x2, y2) = (1,0). Wtedy

F(x2,y2) = x2 + y3 —1=1—1=0. Nie istnieje funkcja ciagta
postaci y = f(x), ktérej wykres zarieratby wszystkie punkty (x, y)
spetniajace x> + y?> — 1 = 0 z pewnego otoczenia punktu (1,0).

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz)

Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



Przyktady funkcji uwiktanych

Wybierzmy punkt (x2, y2) = (1,0). Wtedy

F(x2,y2) = x2 + y3 —1=1—1=0. Nie istnieje funkcja ciagta
postaci y = f(x), ktérej wykres zarieratby wszystkie punkty (x, y)
spetniajace x> + y?> — 1 = 0 z pewnego otoczenia punktu (1,0).
Ale funkcja x = y/1 — y? jest funkcja uwiktana okreslona w
przedziale [—1, 1] réwnaniem x2 + y? — 1 = 0.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



Przyktady funkcji uwiktanych

Wybierzmy punkt (x2, y2) = (1,0). Wtedy

F(x2,y2) = x2 + y3 —1=1—1=0. Nie istnieje funkcja ciagta
postaci y = f(x), ktérej wykres zarieratby wszystkie punkty (x, y)
spetniajace x> + y?> — 1 = 0 z pewnego otoczenia punktu (1,0).
Ale funkcja x = y/1 — y? jest funkcja uwiktana okreslona w
przedziale [—1, 1] réwnaniem x2 + y? — 1 = 0.

Vyel-1,1] (V1-y2)2?+y?—-1=0

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



Przyktady funkcji uwiktanych

Wybierzmy punkt (x2, y2) = (1,0). Wtedy

F(x2,y2) = x2 + y3 —1=1—1=0. Nie istnieje funkcja ciagta
postaci y = f(x), ktérej wykres zarieratby wszystkie punkty (x, y)
spetniajace x> + y?> — 1 = 0 z pewnego otoczenia punktu (1,0).
Ale funkcja x = y/1 — y? jest funkcja uwiktana okreslona w
przedziale [—1, 1] réwnaniem x2 + y? — 1 = 0.

Vyel-1,1] (V1-y2)2?+y?—-1=0

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



Przyktady funkcji uwiktanych

Réwnanie x? 4+ y? + 1 = 0 nie okresla zadnej funkcji uwiktanej,

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



Przyktady funkcji uwiktanych

Réwnanie x? 4+ y? + 1 = 0 nie okresla zadnej funkcji uwiktanej,
bo x? + y? 4+ 1 > 1, wiec nie ma punktow spetniajacych to
réwnanie.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



Przyktady funkcji uwiktanych

Réwnanie x? 4+ y? + 1 = 0 nie okresla zadnej funkcji uwiktanej,
bo x? + y? 4+ 1 > 1, wiec nie ma punktow spetniajacych to
réwnanie.

Réwnanie y — x? = 0 okreéla doktadnie jedna funkcje (uwiktana)
y = f(x) o dziedzinie Df = R.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



Przyktady funkcji uwiktanych

Réwnanie x? 4+ y? + 1 = 0 nie okresla zadnej funkcji uwiktanej,
bo x? + y? 4+ 1 > 1, wiec nie ma punktow spetniajacych to
réwnanie.

Réwnanie y — x? = 0 okreéla doktadnie jedna funkcje (uwiktana)
y = f(x) o dziedzinie Df = R. Jest to funkcja y = x2 dla x € R.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



Twierdzenie o funcji uwiktanej

Twierdzenie

Niech D C R? bedzie podzbiorem otwartym oraz (xg, yo) € D.
Jedli F: D — R jest funkcja klasy C' oraz

F(X07_y0) =0 i Fy(X07YO) 7é 0

to istnieje dokfadnie jedna funkcja klasy C! uwiktana y = f(x)
okreslona w (xo — &, x0 + d) za pomoca réwnania F(x,y) =0 i
spetniajaca warunek f(xp) = yo.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



Twierdzenie o funcji uwiktanej

Twierdzenie

Niech D C R? bedzie podzbiorem otwartym oraz (xg, yo) € D.
Jedli F: D — R jest funkcja klasy C' oraz

F(X07_y0) =0 i Fy(X07YO) 7é 0
to istnieje dokfadnie jedna funkcja klasy C! uwiktana y = f(x)

okreslona w (xo — &, x0 + d) za pomoca réwnania F(x,y) =0 i
spetniajaca warunek f(xg) = yo. Pochodna funkgji f wynosi

fl(x) = —=—=

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



Twierdzenie o funcji uwiktanej

Twierdzenie

Niech D C R? bedzie podzbiorem otwartym oraz (xg, yo) € D.
Jedli F: D — R jest funkcja klasy C' oraz

F(X07_y0) =0 i Fy(X07YO) 7é 0

to istnieje dokfadnie jedna funkcja klasy C! uwiktana y = f(x)
okreslona w (xo — &, x0 + d) za pomoca réwnania F(x,y) =0 i
spetniajaca warunek f(xg) = yo. Pochodna funkgji f wynosi

Fx(x,y)
Fy(XaY)'

Jesli F jest funkcja klasy C? to y = f(x) jest funkcja klasy C? oraz

Fi(x) = - (6)

f”( ) — _FXX(Fy)2 — 2FXnyFy + F}’y(FX)2‘
(Fy)?

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



Dowdéd wzoru na pochodne funkcji uwiktane;

Rézniczkujac po x réwnanie F(x, f(x)) = 0 otrzymujemy
Fe(x, £(x)) + Fy(x, F(x))f'(x) = 0. (7)

Ale y = f(x). Stad otrzymujemy (6).
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Dowdéd wzoru na pochodne funkcji uwiktane;

Rézniczkujac po x réwnanie F(x, f(x)) = 0 otrzymujemy
Fe(x, £(x)) + Fy(x, F(x))f'(x) = 0. (7)

Ale y = f(x). Stad otrzymujemy (6).

Zatézmy, ze F jest klasy C? Rézniczkujac po x réwnanie (7)
otrzymujemy Fu (X, f(x)) + Fy (x, F(x))F'(x) + Fe (x, f(x))F'(x) +
Fyy (x, F))(F (%)) + Fy (x, £(x))f"(x) = 0.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



Dowdéd wzoru na pochodne funkcji uwiktane;

Rézniczkujac po x réwnanie F(x, f(x)) = 0 otrzymujemy
Fe(x, £(x)) + Fy(x, F(x))f'(x) = 0. (7)

Ale y = f(x). Stad otrzymujemy (6).

Zatézmy, ze F jest klasy C? Rézniczkujac po x réwnanie (7)

otrzymujemy Fu (X, f(x)) + Fy (x, F(x))F'(x) + Fe (x, f(x))F'(x) +

Fyy (x, £(x))(F'(x))? + Fy(x, f(x))f"(x) = 0. Podstawiamy do
Fx(x.y)

ostatniego wzoru y = f(x) i f'(x) = A C) otrzymujemy
Fe F)
Fo —2Fy—=+F, | =) +Ff"'(x)=0.
Fy Fy

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



Dowdéd wzoru na pochodne funkcji uwiktane;

Rézniczkujac po x réwnanie F(x, f(x)) = 0 otrzymujemy
Fe(x, £(x)) + Fy(x, F(x))f'(x) = 0. (7)

Ale y = f(x). Stad otrzymujemy (6).

Zatézmy, ze F jest klasy C? Rézniczkujac po x réwnanie (7)
otrzymujemy Fu (X, f(x)) + Fy (x, F(x))F'(x) + Fe (x, f(x))F'(x) +
Fyy (x, £(x))(F'(x))? + Fy(x, f(x))f"(x) = 0. Podstawiamy do

ostatniego wzoru y = f(x) i f'(x) = — ,’::;Ei}y/g otrzymujemy
Fe F)
Foo — 2F = + Fyy () + F, f"(x) = 0.
Fy Fy

2

Nastepnie mnozymy ostatnie réwnanie przez (F,)* i wyliczamy

f"(x) co konczy dowdd. []

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



Przyktad

F(va):Xy_y' D:(07+OO)XR

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 3



Przyktad

F(x,y)=x¥ —y, D= (0,+00) x R.

Pochodne czastkowe Fy(x,y) = yx*1, F,(x,y) = x’Inx — 1 sa
ciagte.

Punkt (1,1) € D, F(1,1) =0, F,(1,1) = —1 £0.

Istnieje funkcja uwiktana klasy C! y = f(x) dla x € (1 — 4,1+ 6)
dana réwnaniem x¥ — y = 0 i spetniajaca warunek (1) = 1.
Dodatkowo f'(x) = —E;g’ﬁ = —X{f;yx__ll.

Stad f'(1) = 1.
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x —y=
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Zbada¢ ekstrema funkcji uwiktanych y = f(x) okreslonych
réwnaniem
F(x,y) =x>+y>—3xy =0.

Niech y = f(x). Wtedy f'(x) =0 <= Fi(x,y)=0.

Fu(x,y) =3x> -3y =0 <= y=x% Wtedy F(x,x?) =
34x0-33=0 = X¥(x*-2)=0 <= x=0vx=v2
Fy(x,y) = 3y? — 3x.

x=0=y=0. F,(0,0) = 0. Stad nie sa spetnione zatozenia
twierdzenia o funkcji uwiktanej w (0, 0).

x= V2= y= (V2P = VA F,(V2, V) = 3/3 0. Funkdje
F(x,y) = 0 mozna rozwikta¢ ze wzgledu na y w otoczeniu punktu

(v/2,v/4) oraz f'(v/2) = 0.
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Policzmy f”(+v/2). Rézniczkujac po x réwnanie

F(x, f(x)) = x>+ (f(x))® — 3xf(x) = 0 otrzymujemy

3x2 4 3(f(x))?f'(x) — 3f(x) — 3xf'(x) = 0. Rézniczkujac
powtornie po x otrzymujemy

6x+6f (x)(F'(x))2+3(f(x))?F"(x) —3f'(x) —3f'(x) — 3xf"(x) = 0.
Podstawiajac x = v/2, f(v/2) = v/4 oraz f'(v/2) = 0 otrzymujemy
f"(v/2) = —2 < 0. Stad funkcja uwiktana y = f(x) ma maksimum
lokalne w punkcie x = V2 réwne y = V4.
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Lis¢ Kartezjusza

xX4+y3—3xy=0
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