Analiza, Szeregi liczbowe, potegowe, Fouriera

Wojciech Domitrz
(slajdy: Ewa Strézyna, Wojciech Domitrz)

Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych, Politechnika Warszawska

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Szeregi



Definicja szeregu liczbowego

(an)nen — ciag liczb rzeczywistych.

Definiujemy nowy ciag - ciag sum czesciowych (Sp)nen:

51231

Spo=a1+...+a,

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktfad: Szeregi



Definicja szeregu liczbowego

(an)nen — ciag liczb rzeczywistych.

Definiujemy nowy ciag - ciag sum czesciowych (Sp)nen:

51231

Spo=a1+...+a,

Ciag liczbowy (Sp)nen nazywamy szeregiem liczbowym o wyrazie
ogdélnym a, i oznaczamy

o
Zan:al+az+...+an+...

n=1
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Przyktady

O Niecha,=1dlane N. Wtedy S, =ndlanéeN.
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Przyktady

O Niecha,=1dlane N. Wtedy S, =ndlanéeN.
@ Niech a, = (—1)" dla n € N. Wtedy

5 — 0 dla n parzystych
"1 —1 dla n nieparzystych °
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Przyktady

O Niecha,=1dlane N. Wtedy S, =ndlanéeN.
@ Niech a, = (—1)" dla n € N. Wtedy
S _{ 0 dla n parzystych
"1 —1 dla n nieparzystych °
© Niech a,r e R, a, =a+ nrdla ne N. Wtedy
Sy = atann = 2HIEL, g5 e .
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Przyktady

O Niecha,=1dlane N. Wtedy S, =ndlanéeN.
@ Niech a, = (—1)" dla n € N. Wtedy

5 — 0 dla n parzystych
"1 —1 dla n nieparzystych °

© Niech a,r e R, a, =a+ nrdla ne N. Wtedy
Sy = atanp = 2HII, g5 p e N

Q Niech a,g € R, a, = ag"! dla n € N. Wtedy

1-g"
s, =) ¥ Ta 971 qanen
an g=1
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Przyktady

O Niecha,=1dlane N. Wtedy S, =ndlanéeN.
@ Niech a, = (—1)" dla n € N. Wtedy

5 — 0 dla n parzystych
"1 —1 dla n nieparzystych °

© Niech a,r e R, a, =a+ nrdla ne N. Wtedy
Sy = atanp = 2HII, g5 p e N

Q Niech a,g € R, a, = ag"! dla n € N. Wtedy

1-g"
s, =) ¥ Ta 971 qanen
an g=1

@ Niech a, = % danec N Wtedy S, =37 . dlanc N.

i=1n
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Przyktady

O Niecha,=1dlane N. Wtedy S, =ndlanéeN.

@ Niech a, = (—1)" dla n € N. Wtedy
S _{ 0 dla n parzystych
—1 dla n nieparzystych -
© Niech a,r e R, a, =a+ nrdla ne N. Wtedy
Sy = atann = 2HIEL, g5 e .

Q Niech a,g € R, a, = ag"! dla n € N. Wtedy

1-q"
s, =1 ¥ T 97 yaaen
an g=1

(5] Niechan:%dlaneN. Wtedy S, = > 1ndIanGN
Q Niech a, = % dlane N. Wtedy S, =37, L dlan€e N.
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Suma szeregu

Szereg liczbowy Y77 | a, jest zbiezny, jesli istnieje granica
wiasciwa

lim S, =SeR

n—oo

W przeciwnym przypadku szereg jest rozbiezny.
Liczbe S nazywamy suma szeregu zbieznego i oznacamy

S = Zan
n=1
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Przyktady

Niech a, = 5~ dla n € N.
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Przyktady

Niech a, = 5~ dla n € N.

1

S
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Przyktady

Niech a, = 5~ dla n € N.

1

1
4
1,

1 7 N
4 16

? [T

éa

an
z_:lzn:n'L”;osnzl‘
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Przyktady

Szereg > 771 1 jest rozbiezny, bo limp_o0 Sp = limp_y00 N = +00.

Szereg Y (—1)" jest rozbiezny, bo
5 — 0 dla n parzystych

"7 1 —1 dla n nieparzystych
(granica nie istnieje).

i ciag (Sp) nie jest zbiezny
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Warunek konieczny zbieznosci szegu

Twierdzenie

Jezeli szereg > 2 | ap jest zbiezny to lim,_,o an = 0.
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Warunek konieczny zbieznosci szegu

Twierdzenie

Jezeli szereg > 2 | ap jest zbiezny to lim,_,o an = 0.

Dowdd: > 13, =5 = limp500Sn =S5 = limpeo Spp1 = S.

Stad limp—00 ant1 = limp00(Snt1 — Sn) =
liMp—00 Spt1 — liMpsoo Sp =5 — 5 = 0. Wiec limp00 apy1 =0
czyli limp,_ o a, =0. [
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Suma szeregu geometrycznego

Niech a,q € R, a, = ag" ! dla n € N. Wtedy

,1=q"
T 971 yanen
an g=1
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Suma szeregu geometrycznego

Niech a,q € R, a, = ag" ! dla n € N. Wtedy

L 1=q"
5:{3 = 971 ganen
an g=1

Zatézmy, ze a # 0. W przeciwnym przypadku a, =0dlane N i
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Suma szeregu geometrycznego

Niech a,q € R, a, = ag" ! dla n € N. Wtedy

L 1=q"
5:{3 = 971 ganen
an g=1

Zatézmy, ze a # 0. W przeciwnym przypadku a, =0dlane N i

> ne1an =0.

Dla |q] < 1 limp—o0 Sp = limp_y00 311%37” = 122, bo limy 0 g" = 0
(dla || <1).

Some1aq" = 7 dlaql < L.
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Suma szeregu geometrycznego

Niech a,q € R, a, = ag" ! dla n € N. Wtedy

L 1=q"
5:{3 = 971 ganen
an g=1

Zatézmy, ze a # 0. W przeciwnym przypadku a, =0dlane N i

2 ne1dn = 0.

Dla |g| < 1 limn_so0 Sn = liMp_seo 311%37” = 122, bo limy 00 g" = 0
(dla |gq| < 1).

Pt aq" ! = ﬁ dla |q| < 1.

Dla |g| > 1 ciag |an| = |ag" 1| > |a| dla n € N. Wiec ciag (a,) nie
jest zbiezny do 0.

Szereg jest wiec rozbiezny dla |g| > 1.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktfad: Szeregi



Rozbieznos¢ szeregu harmonicznego

Szereg harmoniczny Y 5 ; 1
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Rozbieznos¢ szeregu harmonicznego

Szereg harmoniczny Y 52 1 =

Nazywa sie hamoniczny, bo a, Jest $rednia harmoniczna a,_1 i

2 _ 1

ant+1 czyli ap = — = -1+ (n+1) =5
ah—1  4n+1
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Rozbieznos¢ szeregu harmonicznego

Szereg harmoniczny Y 52 1 =
Nazywa sie hamoniczny, bo a, Jest $rednia harmoniczna a,_1 i

2 _ 1
ant+1 czyli ap = — = -1+ (n+1) =5
In—1  n41
Warunek konieczny jest spetniony, bo lim,_0 ap = limp_ o % =0.
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Rozbieznos¢ szeregu harmonicznego

Szereg harmoniczny Y 52 1 =
Nazywa sie hamoniczny, bo a, Jest $rednia harmoniczna a,_1 i

apt1 czyli ap = — 2 = = 1)+(n+1) = %
a4n—1  4n+1
Warunek konieczny jest spetniony, bo lim,_. ap, = Iim,,_mo% =0.
2k+1
52k+1 — anl % — ot
+
AT EN( TR PR TS RSy e
2k+
L34 () (b D) b T e -
R It R R S
1+ 2 5 —14+XY g3 =1+(k+1)-3

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktfad: Szeregi



Rozbieznos¢ szeregu harmonicznego

Szereg harmoniczny Y 52 1 =

Nazywa sie hamoniczny, bo a, Jest $rednia harmoniczna a,_1 i
1

apt1 czyli ap = i — = = 1)+(n+1) =

Warunek konieczﬁyljesf;pemiony, bo limp_y0 @n = liMp_y00 £ = 0.
Spenn = 2011 =

3 () H (i i) T b
T3 (b3 + (B b4+ D) o 4 Tia b =
I+i+ 2 H)+@- )+ 42k Fe =

(=51
1+Zf'(:02i'2'%:1+2i:02 —1+(k+1)'l-
Stad lim_yoo Spkir > limyyoo (14 (k4 1) - %) = 400.

N
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Rozbieznos¢ szeregu harmonicznego

Szereg harmoniczny Y 52 1 =
Nazywa sie hamoniczny, bo a, Jest $rednia harmoniczna a,_1 i

an1 czyli an = ! 231 ~ (- 1)+(n+1) =

Warunek konieczny jest spetniony, bo limy e an = limp_soc 1 = 0.
52k+1zzik:+11%:

143+ G+ +G+E+3+ D+ + D000 12
1+1+(1+1)+(%+%+%+%)+ 2 g g =
1432 +(2 DH@ )+ 2k Gy =

1""2 2" 2'+1_1+Z 03 =1+(k+1)-3.

Stad limy o0 Sprs1 > limy o0 (1 +(k+1)- %) = +o00.

Wiec szereg harmoniczny jest rozbiezny.

S10 >~ 2,92897, S;p ~5,18738, Sip3 =~ 7,48547,
Si0¢ >~ 9,78761, S;ps ~ 12,0901, S;p6 ~ 14,3927,
5107 ~ 16, 6953.
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Zbada¢ zbiezno$¢ szeregu > 07, %
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Zbada¢ zbiezno$¢ szeregu > 07, %

I+ (Z+3)+(G+re+d+d)+ +X 0 h+ <
L () + (Bt d) bt Do gyt =
L2+ (4 )+ +2 g+ =

Lt3 it gt = o = =2
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Zbadaé zbieznos¢ szeregu S 00 . 2

n=1 pn2-
0 1 _
S<Zn 1n2 —

k+1_
O S s TR
k+1_
tEtE) t(@EtatetE) Tt Gt =
1 k 1 _
1+2127+(4 P)_E”.—i_Z .@4_1..._1
1+§+Z+"'+27+"':Zk:027:1_71:2'

Ciag sum czesciowych S, = >/, % jest ograniczony z gory i
rosnacy wiec jest zbiezny, wiec szereg 3 ¢, — 1L jest zbiezny.
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Zbadaé zbieznoéé szeregu > °°

n=1 pn2-
0 1 _
S<Zn 1902 —

B R L
t(ptp)t(@tetata)+- Zik:zlk_l(z%er =
1+22—2+(4 #)+ A2k Gt =
1_|_%_|_Z_|_..._|_2ik :Zio: 2%:1_%:2_

Ciag sum czesciowych S, = >/, % jest ograniczony z géry i
rosnacy wiec jest zbiezny, wiec szereg » o ; % jest zbiezny.

Leonhard Euler w 1735 roku pokazat, ze Y 00| & = %2 (problem
bazylejski).
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Policzy¢ sume szeregu Y2071 Loty
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Policzy¢ sume szeregu > %) n(n1+1)'

Sn = 1+1+1+ + L
" 1.2 2.3 3.4 n(n+1)
P PSS TG S Y
B 2 2 3 3 4 n n+1
1
= 1- 1
n—|—1_>
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Policzy¢ sume szeregu > %) n(n1+1)'

Sn = 1+1+1+ + L
" 1.2 2.3 3.4 n(n+1)
P PSS TG S Y
N 2 2 3 3 4 n n+1
1
= 1- 1
n—|—1_>
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Dziatania na szeregach zbieznych

Twierdzenie

Jedli c € R i szeregi Y 21 an, Yy bn Sa zbiezne to szeregi
>02(an+ by) oraz Y 2, (c - a,) sa zbiezne oraz

oo
> (an+ bn) za,,-l—Zb,,,
n=1
Zc ap)=-c- Za,,
n=1

A
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Szeregi o wyrazach nieujemnych

Zatézmy, ze a, > 0 dla n € N.

Twierdzenie

Szereg o wyrazach nieujemnych jest zbiezny <= jego ciag sum
czesciowych (S,) jest ograniczony z gory.

Dowdd. Vn € N a, > 0. Wtedy ciag S, = Y ,_; ax jest ciagiem
niemalejacym, bo Sp+1 = S, + ap+1 > Sp. Ciag niemalejacy jest
zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy jest ograniczony z géry.[]
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Kryterium poréwnawcze

Twierdzenie
Niech np € N. Jedli 0 < a, < b, dla kazdego n > ng, to:

1) jesli S°°° . b, jest zbiezny, to Y °° . a, jest zbiezny,
n=1 n=1

2) jesli >°°° . a, jest rozbiezny, to > °° . b, jest rozbiezny.
n=1 n=1

Dowdd. (1) Zatézmy, ze szereg Y o ; b, jest zbiezny. Wtedy

D kg Ak < D hmpo bk < D002 by < +o0. Wiec ciag

S jak=Yrta+ > k—n, 3k jest ograniczony. Na podstawie
poprzedniego twiedzenia szereg > - ; a, jest zbiezny.
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Kryterium poréwnawcze

Twierdzenie

Niech ng € N. Jedli 0 < a, < b, dla kazdego n > ng, to:
(1) jesli >=0° ; by jest zbiezny, to Y77, a, jest zbiezny,
(2) jesli D=2 1 an jest rozbiezny, to Y17 ; b, jest rozbiezny.

Dowdd. (1) Zatézmy, ze szereg Y o ; b, jest zbiezny. Wtedy

D kg Ak < D hmpo bk < D002 by < +o0. Wiec ciag

S jak=Yrta+ > k—n, 3k jest ograniczony. Na podstawie
poprzedniego twiedzenia szereg > - ; a, jest zbiezny.

(2) Zatézmy, ze szereg Y7 | a, jest rozbiezny. Stad wynika z
poprzedniego twierdzenia, ze ciag Y ,_; ak jest nieograniczony
oraz ciag Y i_, ak = D _p_1 ak — D1 3k jest nieograniczony.
Wtedy D7 ak < D i bk < D00 bk Wiec ciag > by jest
nieograniczony. Stad na podstawie poprzedniego twierdzenia
szereg » 2, b, jest rozbiezny. []
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Przyktad

Zbada¢ zbieznos¢ szeregéw Y o7, sin L oraz 57, sin 3.
2x < sinx, dla kazdego x € [0, %]

Witedy sin% > % . % > 0 dla kazdego n € N.

Szereg 371 1 jest rozbiezny.

Z kryterium poréwnawczego szereg » -, sin % jest rozbiezny.
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Przyktad

Zbada¢ zbieznos¢ szeregéw Y o7, sin L oraz 57, sin 3.

2x <sinx, dla kaidego x €0, 7]

Wtedy sin - > 2. = >0 dla kazdego n € N.

Szereg Zn 1L jest rozb|ezny

Z kryterium poréwnawczego szereg » -, sin % jest rozbiezny.
sinx < x, dla kazdego x € [0, 7].

Wtedy 0 < sin % < L dla kazdego n € N.

Szereg > 2, - L jest zbiezny.

Z kryterium poréwnawczego szereg » -, sin =3 L jest zbiezny.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktfad: Szeregi



Kryterium ilorazowe zbieznosci szeregéw

Twierdzenie

Niech ng € N. Jedli a, > 0i b, > 0 dla kazdego n > ng oraz
liMpso0 22 = k dla k € (0,00) to
szereg y_ °; ap jest zbiezny <= szereg > - by, jest zbiezny.
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Kryterium ilorazowe zbieznosci szeregéw

Twierdzenie

Niech ng € N. Jedli a, > 0i b, > 0 dla kazdego n > ng oraz
liMpso0 22 = k dla k € (0,00) to
szereg y_ °; ap jest zbiezny <= szereg > - by, jest zbiezny.

Dowdd. Zatézmy, ze szereg > - a, jest zbiezny. Granica
limp oo 52 = k > 0 wiec istnieje ny > ng takie, ze ¥n > ny z—’n’ >
Stad Vn > ny b, < %a,,. Szereg Y 074 %a,, jest zbiezny wiec z

kryterium poréwnaczego szereg Y -~ ; b, jest zbiezny.

k
5

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktfad: Szeregi



Kryterium ilorazowe zbieznosci szeregéw

Twierdzenie

Niech ng € N. Jedli a, > 0i b, > 0 dla kazdego n > ng oraz
liMpso0 22 = k dla k € (0,00) to
szereg y_ °; ap jest zbiezny <= szereg > - by, jest zbiezny.

Dowdd. Zatézmy, ze szereg > - a, jest zbiezny. Granica

liMp—oo Z—: = k > 0 wiec istnieje n; > ng takie, ze Vn > m z—’n’ >

k
5.
Stad Vn > n; b, < %a,,. Szereg Y 074 %a,, jest zbiezny wiec z
kryterium poréwnaczego szereg Y -~ ; b, jest zbiezny.

Zatézny, ze Y 02 1 by jest zbiezny. Granica limp_ Z—: =k>0
wiec istnieje n; > ng takie, ze Vn > m Z—: < %k. Stad
Yn>n a, < %kbn. Szereg > 07, %kb,, jest zbiezny wiec z

kryterium poréwnawczego szereg » - ; a, jest zbiezny. [

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktfad: Szeregi



Kryterium ilorazowe zbieznosci szeregdéw - przyktad

s . sz 2
Zbada¢ zbieznos¢ szeregu Y p7; =2t o
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Kryterium ilorazowe zbieznosci szeregdéw - przyktad

s . sz 2
Zbada¢ zbieznos¢ szeregu Y p7; =2t o

2n?+1 . 1
+ i b, =

Niech an = 7 limisnm CE
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Kryterium ilorazowe zbieznosci szeregdéw - przyktad

s . sz 2
Zbada¢ zbieznos¢ szeregu Y p7; =2t o

. _ 2?41 : _ 1
Niech a, = T3 | bp= 2.
2 2
. an | n“(2rr41) 2
Wiedy limp— o0 = lim,_ oo TN = 7
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Kryterium ilorazowe zbieznosci szeregdéw - przyktad

s . sz 2
Zbada¢ zbieznos¢ szeregu Y p7; =2t o

. _ 2n+1 : _ 1

Niech a, = T3 | bp= 2.
2 2
. P n“(2rr41) 2
Wiedy limp— o0 = lim,_ oo TN = 7
o 1 . . 00 2n’+1 :

Sz.er.eg > ne1 77 Jest zbiezny wiec szereg 3 7 S Efma o jest
zbiezny.
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Kryterium catkowe zbieznosci szeregdéw

Twierdzenie

Jedli funkcja f(x) jest nierosnaca i nieujemna w przedziale
[m,+00), m €N, to catka [*° f(x) dx i szereg Y 7> f(n) sa
jednoczesnie zbiezne lub rozbiezne.
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Kryterium catkowe zbieznosci szeregdéw

Twierdzenie

Jedli funkcja f(x) jest nierosnaca i nieujemna w przedziale
[m,+00), m €N, to catka [*° f(x) dx i szereg Y 7> f(n) sa
jednoczesnie zbiezne lub rozbiezne.

0.8
06
0.4+

SN

0.0 | | n
0
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Kryterium catkowe zbieznosci szeregéw - dowdd

Aby pokaza¢ zbiezno$¢ szergu wystarczy pokazaé, ze ciag sum
czesciowych jest ograniczony. Aby pokazaé zbiezno$¢ catki trzeba
pokazad, ze jest ograniczona. Poniewaz funkcja jest nierosnaca
wiec

f(m+1)+f(m+2)+--- S/Oof(x)dxg f(m)+f(m+1)+---

04

i SSS_—&,_—
00 — — : "

0 2 4 6 8 10

Co koncy dowdd. [
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Kryterium catkowe zbieznosci szeregéw - przyktad

1
n=1 p& >

Zbada¢ zbieznos¢ szeregu Dirichleta ) >° aeR.
f(x) =24, x€e[l,400), f(x)>0

f'(x) = =% < 0= f jest malejaca

floo i’é zbiezna dla o« > 1, rozbiezna dla a <1 =

= >°0°, L jest zbiezny dla & > 1 i rozbiezny dla o < 1.
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Kryterium d'Alemberta

Twierdzenie

Jesli a, > 0 i istnieje granica lim,_c0 g“ =g, to

(1) jesli 0 < g <1, to > 2, an jest zbiezny,

(2) jesli g > 1, to Y77, a, jest rozbiezny.

Dowéd: (1) Granica limpo 22 = g € [0,1) wigc istnieje np € N
i r€(g,1) takie, ze dla kazdego n > ny 221 < r. Stad
otrzymujemy, ze ¥n > ng an+1 < apr. Wlec dla kazdego k € N
Angtk < Angik1F < Angrk_2r? < - < aprk. Szereg 0%, aprk
jest zbiezny, bo to szereg geometryczny i r € (0,1). Z kryterium
po.réwnaIWf:zeg:o szereg 220:1 ng+k = D pepor1 an jest zbiezny.
Wiec zbiezny jest réwniez szereg

D130 = D ptpor1 dn D oply an.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktfad: Szeregi



Kryterium d'Alemberta

Twierdzenie

Jedli a, > 0 i istnieje granica lim, g“ =g, to

(1) jesli 0 < g <1, to > 2, an jest zbiezny,
(2) jesli g > 1, to Y77, a, jest rozbiezny.

Dowéd: (1) Granica lim, ;o 222 = g € [0,1) wiec istnieje ng € N
i re(g,1) takie, ze dla kazdego n>ny 2 < r. Stad
otrzymujemy, ze ¥n > ng an+1 < apr. Wlec dla kazdego k € N
Angtk < Angik1F < Angrk_2r? < - < aprk. Szereg 0%, aprk
jest zbiezny, bo to szereg geometryczny i r € (0,1). Z kryterium
poréwnawczego szereg D 17 any ik = -+ 3n jest zbiezny.
Wiec zbiezny jest réwniez szereg

2ne19n = D nzng419n + Dol an.

(2) Jezeli g > 1 to istnieje ngp € Ni r € (1, g) takie, ze dla
kazdego n > ng ag—:l > r. Otrzymujemy wiec, ze a,t+1 > a,r dla
n > ng. | dalej postepujemy podobnie. []
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Kryterium Cauchy’ego

Twierdzenie

Jedli istnieje granica lim,_,~ /a, = g, to
(1) jesli 0 < g <1, to Y 72, an jest zbiezny,

2) jesli g > 1, to Y _°° . a, jest rozbiezny.
J g n=1

Dowdd. Analogicznie jak w dowodzie kryterium d'Alemberta.
Tylko zastepujemy ag—tl przez /a,. Wiec jesli np. /a, < r dla
n>ngtoa,<r"dlan> ng.

Ol
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Kryteria d'Alemberta i Cauchy'ego

Uwaga:

W obu powyzszych twierdzeniach, jesli g = 1, to kryteria nie
rozstrzygaja zbieznosci szeregu.
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Kryteria d'Alemberta i Cauchy'ego

Uwaga:

W obu powyzszych twierdzeniach, jesli g = 1, to kryteria nie
rozstrzygaja zbieznosci szeregu.

Przyktady.

(1)Niech a, = 1 dla n € N, szereg >-°° ; 1 jest rozbiezny.
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Kryteria d'Alemberta i Cauchy'ego

Uwaga:

W obu powyzszych twierdzeniach, jesli g = 1, to kryteria nie
rozstrzygaja zbieznosci szeregu.

Przyktady.
(1)Niech a, = 1 dla n € N, szereg >-°° ; 1 jest rozbiezny.
limp o0 agtl = limp0 n—7—1 =1,
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Kryteria d'Alemberta i Cauchy'ego

Uwaga:

W obu powyzszych twierdzeniach, jesli g = 1, to kryteria nie
rozstrzygaja zbieznosci szeregu.

Przyktady.
(1)Niech a, = 1 dla n € N, szereg >-°° ; 1 jest rozbiezny.
|im,,_>oo ag:l = ||mn_>oo n_7_1 = 1,

limp oo /an = lim,_ o0 v = 1.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktfad: Szeregi



Kryteria d'Alemberta i Cauchy'ego

Uwaga:

W obu powyzszych twierdzeniach, jesli g = 1, to kryteria nie
rozstrzygaja zbieznosci szeregu.

Przyktady.
(1)Niech a, = 1 dla n € N, szereg >-°° ; 1 jest rozbiezny.
limp o0 32:1 = limp0 n—7—1 =1,

liMp—o0 ¥/an = liMp_se0 if =1
(1)Niech a, = 5 dla n € N, szereg > 77, L jest zbiezny.
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Kryteria d'Alemberta i Cauchy'ego

Uwaga:

W obu powyzszych twierdzeniach, jesli g = 1, to kryteria nie
rozstrzygaja zbieznosci szeregu.

Przyktady.
(1)Niech a, = 1 dla n € N, szereg >-°° ; 1 jest rozbiezny.
limp o0 32:1 = limp0 n—7—1 =1,

liMp—o0 ¥/an = liMp_se0 if =1
(1)Niech a, = 5 dla n € N, szereg > 77, L jest zbiezny.

2
H antl __ | n _
limneo 55 = liMpsoo gy = 1
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Kryteria d'Alemberta i Cauchy'ego

Uwaga:

W obu powyzszych twierdzeniach, jesli g = 1, to kryteria nie
rozstrzygaja zbieznosci szeregu.

Przyktady.
(1)Niech a, = 1 dla n € N, szereg >-°° ; 1 jest rozbiezny.
limp o0 32:1 = limp0 n—7—1 =1,

liMp—o0 ¥/an = liMp_se0 if =1
(1)Niech a, = 5 dla n € N, szereg > 77, L jest zbiezny.

2
H antl __ | n _
limneo 55 = liMpsoo gy = 1

. . 1 . 1
||m,7_,oo \/an = |Im,,_)oo e = ||m,,_>oo W =1.
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Kryterium d'Alemberta a kryterium Cauchy'ego

Kryterium Cauchy'ego jest silniejsze niz kryterium d’'Alemberta,
tzn. jesli szereg o wyrazach dodatnich spetnia warunek z kryterium
d’'Alemberta, to spetnia tez warunek kryterium Cauchy’ego.
Istotnie, jezeli lim,_ o0 a"“ = g to korzystajac z tej samej
argumentacji co w dowodZ|e kryterium d’Alemberta pokazujemy, ze

Ve>03n € NV k€N aplg — &) < anik < an(g + )~
1 Kk 1 Kk
Stad (an) 0 (& — £)0 < (any+k) 7 < (an,) 7 (g + ) 7.
Przechodzac do granicy k — oo otrzymujemy
1
Ve>0g—¢e< lim (apytk)™™* < g+e¢
k—o00

. Stad limy_se0(ak)® = g.
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Kryterium d'Alemberta a kryterium Cauchy'ego

Przeciwna implikacja nie zachodzi. Rozpatrzmy szereg

1,1, 1 1 1 1 :
Z?ilan=1+1+47+47+47+47+'-- CZy|I
VneN ayy, = ayp—1 = %.

1
. L. 1 1
Wtedy lim,_00(a2n)27 = limp_00 L& = 2 oraz
. # . 1 1
||mn%oo(a2nfl)2"71 = limp 0 4T =5
1
. = _ 1 . . . . .
Stad lim,o0(an)» = 5. Wiec szereg jest zbiezny z kryterium
Cauchy’ego.
A granica lim,_, ag“ nie istnieje, bo dla kazdego n € N % =1
n n—
an+l __ l
oraz =t = 7.
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Przyktady:
(1) o5y [arctg (cos 7)1
1

limp— oo @ = Iimn—)oo[arCtg (COSE)F = (%)2 <l=
szereg zbiezny.
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Przyktady:
(1) o5y [arctg (cos 7)1

limp— oo \"/Z = Iimn—)oo[arCtg (COS%)F = (%)2 <l=
szereg zbiezny.

73n

(2) 2203 (2n=5)!

3(n+1)(2p_5)I 3
H antl __ |; w =i Y o
limn—eo 55 = iMoo Gran =7 = [1Ma-oeo mrmayEa—3)

0 < 1 = szereg zbiezny.
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Szeregi o wyrazach dowolnych

Szereg postaci Zﬁil(—l)"ﬂan, a, > 0 nazywamy szeregiem
naprzemiennym.
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Szeregi o wyrazach dowolnych

Szereg postaci Zi‘;l(—l)"ﬂan, a, > 0 nazywamy szeregiem
naprzemiennym.

Tw. (kryterium Leibniza)

Jedli (a,) jest ciagiem nierosnacym i lim,_oo a, = 0, to szereg
naprzemienny > °°  (—1)""1a, jest zbiezny.
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Szeregi o wyrazach dowolnych

Szereg postaci Zﬁil(—l)"ﬂan, a, > 0 nazywamy szeregiem
naprzemiennym.

Tw. (kryterium Leibniza)

Jedli (a,) jest ciagiem nierosnacym i lim,_oo a, = 0, to szereg
naprzemienny > °°  (—1)""1a, jest zbiezny.

Dowéd: Dla kazdego k € N ay — ak+1 > 0, wiec

Son =D 41 @k—1— az > 0 ciag Szp jest niemalejacy.
Natomiast ciag

Sony1 = a1 — (a2 —a3) — (a4 —as) — - -~ — (a2n — a2n41) < ay i jest
nierosnacy.

Son < Sop + a2pt1 = Sont1 < a1. Wiec ciag So, jest niemalejacy i
ograniczony z gbry wiec zbiezny.

Sont1 > Son > 0. Wiec ciag Sppp1 jest nierosnacy i ograniczony z
dotu wiec zbiezny.

Sont1 — Son = aznt1 — 0 wiec ciagi Sap i Sont1 zbiegaja do tej
samej granicy. Stad S, jest zbiezny []
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Przyktad:
oo  (—=1)"

Zbada¢ zbieznos¢ szeregu > ° e obliczy¢ przyblizona
wartos¢ jego sumy z doktadnoscia do 0, 01.

Ciag (an) jest malejacy, bo ag—:l < 1ilim,_s a, =0, wiec szereg
jest zbiezny.

Szukamy n takiego, ze |a,| < ﬁ = n3+1>100.

Zachodzi to dla n =5, (126 > 100), stad:

(o)
(<" 1 1 1 1
N-Z+Z-—— 4+ ~-041
nzln3+1 279 B/ 65
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Zbieznos¢ bezwzgledna i warunkowa

Szereg zbiezny Y 7, a, jest bezwzglednie zbiezny, jesli zbiezny
jest szereg Y07, |an|.
W przeciwnym przypadku szereg jest warunkowo zbiezny.
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Zbieznos¢ bezwzgledna i warunkowa

Szereg zbiezny Y 7, a, jest bezwzglednie zbiezny, jesli zbiezny
jest szereg Y07, |an|.
W przeciwnym przypadku szereg jest warunkowo zbiezny.

Przyktad:

) —1)n+l ..

Szereg anharmoniczny )7, ( 13 jest zbiezny warunkowo, bo
jest zbiezny z kryterium Leibniza i szereg harmoniczny

5% an] = 3200, L jest rozbiezny.

n=1n
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Zbieznos¢ bezwzgledna i warunkowa

Szereg zbiezny Y 7, a, jest bezwzglednie zbiezny, jesli zbiezny
jest szereg Y07, |an|.
W przeciwnym przypadku szereg jest warunkowo zbiezny.

Przyktad:

) —1)n+l ..

Szereg anharmoniczny )7, ( 13 jest zbiezny warunkowo, bo
jest zbiezny z kryterium Leibniza i szereg harmoniczny

5% an] = 3200, L jest rozbiezny.

n=1n

—_ n 1 . . - . . . .
Szereg > 07, ( ?2 . jest zbiezny bezwzglednie, bo jest zbiezny z
kryterium Leibniza i szereg Y 7 ; ,712 jest zbiezny
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Zbieznos¢ bezwzgledna i warunkowa

Twierdzenie

Jedli Y°0° 1 |an| jest zbiezny = Y77, a, jest zbiezny.
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Zbieznos¢ bezwzgledna i warunkowa

Twierdzenie

Jedli Y°0° 1 |an| jest zbiezny = Y77, a, jest zbiezny.

Dowéd: Podzielmy wyrazy szeregu na nieujemne i ujemne. Niech
b, = max{a,, 0} oraz ¢, = min{a,, 0}. Wtedy

Y2 lanl =302 bn+ > 2 (—cn). Oba szeregi sa szeregami o
wyrazach nieujemnych i sa zbiezne, bo sa ograniczone przez szereg
zbiezny Y72, |an|. Ale skoro tak to szereg

S ian = 021 by — > 721(—cn) tez jest zbiezny jako réznica
szeregéw zbieznych. []
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Szeregi potegowe

Szereg postaci

0o
Zan(x—xo)”:ao—i—al(x—xo)—i—...+a,,(x—x0)”+...
n=0

nazywamy szeregiem potegowym o wyrazie ogdlnym

fa(x) = an(x — x0)"

Jedli xo = 0, to szereg jest postaci .~ anx”.
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Szeregi potegowe

Szereg postaci

00
Zan(x—xo)”:ao—i—al(x—xo)—i—...+a,,(x—x0)”+...
n=0

nazywamy szeregiem potegowym o wyrazie ogdlnym

fa(x) = an(x — x0)"

Jedli xo = 0, to szereg jest postaci .~ anx”.

Uwaga:

Szereg potegowy jest zawsze zbiezny w swoim Srodku x = xp, bo
wtedy >0 o an(xo — x0)" = ap.
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Zbieznos¢ szeregdw potegowych

Twierdzenie

Jesli szereg potegowy > 7 anx” jest zbiezny w x = b # 0, to jest
zbiezny bezwglednie dla kazdego x € (—|b|,|b|).
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Zbieznos¢ szeregdw potegowych

Twierdzenie

Jesli szereg potegowy > 7 anx” jest zbiezny w x = b # 0, to jest
zbiezny bezwglednie dla kazdego x € (—|b|,|b|).

Dowdd: Szereg -7 anb” jest zbiezny, wiec lim,_,oc anb” = 0.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Szeregi



Zbieznos¢ szeregdw potegowych

Twierdzenie

Jesli szereg potegowy > 7 anx” jest zbiezny w x = b # 0, to jest
zbiezny bezwglednie dla kazdego x € (—|b|,|b|).

Dowdd: Szereg -7 anb” jest zbiezny, wiec lim,_,oc anb” = 0.
Stad ciag jest ograniczony czyli IM > 0 Vn € N |a,b"| < M.
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Zbieznos¢ szeregdw potegowych

Twierdzenie

Jesli szereg potegowy > 7 anx” jest zbiezny w x = b # 0, to jest
zbiezny bezwglednie dla kazdego x € (—|b|,|b|).

Dowdd: Szereg -7 anb” jest zbiezny, wiec lim,_,oc anb” = 0.
Stad ciag jest ograniczony czyli IM > 0 Vn € N |a,b"| < M.
Niech x € (—|b|, |b|). Wtedy |anx"| = |anb"| |X|" < M|%|" i

X

|5 < 1.
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Zbieznos¢ szeregdw potegowych

Twierdzenie

Jesli szereg potegowy > 7 anx” jest zbiezny w x = b # 0, to jest
zbiezny bezwglednie dla kazdego x € (—|b|,|b|).

Dowdd: Szereg -7 anb” jest zbiezny, wiec lim,_,oc anb” = 0.
Stad ciag jest ograniczony czyli IM > 0 Vn € N |a,b"| < M.
Niech x € (—|b|, |b|). Wtedy |anx"| = |anb"| |X|" < M|%|" i

Il <L

3] S
Wiec szereg geometryczny > 0% o M |%|" jest zbiezny.
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Zbieznos¢ szeregdw potegowych

Twierdzenie

Jesli szereg potegowy > 7 anx” jest zbiezny w x = b # 0, to jest
zbiezny bezwglednie dla kazdego x € (—|b|,|b|).

Dowdd: Szereg -7 anb” jest zbiezny, wiec lim,_,oc anb” = 0.
Stad ciag jest ograniczony czyli IM > 0 Vn € N |a,b"| < M.
Niech x € (—|b|, |b|). Wtedy |anx"| = |anb"| |X|" < M|%|" i
1% <1

b. ' n . A
Wiec szereg geometryczny > 0% o M |%|" jest zbiezny.
Stad szereg >~ anb” jest zbiezny bezwzlednie. []
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Promien zbieznosci i przedziat zbieznosci

Promien zbieznosci to liczba

(o0}
R = sup{|x| : szereg Z apx" jest zbiezny}
n=0

Przedziat zbieznosci to zbidr

o
X ={x € R : szereg Z apx" jest zbiezny}
n=0
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Jesli promien zbieznosci:
(1) R =0, to szereg Y >, anx" jest zbiezny tylko dla x =0,
(2) R = +00, to szereg » > 5 apx” jest zbiezny Vx € R,

(3) 0 < R < 400, to szereg >~ anx" jest zbiezny w (=R, R) i
jest rozbiezny w (—o0, —R) U (R, +00).
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Jesli promien zbieznosci:
(1) R =0, to szereg Y >, anx" jest zbiezny tylko dla x =0,
(2) R = +00, to szereg » > 5 apx” jest zbiezny Vx € R,

(3) 0 < R < 400, to szereg >~ anx" jest zbiezny w (=R, R) i
jest rozbiezny w (—o0, —R) U (R, +00).

Twierdzenie

Jesli promien zbieznosci R > 0, to suma szeregu
S(x) = >-7_ o anx" jest funkcja ciagta w (—R, R).
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Twierdzenie

Jesli istnieje granica lim, o0 ‘ Antl } = A lub lim,o0 /|an] = A,

an
to promien zbieznosci R jest réwny:

0< A< +o0
A = +oo
~+00, A=0

1
A?
0,
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Twierdzenie

20 o .. . . a .
Jesli istnieje granica limp o0 ‘ 2:1 } = A lub lim,o0 /|an] = A,

to promien zbieznosci R jest réwny:

%, 0< A< 40
R= 0, A =400
~+00, A=0
v
Przyktady:
(1) X% an =17
iMoo | 222 | = liMnsyoo iy = iMoo 77 = 0= A =

=>R=4c0=X=R
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(2) d0ion!-x", ap=n!

. . 1)! .
iMoo | "’anrl ‘ = limp_ oo % =lim,5e00(n+1) =400 =\ =

= R=0= X ={0}
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(2) d0ion!-x", ap=n!

dn+1 n+1)|

limnoo | 22

S R=0=X= {0}

(3) Ziom7 3n=m

(n+1)2" n+l 1

1.
I|mn_>oo| ‘—Ilmnﬁmwzjhmn%mm— 5
=>R_2:>(— ,2)C X

an+1
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‘ = limp_oo (T =limp500(n+1) =40 ==

>~




(2) d0ion!-x", ap=n!

dn+1 n+1)|

I|mn_>oo| ‘ —I|m,,_>oo(T =limp500(n+1) =40 ==
S R=0=X= {0}

(3) ZOO_ (n+1n) 2n an = m

i T (n+1)2" 1. n+l _ 1
limp oo | ‘ = limpo0 22T = 2 limp_ 00 2 2

=>R=2=(-22)cX

an+1
dan

I
>
¥

_ . 00 2" _ 00 1 H
Xx=2: 2.2, D = Ym0 741 — Szereg harmoniczny
(rozbiezny)

x==2: Y2, % =320 % — szereg anharmoniczny
(zbiezny)
= X=[-2,2)
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Twierdzenie

Jedli promieni zbieznosci R > 01 S(x) = >_77 anx" dla
€ (—R, R), to Vx € (—R, R) prawdziwe sa réwnosci:

X s €9 oo X 9 Xn+1
S(t) dt = apt" dt = apt" dt = a
Jy swde= [ =3 [Conere =3 ey

o / o
E ax"| = E anx™) E annx""
n=0 n=0

przy czym promienie zbieznosci szeregéw po prawej stronie sa
réwne R.
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Przyktad:
Obliczy¢ sume szeregu > .7 %

S X" =1, Rzlﬁzzilnx”_lzﬁ, R=1=

= Zziz n(n — 1)Xn_2 = ﬁ = Ziio(” +2)(n+1)x",
x e (-1,1)

(=t Tgn+ 2+ 1) (1) = 5~ 16

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktfad: Szeregi



Szereg Taylora

Zatézmy, ze xg € Dy i f ma pochodne wszystkich rzedéw w
otoczeniu Q(xo, r).
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Szereg Taylora

Zatézmy, ze xg € Dy i f ma pochodne wszystkich rzedéw w
otoczeniu Q(xo, r).

n € N — dowolne, ustalone, wtedy ze wzoru Taylora istnieje
c € (x,x0):

n—1 (k) x
()= Y =)t +
k=0

f(")(c)
n!

(x — x0)".

Niech Ra(x) = "2 (x — xp)".

n!
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Szereg Taylora

Zatézmy, ze xg € Dy i f ma pochodne wszystkich rzedéw w
otoczeniu Q(xo, r).

n € N — dowolne, ustalone, wtedy ze wzoru Taylora istnieje
c € (x,x0):

n—1 (k) x
F) = 3 00 syt

k!
k=0

f(")(c)
n!

(x — x0)".

Niech Ra(x) = "2 (x — xp)".

n!

PrzejdZzmy do granicy n — oo.
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Szereg Taylora

Zatézmy, ze xg € Dy i f ma pochodne wszystkich rzedéw w
otoczeniu Q(xo, r).
n € N — dowolne, ustalone, wtedy ze wzoru Taylora istnieje

c € (x,%):
1 LK) (¢ (n)
i) =30 0 gy D (g
k=0

Niech Ra(x) = "2 (x — xp)".

n!

PrzejdZzmy do granicy n — oo.

Jedli w Q(xo, r), limp—oo Rn(x) =0, to szereg Taylora funkcji f w
otoczeniu punktu xp zadany jest wzorem:
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Szereg Taylora

Zatézmy, ze xg € Dy i f ma pochodne wszystkich rzedéw w
otoczeniu Q(xo, r).
n € N — dowolne, ustalone, wtedy ze wzoru Taylora istnieje

c € (x,%):
1 LK) (¢ (n)
i) =30 0 gy D (g
k=0

Niech Ra(x) = "2 (x — xp)".

n!

PrzejdZzmy do granicy n — oo.

Jedli w Q(xo, r), limp—oo Rn(x) =0, to szereg Taylora funkcji f w
otoczeniu punktu xp zadany jest wzorem:

n)(x

> £(
=31
n=0
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Szereg Maclaurina

Jesdli xg = 0, to otrzymujemy szereg Maclaurina:

2 £(n)
f(x) = Z f I(O) x"
n=0

n:
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Szereg Maclaurina

Jesdli xg = 0, to otrzymujemy szereg Maclaurina:

2 £(n)
f(x) = Z f I(O) x"
n=0

n:

Twierdzenie

Jesli w pewnym otoczeniu punktu xp, f(x) = 72 an(x — xp)", to

B f(")(XO)

an
n!

tzn. rozwiniecie funkcji w szereg Taylora w otoczeniu xg jest
jednoznaczne.

A
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Przyktady

(1) o0 o x" = = dla x € (—1,1). Stad np.:

n
( ) x2+4 4(1+%) 4 17(7% 4Zn o\ 2
2n

2
=2 o) s Il <l =[x <2

(2) f(x) = €*. Ze wzoru Maclaurina istnieje 6 € (0, 1)

x n—1 x 9xn
€ = k:1|+
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Przyktady

(1) o0 o x" = = dla x € (—1,1). Stad np.:

n
( ) x2+4 4(1+%) 4 17(7% 4Zn o\ 2
2n

2
=2 o) s Il <l =[x <2

(2) f(x) =e*. Ze wzoru Maclaurina istnieje 6 € (0, 1)
=y }Xk, + €% Dla kazdego 9 S (o 1)

x|
€ |X| nl _0

t9>< n
£ — 0 Stad lim,_o0 €
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Przyktady

(1) o0 o x" = = dla x € (—1,1). Stad np.:

£ 1 1 1 x2\"

X) = = = = . —

( ) x2+4 4(1+%) 4 17(7% =12 Zn 0 ( 4)
2n

2
=2 o) s Il <l =[x <2

(2) f(x) = €*. Ze wzoru Maclaurina istnieje 6 € (0, 1)
e =3 }Xk, + €% Dla kazdego 9 € (o 1)

0>< n [x]
£ ﬂ — 0 Stad lim,_o0 € = 0. Wiec

n|

=315 H dla kazdego x € R.
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Wzér Eulera

(2)e¥ = 322, % dla kazdego x € R.

2n+1

(3) sinx =3 2 (—1)"- Gariy dla kazdego x € R.
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Wzér Eulera

(2)e¥ = 322, % dla kazdego x € R.
(3) sinx =3 2 (—1)"- (2::11)‘ dla kazdego x € R.
(4) cosx => o (—1)"- (g—zn), dla kazdego x € R.

Niech j? = —kl kPodstawiajac za x jx do wzoru (2) otrzym2ujtlemy
n+

i 2n .
e =3k Jk)f = mo(=1)"- ﬁ +J2 (=)™ m
czyli otrzymujemy '
e = cos x + jsin x.

Podstawiajac za x = 7 otrzymujemy wzér Eulera

e¢m+1=0.
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(5) Wyznaczy¢ rozwiniecie funkcji arctg x w szereg Maclaurina

korzystajac z catkowania szeregu wyraz po wyrazie i ze wzoru

X _dt
arctgx = [¢ 152

1+e2
R=1,
Iy 15’_’;2 = arctg x =
—x =X X (D) xe(-L1) =
0 1X2n—1
= arctgx = 1) , <1
arctg x Z( ) o1 |x|

n=1

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktfad: Szeregi

L = (1) =12t O (1)



Funkcje gtadkie i funkcje analityczne

Funkcje, ktére maja pochodne dowolnego rzedu nazywamy
gtadkimi albo klasy C°.
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Funkcje gtadkie i funkcje analityczne

Funkcje, ktére maja pochodne dowolnego rzedu nazywamy
gtadkimi albo klasy C°.

Funkcje, ktére sa réwne rozwinieciu w szereg Taylora w kazdym
punkcie dziedziny nazywamy analitycznymi.
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Funkcje gtadkie i funkcje analityczne

Funkcje, ktére maja pochodne dowolnego rzedu nazywamy
gtadkimi albo klasy C°.
Funkcje, ktére sa réwne rozwinieciu w szereg Taylora w kazdym
punkcie dziedziny nazywamy analitycznymi.
Nie wszystkie funkcje gtadkie sa analitczne.
e ¥ dla x#0
0 da x=0"
Wtedy f jest gtadka, ale nie analiczna. Dla kazdego n € N
n n 1
FM(0) = 0. Stad 3222 F2OX" 0 Ale £(x) = e 3% #0 dla
x # 0.

Niech f(x) =
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Xw‘ —

dla x#0

Wykres f(x) = S da x—0 "

04}

0.2+

0.1}

-1.0 -05
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Szeregi Fouriera

Niech (an), (bn) beda ciagami liczb rzeczywistych i niech / > 0.
Szeregiem trygonometrycznym nazywamy szereg

(o] (o)
a nmx . h1X
nz:;)f,,(x): ?o-l-nz:;ancosT-l—b,,smT

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktfad: Szeregi



Szeregi Fouriera

(1) Przeksztatcajac wyraz ogdlny dostaniemy
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Szeregi Fouriera

(1) Przeksztatcajac wyraz ogdlny dostaniemy

fn(x) = an cos T% + by sin 1%
_ 2 2 an nmx bn s onTX
=va*+b (Wcos—, +\/msm—, )

— cosin (54 ).
gdzie c, = \/a3 + b2, tgpn =32, by #0.
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Szeregi Fouriera

(1) Przeksztatcajac wyraz ogdlny dostaniemy

fn(x) = an cos T% + by sin 1%

=+va%+ b2 ( f+b2 cos X + rfjrtﬂ sin ﬂlx)
= cpsin (5% + ¢n)

gdzie c, = \/a3 + b2, tgpn =32, by #0.

Funkcje f,, okreslajace zalezno$¢ potozenia od czasu x,
przedstawiaja drgania harmoniczne o amplitudzie c,, okresie %’ i
fazie poczatkowej y,.
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Szeregi Fouriera

Suma czedciowa tego szeregu tzw. wielomian trygonometryczny

kmx
- § : by sin ——
Sn( + (ak cos ai K sin ; )

jest funkcja okresowa o okresie p = 2/.
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Szeregi Fouriera

Suma czedciowa tego szeregu tzw. wielomian trygonometryczny

kmx
by sin ——2
+ Z(ak cos ai K sin ; )

jest funkcja okresowa o okresie p = 2/.

(2) Jedli szereg trygonometryczny jest zbiezny na dowolnym
przedziale dtugosci 2/ [a,a+ 2/], a € R, to jest on zbiezny na
catym R i jego suma jest funkcja okresowa o okresie 2/.
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Wzory Eulera — Fouriera

Twierdzenie
Jesli ciag sum czeSciowych szeregu trygonometrycznego jest
zbiezny na przedziale [a, a + 2/], to suma tego szeregu

nmx
—+Za,,cos +b smT

jest funkcja ciagta na X, oraz wspdtczynniki szeregu zadane sa
wzorami Eulera—Fouriera:

a+2/
a,,:/ f(x)cosnilxdx, n=0,1,2,---
a

a+2/
b,,:/ f(x)sin”ilxdx, n=1,2,---
a
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Dowdd:

W. Domitrz (slajdy 5zyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Szeregi



Dowéd: Zauwazmy, ze

faa+21cos X dx = [i sin 2 , ]z+2l =

# (sin ("“ + 2n7r) —sin 2 ) =0,
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Dowéd: Zauwazmy, ze
faa+2l cos X dx = [-L sin ”’;X]z+2l =
# (sin (”“ + 2n7r) —sin ”“) =0,

a+2l . nrx _ / nrx1at2l
J377 sin P dx = [ =50 cos 27| T =

—# (cos (252 + 2n7) — cos 272) = 0,

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Szeregi



Dowéd: Zauwazmy, ze
faa+2l cos X dx = [-L sin ”’;X]z+2l =
# (sin (”“ + 2n7r) —sin ””a) =0,

f:+2l sin X dx = [—i cos 17| :+2/ =

—# (cos ("’Ta + 2nm) — cos 272) =0,

20 2/
[ cos mmx o5 mx gy — 1 (@42 g (nmmITX (g (nbmITX gy

01

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktfad: Szeregi



Dowéd: Zauwazmy, ze

2/
2% cos mmx = [ L sin mmx] 2T
7 (sin (”“ + 2n7r)[— sin ’”{a)}a— 0,
nm
]a+2/ _

2 .
[ sin 1y = [—-L cos 17
a a

—# (cos ("’Ta + 2nm) — cos 272) =0,

20 2/
[ cos mmx o5 mx gy — 1 (@42 g (nmmITX (g (nbmITX gy

01

20 . 2 . (n— .
f:+ sin 27X cos M dx = 3 fa+ sin (T=mimx '/")” +sin 7("+'/")7TX dx = 0,
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Dowéd: Zauwazmy, ze
a+2/ nmx / nrx1a+2/
cos —dx = |=sin =
fi (sin (”“ + 2n7r)[— sin ’”{a)}a— 0,
nm
+21 . - | at2l
[27 sin X dx = [~ cos ’"”‘]a =

a i
—# (cos ("’Ta + 2nm) — cos 272) =0,

20 21
fa” cos X cos M dx = % fa+ cos m + cos de =
01

2 . 2 . (n— .
f:+ sin 27X cos X dx = 2fa+ nm+sm mdx:O,

faa+2/sin 05X sin WX dx = 5 fa+2/ cos m cos mdx =0,
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Dowéd: Zauwazmy, ze
faa+2l cos X dx = [i sin ”’;X]z+2l =
# (sin (”“ + 2n7r) —sin ””a) =0,

J7% sin 11X gy = [~ L cos 1] :+2/ =

—# (cos (’"’a + 2nm) — cos 272) =0,

20 21
fa” cos X cos M dx = % fa+ cos m + cos de =

01

2 . 2l . (n— :
f:+ sin 27X cos M dx = 3 fa+ sin m+sm mdx =0,

faa+2/sin 05X sin WX dx = 5 fa+2/ cos m cos mdx =0,

a+2/ 2 nmx _ rat2l . 2 nwx _
J77 cos® MXdx = [T sin® MXdx = |.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktfad: Szeregi



Dowéd: Zauwazmy, ze
faa+2l cos X dx = [-L sin ”’;X]z+2l =
# (sin (”“ + 2n7r) —sin ””a) =0,

J7% sin 11X gy = [~ L cos 1] :+2/ =

—# (cos (’"’a + 2nm) — cos 272) =0,

20 2/ -
[ cos mmx o5 mx gy — 1 (@42 g (nmmITX (g (nbmITX gy

01
2 . 20 . (n— .
f:+ sin 27X cos X dx = 2fa+ nm+sm mdx:O,

faa+2/sin 05X sin WX dx = 5 fa+2/ cos m cos mdx =0,

a+2/ 2 nmx _ rat2l . 2 nwx _
J77 cos® MXdx = [T sin® MXdx = |.

Korzystajac z powyzszych wzoréw otrzymujemy nastepujace wzory.
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Mnozac obustronnie wzér

nmx
f n bpsin — 1
(x) +Za cos X 4 b, sin 7 (1)

przez cos 7= i catkujac od a do a + 2/ otrzymujemy
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Mnozac obustronnie wzér

f(x) +Za,,cos +b smnilx
przez cos 7= i catkujac od a do a + 2/ otrzymujemy

f:+2, f(x) cos M dx = faa+21 20 cos M dx +

oo a+2/ nmx mmx 3+2/ nmwx mmx _
Yoy J3 T apcos MX cos M dx 4 777 by sin X cos M dx =

I
aml.
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Mnozac obustronnie wzér

nmx
f n bpsin — 1
(x) +Za cos X 4 b, sin 7 (1)

przez cos 7= i catkujac od a do a + 2/ otrzymujemy

f:+2, f(x) cos M dx = faa+21 20 cos M dx +

00 a+2/ nmx mmx a+2l nmx mmx _
Yoy J3 T apcos MX cos M dx 4 777 by sin X cos M dx =
aml.

Analogicznie mnozac obustronnie wzdr (1) przez sin mfx i catkujac

od a do a + 2/ otrzymujemy

a+2/
/ f(x)sin mrx
a

dx = bpyl.
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Mnozac obustronnie wzér

nmx
f(x n bpsin — 1
+Za cos X 4 b, sin 7 (1)

przez cos 7= i catkujac od a do a + 2/ otrzymujemy

f:+2, f(x) cos M dx = fa+2, 2 cos T dx +

00 a+2/ nmx mmx 3+2/ nmx mmx _
>over ancosfcosfdx+fa by sin 77X cos M dx =

aml.
Analogicznie mnozac obustronnie wzdr (1) przez sin mfx i catkujac
od a do a + 2/ otrzymujemy

a+2/
/ f(x)sin mrx
a

Catkujac wzér (1) od a do a+ 2/ otrzymujemy faa+2l f(x)dx = aol.
L]

dx = bpyl.
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Szereg Fouriera funkgcji

Kazdej funkcji catkowalnej na przedziale [a, a + 2/] mozemy
przyporzadkowac szereg trygonometryczny (zbiezny lub rozbiezny)
o wspotczynnikach zadanych wzorami Eulera—Fouriera nazywany
szeregiem Fouriera funkcji f.
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Szereg Fouriera funkgcji

Kazdej funkcji catkowalnej na przedziale [a, a + 2/] mozemy
przyporzadkowac szereg trygonometryczny (zbiezny lub rozbiezny)

o wspotczynnikach zadanych wzorami Eulera—Fouriera nazywany
szeregiem Fouriera funkcji f.

Uwaga:

Aby szereg Fouriera byt szeregiem zbieznym do wyjsciowej funkgji
(tzn. aby przyporzadkowanie w powyzszej definicji mozna byto
zastapi¢ réwnoscia), funkcja f musi spetniaé dodatkowe warunki,
tzw. warunki Dirichleta.
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Warunki Dirichleta

Funkcja ograniczona f na przedziale [a, b] spetnia warunki
Dirichleta, jesli:

(1) jest przedziatami monotoniczna na (a, b),

(2) jest ciagta z wyjatkiem co najwyzej skonczonej liczbie punktéw
nieciagtosci |-go rodzaju (tzn. istnieja skoficzone granice
jednostronne) i w kazdym punkcie nieciagtosci przyjmuje tzw.
wartosci dirichletowskie, tzn.

f(x) = % < lim_ f(x)+ lim f(x))

X—X; X=X

(3) £(3) = F(b) = L [limyar F(x) + limy - F(x)]

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktfad: Szeregi



Warunki Dirichleta

Wykres funkcji spetniajacej wrunki Dirichleta na przedziale [a, b].
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Twierdzenie

Jesli funkcja f : R — R jest funkcja okresowa o okresie p = 2/ i
spetnia warunki Dirichleta na przedziale [a, a + 2/], to jest ona
suma swojego szeregu Fouriera na tym przedziale.
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Twierdzenie

Jesli funkcja f : R — R jest funkcja okresowa o okresie p = 2/ i
spetnia warunki Dirichleta na przedziale [a, a + 2/], to jest ona
suma swojego szeregu Fouriera na tym przedziale.

.

Stwierdzenie
Jezeli szereg Fouriera funkgcji f : DR jest zbiezny to

0 ~— nmTx . onmxy 1 4 _
VxeD ?—l—nz::l <ancosT+bnsmT> —E[f(x )+ f(x7)]

.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Szeregi




Catki funkcji parzystych i nieparzystych

Twierdzenie

Jezeli funkcja f : [/, /] — R jest parzysta tzn.
Vxe[-I,l] f(—x)=f(x), i R-catkowalna w przedziale [/, /] to
fi, f(x)dx = 2fol f(x)dx.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktfad: Szeregi



Catki funkcji parzystych i nieparzystych

Twierdzenie

Jezeli funkcja f : [/, /] — R jest parzysta tzn.
Vxe[-I,l] f(—x)=f(x), i R-catkowalna w przedziale [/, /] to
fi, f(x)dx = 2fol f(x)dx.
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Catki funkcji parzystych i nieparzystych

Twierdzenie

Jezeli funkcja f : [/, /] — R jest parzysta tzn.

Vxe[-I,l] f(—x)=f(x), i R-catkowalna w przedziale [/, /] to
fi, f(x)dx = 2fol f(x)dx.

Jezeli funkcja f : [/, /] — R jest nieparzysta tzn.

Vx e [-I,l] f(—x)=—f(x), i R-catkowalna w przedziale [/, /]
to ! f(x)dx = 0.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktfad: Szeregi



Catki funkcji parzystych i nieparzystych

Twierdzenie

Jezeli funkcja f : [/, /] — R jest parzysta tzn.

Vxe[-I,l] f(—x)=f(x), i R-catkowalna w przedziale [/, /] to
fi, f(x)dx = 2fol f(x)dx.

Jezeli funkcja f : [/, /] — R jest nieparzysta tzn.

Vx e [-I,l] f(—x)=—f(x), i R-catkowalna w przedziale [/, /]
to ! f(x)dx = 0.

Dowdd: Zauwazmy, ze fi, f(x)dx = fEl f(x)dx + fol f(x)dx.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktfad: Szeregi



Catki funkcji parzystych i nieparzystych

Twierdzenie

Jezeli funkcja f : [/, /] — R jest parzysta tzn.

Vxe[-I,l] f(—x)=f(x), i R-catkowalna w przedziale [/, /] to
fi, f(x)dx = 2fol f(x)dx.

Jezeli funkcja f : [/, /] — R jest nieparzysta tzn.

Vx e [-I,l] f(—x)=—f(x), i R-catkowalna w przedziale [/, /]
to ! f(x)dx = 0.

Dowdd: Zauwazmy, ze fi, f(x)dx = fEl f(x)dx + fol f(x)dx.
Niech f : [—/, /] — R bedzie parzysta. Wystarczy pokazaé, ze
fi), f(x)dx = fOI f(x)dx.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktfad: Szeregi



Catki funkcji parzystych i nieparzystych

Twierdzenie

Jezeli funkcja f : [/, /] — R jest parzysta tzn.

Vxe[-I,l] f(—x)=f(x), i R-catkowalna w przedziale [/, /] to
fi, f(x)dx = 2fol f(x)dx.

Jezeli funkcja f : [/, /] — R jest nieparzysta tzn.

Vx e [-I,l] f(—x)=—f(x), i R-catkowalna w przedziale [/, /]
to ! f(x)dx = 0.

Dowdd: Zauwazmy, ze fi, f(x)dx = fEl f(x)dx + fol f(x)dx.
Niech f : [—/, /] — R bedzie parzysta. Wystarczy pokazaé, ze
fi), f(x)dx = fOI f(x)dx.

Ale to zachodzi, bo ff, f(x)dx =[x = —t, dx = —dt| =

P F(=t)(~dt) = — [P F(t)dt = [, F(t)d.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktfad: Szeregi



Catki funkcji parzystych i nieparzystych

Twierdzenie

Jezeli funkcja f : [/, /] — R jest parzysta tzn.

Vxe[-I,l] f(—x)=f(x), i R-catkowalna w przedziale [/, /] to
fi, f(x)dx = 2fol f(x)dx.

Jezeli funkcja f : [/, /] — R jest nieparzysta tzn.

Vx e [-I,l] f(—x)=—f(x), i R-catkowalna w przedziale [/, /]
to ! f(x)dx = 0.

Dowdd: Zauwazmy, ze fi, f(x)dx = ff’, f(x)dx + fol f(x)dx.
Niech f : [—/, /] — R bedzie parzysta. Wystarczy pokazaé, ze
fi), f(x)dx = fOI f(x)dx.

Ale to zachodzi, bo ff, f(x)dx =[x = —t, dx = —dt| =

[P F(—t)(—dt) = — [ f(t)dt = [} f(t)dt.

Jezeli f jest nieparzysta to w ten sam sposob pokazujemy, ze
fi), f(x)dx = — fol f(x)dx. [J

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wykfad: Szeregi



Twierdzenie

(1) Jesli funkcja f : R — R jest funkcja okresowa o okresie 2/,
spetnia warunki Dirichleta na przedziale [—/, /] i jest parzysta tzn.
Vxe[-1,1] f(x)=f(—x) to

2 ! 2 (!
aO:—/ f(x) dx, a,,:—/f(x)cosnL/de7 b,=0VneN
0 0
i funkcja rozwija sie w szereg cosinuséw

f(x) = % —i—Zancos@
n=1

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktfad: Szeregi



Twierdzenie

(2) Jedli funkcja f : R — R jest funkcja okresowa o okresie 2/,
spetnia warunki Dirichleta na przedziale [/, /] i jest nieparzysta to

2 /
a9 =an=0, b,,:7/f(x)sin$dx VneN
0

i funkcja rozwija sie w szereg sinuséw

nmwx

f(X) = ansinT
n=1

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Szeregi



Rozwinaé w szereg Fouriera funkcje f(x) = sgn(x) dla x € [—m, 7.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Szeregi



Rozwinaé w szereg Fouriera funkcje f(x) = sgn(x) dla x € [—m, 7.

Funkcja sgn(x) jest parzysta wiec a, =0dlan=10,1,2---.
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Rozwinaé w szereg Fouriera funkcje f(x) = sgn(x) dla x € [—m, 7.

Funkcja sgn(x) jest parzysta wiec a, =0dlan=0,1,2---

b, = 2/7Tf0 sin(nx)dx = nl- COS(mr) _ ol S,,rl)
_{ 0 dla n—2k

ey dla n=2k-1
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Rozwinaé w szereg Fouriera funkcje f(x) = sgn(x) dla x € [—m, 7.

Funkcja sgn(x) jest parzysta wiec a, =0dlan=0,1,2---

b, = 2/7Tf0 sin(nx)dx = nl- COS(mr) _ ol S,,rl)
_{ 0 dla n—2k

T\ @y dla n=2k-1

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktfad: Szeregi



Wykres sgn(x) i 2sinx dla x € [—m, 7).

0.5F

Analiza, Wykfad: Szeregi

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz)



Wykres sgn(x) i Zi:l ﬁ sin((2k — 1)x) dla x € [—m, 7].

0.5+

B
[}
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Wykres sgn(x) i Zi:l ﬁ sin((2k — 1)x) dla x € [—m, 7].

05-

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Szeregi



Wykres sgn(x) i thl ﬁ sin((2k — 1)x) dla x € [—m, 7].

0.5H

.
D

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Szeregi



Wykres sgn(x) i Zi:l ﬁ sin((2k — 1)x) dla x € [—m, 7].

05H
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Wykres sgn(x) i 22:1 ﬁ sin((2k — 1)x) dla x € [—m, 7].

055
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Wykres sgn(x) i ZZZI ﬁ sin((2k — 1)x) dla x € [—m, 7].

057

+
o
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Wykres sgn(x) i Y p_; ﬁ sin((2k — 1)x) dla x € [—m, 7] i
n=1---,7

(2522

W&

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Szeregi



Wykres rozwiniecia Fouriera funkgcji sgn(x), x € [—m, 7]
przedtuzony na R.

-1
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Rozwiniecie funkcji nieokresowej g w pewnym przedziale mozemy
otrzymac przez rozwinecie dowolnego jej rozszerzenia okresowego
spetniajacego zatozenia twierdzenia, rozwiniecie takiej funkcji jest
wiec niejednoznaczne.
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Rozwiniecie funkcji nieokresowej g w pewnym przedziale mozemy
otrzymac przez rozwinecie dowolnego jej rozszerzenia okresowego
spetniajacego zatozenia twierdzenia, rozwiniecie takiej funkcji jest
wiec niejednoznaczne.

Przyktad:

Réznymi sposobami rozwinaé funkcje g(x) = x, x € (0,p), p >0
w szereg Fouriera.

(1) g(0)=g(p) =5, F:R=R, flo,=2¢g
f jest okresowa o okresie 2/ = p, X; = [a,a+2/]=[0,p] = | =5§
aoz%fopxdx:p

2nmx
u=—Xx V = COS ——
2 P 2nmx
an = < [+ xcos &5 dx =
n P fo P U/ — 1 Vv = 2n7r Sln gmrx
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2 px 2nmx P P 2nmx _

=2 [ 3o SIN =7 " 207 fo sin =27 dx} =
p

_ _ 1 rp 2nmx _p 2nmwx o

= [y sin o dx = 55 cos < ‘o —

= 55— [cos2nm — 1] =0
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_ 2 px 2nmx P 2nmx _
=2 [ 2o sin =7 " 20 fo sin =27 dx} =
p
_ _ 1 rp 2nmx _p 2nmwx o
= fo sin = dx = 55— COs =) ‘0 =
— P —
= W[COS2”7T — 1] = 0
2nmx
u—Xx V = Sln
2 (P s 2nmx
= =2 [” xsin 21X dx =
bn p fO P =1 v= cos 20mx 2n7rx
2n7r
P
_ 2 2nmx P P 2nmx _
5 [ . ‘ + 52 fo cos =X dx} =
_ P 2nmx _ P
= 7rcos2n7r+ T sin o ’0 =—
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= 55— [cos2nm — 1] =0

_ 2nmx
b, = 2 fopXSin anmx dx = u/_ . V=S p2n7rx =
p p u=1 v= 2 cos =%
nm
p

_ 2 —px 2nmx p 4 2nmx —
_p[ S COS =7 ‘0+2n7rfo cos =7 dx| =
_ P p 2nmx _ P
— nm cos2nm + 2n%m? sin P ’0 —  onm

N\‘U

— By ,115|n 2nmx dla x € (0, p).
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Wykres rozwiniecia Fouriera funkcji g(x) = x, x € (0, p)
przedtuzony na R okresowo o okresie p.

/
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(2) szereg cosinuséw - przedtuzenie parzyste
2l = 2p7 X*/ = [_IJ /] = [_p7 p]

ao—%fopde:p, b, =0

_2(p nmx . 07 n:2k
an_pfo X cos 7 dx—{ s

— A n=2k-1

=525 1 (n 1y €08 (2”_;)“ dla x € [0, p]

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktfad: Szeregi



Wykres rozwiniecia Fouriera w szereg cosinuséw funkgji
g(x) = x, x € (0, p) przedtuzony parzyscie na R okresowo o
okresie 2p.
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(3) szereg sinuséw - przedtuzenie nieparzyste
21 =2p, X | = [_/7 I] = [_p7 p]
a=a,=0

b, = %fopxsin X dx = (—1 )”‘H%

=2y B gin 22 dla x € (—p, p)

n
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Wykres rozwiniecia Fouriera w szereg sinuséw funkcji
g(x) = x, x € (0, p) przedtuzony nieparzyscie na R okresowo o
okresie 2p.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktfad: Szeregi
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(4) przedtuzamy funkcje najpierw na przedziat [p, 2p],
g(0)=g(2p)=p, Xa=[a,a+2[]=[0,2p] = I =
ag = % Oszdx:2p

a, = %f02pxcos”ipx dx =0

_ 1 nmwx _2p
by fo X sin dx = —==

xX=p 2”2,, 1;smmdlaxe(02p)

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktfad: Szeregi



