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Definicja szeregu liczbowego

(an)n∈N – cia̧g liczb rzeczywistych.

Definiujemy nowy cia̧g - cia̧g sum czȩściowych (Sn)n∈N:

S1 = a1
...

Sn = a1 + . . . + an
...

Definicja

Cia̧g liczbowy (Sn)n∈N nazywamy szeregiem liczbowym o wyrazie
ogólnym an i oznaczamy

∞∑
n=1

an = a1 + a2 + . . . + an + . . .
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Przyk lady

1 Niech an = 1 dla n ∈ N. Wtedy Sn = n dla n ∈ N.

2 Niech an = (−1)n dla n ∈ N. Wtedy

Sn =

{
0 dla n parzystych

−1 dla n nieparzystych
.

3 Niech a, r ∈ R, an = a + nr dla n ∈ N. Wtedy
Sn = a1+an

2 n = 2a+(n+1)r
2 n dla n ∈ N.

4 Niech a, q ∈ R, an = aqn−1 dla n ∈ N. Wtedy

Sn =

{
a · 1−qn

1−q , q ̸= 1

an q = 1
dla n ∈ N.

5 Niech an = 1
n dla n ∈ N. Wtedy Sn =

∑n
i=1

1
n dla n ∈ N.

6 Niech an = 1
n2 dla n ∈ N. Wtedy Sn =

∑n
i=1

1
n2 dla n ∈ N.

W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Szeregi



Przyk lady

1 Niech an = 1 dla n ∈ N. Wtedy Sn = n dla n ∈ N.

2 Niech an = (−1)n dla n ∈ N. Wtedy

Sn =

{
0 dla n parzystych

−1 dla n nieparzystych
.

3 Niech a, r ∈ R, an = a + nr dla n ∈ N. Wtedy
Sn = a1+an

2 n = 2a+(n+1)r
2 n dla n ∈ N.

4 Niech a, q ∈ R, an = aqn−1 dla n ∈ N. Wtedy

Sn =

{
a · 1−qn

1−q , q ̸= 1

an q = 1
dla n ∈ N.

5 Niech an = 1
n dla n ∈ N. Wtedy Sn =

∑n
i=1

1
n dla n ∈ N.

6 Niech an = 1
n2 dla n ∈ N. Wtedy Sn =

∑n
i=1

1
n2 dla n ∈ N.
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Suma szeregu

Definicja

Szereg liczbowy
∑∞

n=1 an jest zbieżny, jeśli istnieje granica
w laściwa

lim
n→∞

Sn = S ∈ R

W przeciwnym przypadku szereg jest rozbieżny.
Liczbȩ S nazywamy suma̧ szeregu zbieżnego i oznacamy

S =
∞∑
n=1

an
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Przyk lady

Niech an = 1
2n dla n ∈ N.

∞∑
n=1

1

2n
= lim

n→∞
Sn = 1.

W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Szeregi



Przyk lady
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Przyk lady

Szereg
∑∞

n=1 1 jest rozbieżny, bo limn→∞ Sn = limn→∞ n = +∞.

Szereg
∑∞

n=1(−1)n jest rozbieżny, bo

Sn =

{
0 dla n parzystych

−1 dla n nieparzystych
i cia̧g (Sn) nie jest zbieżny

(granica nie istnieje).
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Warunek konieczny zbieżności szegu

Twierdzenie

Jezeli szereg
∑∞

n=1 an jest zbieżny to limn→∞ an = 0.

Dowód:
∑∞

n=1 an = S ⇒ limn→∞ Sn = S ⇒ limn→∞ Sn+1 = S .

Sta̧d limn→∞ an+1 = limn→∞(Sn+1 − Sn) =
limn→∞ Sn+1 − limn→∞ Sn = S − S = 0. Wiȩc limn→∞ an+1 = 0
czyli limn→∞ an = 0.
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Suma szeregu geometrycznego

Niech a, q ∈ R, an = aqn−1 dla n ∈ N. Wtedy

Sn =

{
a · 1−qn

1−q , q ̸= 1

an q = 1
dla n ∈ N.

Za lóżmy, że a ̸= 0. W przeciwnym przypadku an = 0 dla n ∈ N i∑∞
n=1 an = 0.

Dla |q| < 1 limn→∞ Sn = limn→∞ a 1−qn

1−q = a
1−q , bo limn→∞ qn = 0

(dla |q| < 1).∑∞
n=1 aqn−1 = a

1−q dla |q| < 1.

Dla |q| ≥ 1 cia̧g |an| = |aqn−1| ≥ |a| dla n ∈ N. Wiȩc cia̧g (an) nie
jest zbieżny do 0.

Szereg jest wiȩc rozbieżny dla |q| ≥ 1.
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W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Szeregi



Suma szeregu geometrycznego

Niech a, q ∈ R, an = aqn−1 dla n ∈ N. Wtedy

Sn =

{
a · 1−qn

1−q , q ̸= 1

an q = 1
dla n ∈ N.
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Rozbieżność szeregu harmonicznego

Szereg harmoniczny
∑∞

n=1
1
n

Nazywa siȩ hamoniczny, bo an jest średnia̧ harmoniczna̧ an−1 i
an+1 czyli an = 2

1
an−1

+ 1
an+1

= 2
(n−1)+(n+1) = 1

n .

Warunek konieczny jest spe lniony, bo limn→∞ an = limn→∞
1
n = 0.

S2k+1 =
∑2k+1

n=1
1
n =

1 + 1
2 +

(
1
3 + 1

4

)
+
(

1
5 + 1

6 + 1
7 + 1

8

)
+ · · · +

∑2k+1

n=2k+1
1
n ≥

1 + 1
2 +

(
1
4 + 1

4

)
+
(

1
8 + 1

8 + 1
8 + 1

8

)
+ · · · +

∑2k+1

n=2k+1
1

2k+1 =

1 + 1
2 +

(
2 · 1

4

)
+
(
4 · 1

8

)
+ · · · + 2k · 1

2k+1 =

1 +
∑k

i=0 2i · 1
2i+1 = 1 +

∑k
i=0

1
2 = 1 + (k + 1) · 1

2 .

Sta̧d limk→∞ S2k+1 ≥ limk→∞
(
1 + (k + 1) · 1

2

)
= +∞.

Wiȩc szereg harmoniczny jest rozbieżny.
S10 ≃ 2, 92897, S102 ≃ 5, 18738, S103 ≃ 7, 48547,
S104 ≃ 9, 78761, S105 ≃ 12, 0901, S106 ≃ 14, 3927,
S107 ≃ 16, 6953.
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W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Szeregi
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Warunek konieczny jest spe lniony, bo limn→∞ an = limn→∞
1
n = 0.

S2k+1 =
∑2k+1

n=1
1
n =

1 + 1
2 +

(
1
3 + 1

4

)
+
(

1
5 + 1

6 + 1
7 + 1

8

)
+ · · · +

∑2k+1

n=2k+1
1
n ≥

1 + 1
2 +

(
1
4 + 1

4

)
+
(

1
8 + 1

8 + 1
8 + 1

8

)
+ · · · +

∑2k+1

n=2k+1
1

2k+1 =

1 + 1
2 +

(
2 · 1

4

)
+
(
4 · 1

8

)
+ · · · + 2k · 1

2k+1 =

1 +
∑k

i=0 2i · 1
2i+1 = 1 +

∑k
i=0

1
2 = 1 + (k + 1) · 1

2 .

Sta̧d limk→∞ S2k+1 ≥ limk→∞
(
1 + (k + 1) · 1

2

)
= +∞.

Wiȩc szereg harmoniczny jest rozbieżny.
S10 ≃ 2, 92897, S102 ≃ 5, 18738, S103 ≃ 7, 48547,
S104 ≃ 9, 78761, S105 ≃ 12, 0901, S106 ≃ 14, 3927,
S107 ≃ 16, 6953.
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Zbadać zbieżność szeregu
∑∞

n=1
1
n2 .

Sn ≤
∑∞

n=1
1
n2 =

1 +
(

1
22 + 1

32

)
+
(

1
42 + 1

52 + 1
62 + 1

72

)
+ · · · +

∑2k+1−1
n=2k

1
n2 + · · · ≤

1 +
(

1
22 + 1

22

)
+
(

1
42 + 1

42 + 1
42 + 1

42

)
+ · · · +

∑2k+1−1
n=2k

1
(2k )2 + · · · =

1 + 2 1
22 +

(
4 · 1

42

)
+ · · · + 2k · 1

(2k )2 + · · · =

1 + 1
2 + 1

4 + · · · + 1
2k

+ · · · =
∑∞

k=0
1

2k
= 1

1− 1
2

= 2.

Cia̧g sum czȩściowych Sn =
∑n

k=1
1
k2 jest ograniczony z góry i

rosna̧cy wiȩc jest zbieżny, wiȩc szereg
∑∞

n=1
1
n2 jest zbieżny.

Leonhard Euler w 1735 roku pokaza l, że
∑∞

n=1
1
n2 = π2

6 (problem
bazylejski).
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Policzyć sumȩ szeregu
∑∞

n=1
1

n(n+1) .

Sn =
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+

1

3 · 4
+ · · · +

1

n(n + 1)

=

(
1 − 1

2

)
+

(
1

2
− 1

3

)
+

(
1

3
− 1

4

)
+ · · · +

(
1

n
− 1

n + 1

)
= 1 − 1

n + 1
→ 1

Sta̧d
∑∞

n=1
1

n(n+1) = 1.
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W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Szeregi
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Dzia lania na szeregach zbieżnych

Twierdzenie

Jeśli c ∈ R i szeregi
∑∞

n=1 an,
∑∞

n=1 bn sa̧ zbieżne to szeregi∑∞
n=1(an + bn) oraz

∑∞
n=1(c · an) sa̧ zbieżne oraz

∞∑
n=1

(an + bn) =
∞∑
n=1

an +
∞∑
n=1

bn,

∞∑
n=1

(c · an) = c ·
∞∑
n=1

an.
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Szeregi o wyrazach nieujemnych

Za lóżmy, że an ≥ 0 dla n ∈ N.

Twierdzenie

Szereg o wyrazach nieujemnych jest zbieżny ⇐⇒ jego cia̧g sum
czȩściowych (Sn) jest ograniczony z góry.

Dowód. ∀n ∈ N an ≥ 0. Wtedy cia̧g Sn =
∑n

k=1 ak jest cia̧giem
niemaleja̧cym, bo Sn+1 = Sn + an+1 ≥ Sn. Cia̧g niemaleja̧cy jest
zbieżny wtedy i tylko wtedy, gdy jest ograniczony z góry.
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Kryterium porównawcze

Twierdzenie

Niech n0 ∈ N. Jeśli 0 ⩽ an ⩽ bn dla każdego n > n0, to:

(1) jeśli
∑∞

n=1 bn jest zbieżny, to
∑∞

n=1 an jest zbieżny,

(2) jeśli
∑∞

n=1 an jest rozbieżny, to
∑∞

n=1 bn jest rozbieżny.

Dowód. (1) Za lóżmy, że szereg
∑∞

n=1 bn jest zbieżny. Wtedy∑n
k=n0

ak ≤
∑n

k=n0
bk ≤

∑∞
n=1 bn < +∞. Wiȩc cia̧g∑n

k=1 ak =
∑n0−1

k=1 ak +
∑n

k=n0
ak jest ograniczony. Na podstawie

poprzedniego twiedzenia szereg
∑∞

n=1 an jest zbieżny.

(2) Za lóżmy, że szereg
∑∞

n=1 an jest rozbieżny. Sta̧d wynika z
poprzedniego twierdzenia, że cia̧g

∑n
k=1 ak jest nieograniczony

oraz cia̧g
∑n

k=n0
ak =

∑n
k=1 ak −

∑n0
k=1 ak jest nieograniczony.

Wtedy
∑n

k=n0
ak ≤

∑n
k=n0

bk ≤
∑n

k=1 bk . Wiȩc cia̧g
∑n

k=1 bk jest
nieograniczony. Sta̧d na podstawie poprzedniego twierdzenia
szereg

∑∞
n=1 bn jest rozbieżny.
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∑∞

n=1 an jest rozbieżny, to
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Przyk lad

Zbadać zbieżność szeregów
∑∞

n=1 sin 1
n oraz

∑∞
n=1 sin 1

n2 .

2
πx ⩽ sin x , dla każdego x ∈ [0, π2 ]

Wtedy sin 1
n ⩾ 2

π · 1
n ⩾ 0 dla każdego n ∈ N.

Szereg
∑∞

n=1
1
n jest rozbieżny.

Z kryterium porównawczego szereg
∑∞

n=1 sin 1
n jest rozbieżny.

sin x ⩽ x , dla każdego x ∈ [0, π2 ].

Wtedy 0 ≤ sin 1
n2 ≤ 1

n2 dla każdego n ∈ N.

Szereg
∑∞

n=1
1
n2 jest zbieżny.

Z kryterium porównawczego szereg
∑∞

n=1 sin 1
n2 jest zbieżny.
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Kryterium ilorazowe zbieżności szeregów

Twierdzenie

Niech n0 ∈ N. Jeśli an > 0 i bn > 0 dla każdego n > n0 oraz
limn→∞

an
bn

= k dla k ∈ (0,∞) to
szereg

∑∞
n=1 an jest zbieżny ⇐⇒ szereg

∑∞
n=1 bn jest zbieżny.

Dowód. Za lóżmy, że szereg
∑∞

n=1 an jest zbieżny. Granica
limn→∞

an
bn

= k > 0 wiȩc istnieje n1 > n0 takie, że ∀n > n1
an
bn

> k
2 .

Sta̧d ∀n > n1 bn < 2
k an. Szereg

∑∞
n=1

2
k an jest zbieżny wiȩc z

kryterium porównaczego szereg
∑∞

n=1 bn jest zbieżny.

Za lóżny, że
∑∞

n=1 bn jest zbieżny. Granica limn→∞
an
bn

= k > 0

wiȩc istnieje n1 > n0 takie, że ∀n > n1
an
bn

< 3
2 k . Sta̧d

∀n > n1 an < 3
2 kbn. Szereg

∑∞
n=1

3
2 kbn jest zbieżny wiȩc z

kryterium porównawczego szereg
∑∞

n=1 an jest zbieżny.

W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Szeregi



Kryterium ilorazowe zbieżności szeregów
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kryterium porównawczego szereg
∑∞

n=1 an jest zbieżny.
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Kryterium ilorazowe zbieżności szeregów - przyk lad

Zbadać zbieżność szeregu
∑∞

n=1
2n2+1

7n4+n3+3n+2
.

Niech an = 2n2+1
7n4+n3+3n+2

i bn = 1
n2 .

Wtedy limn→∞
an
bn

= limn→∞
n2(2n2+1)

7n4+n3+3n+2
= 2

7 .

Szereg
∑∞

n=1
1
n2 jest zbieżny wiȩc szereg

∑∞
n=1

2n2+1
7n4+n3+3n+2

jest
zbieżny.
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W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Szeregi



Kryterium ilorazowe zbieżności szeregów - przyk lad
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zbieżny.
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Kryterium ca lkowe zbieżności szeregów

Twierdzenie

Jeśli funkcja f (x) jest nierosna̧ca i nieujemna w przedziale
[m,+∞), m ∈ N, to ca lka

∫∞
m f (x) dx i szereg

∑∞
n=m f (n) sa̧

jednocześnie zbieżne lub rozbieżne.
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Kryterium ca lkowe zbieżności szeregów - dowód

Aby pokazać zbieżność szergu wystarczy pokazać, że cia̧g sum
czȩściowych jest ograniczony. Aby pokazać zbieżność ca lki trzeba
pokazać, że jest ograniczona. Ponieważ funkcja jest nierosna̧ca
wiȩc

f (m + 1) + f (m + 2) + · · · ≤
∫ ∞

m
f (x)dx ≤ f (m) + f (m + 1) + · · ·

Co końcy dowód.
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Kryterium ca lkowe zbieżności szeregów - przyk lad

Zbadać zbieżność szeregu Dirichleta
∑∞

n=1
1
nα , α ∈ R.

f (x) = 1
xα , x ∈ [1,+∞), f (x) > 0

f ′(x) = −α
xα+1 < 0 ⇒ f jest maleja̧ca∫∞

1
dx
xα – zbieżna dla α > 1, rozbieżna dla α ⩽ 1 ⇒

⇒
∑∞

n=1
1
nα jest zbieżny dla α > 1 i rozbieżny dla α ⩽ 1.
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Kryterium d’Alemberta

Twierdzenie

Jeśli an > 0 i istnieje granica limn→∞
an+1

an
= g , to

(1) jeśli 0 ⩽ g < 1, to
∑∞

n=1 an jest zbieżny,

(2) jeśli g > 1, to
∑∞

n=1 an jest rozbieżny.

Dowód: (1) Granica limn→∞
an+1

an
= g ∈ [0, 1) wiȩc istnieje n0 ∈ N

i r ∈ (g , 1) takie, że dla każdego n ≥ n0
an+1

an
< r . Sta̧d

otrzymujemy, że ∀n ≥ n0 an+1 < anr . Wiȩc dla każdego k ∈ N
an0+k < an0+k−1r < an0+k−2r 2 < · · · < an0rk . Szereg

∑∞
k=1 an0rk

jest zbiezny, bo to szereg geometryczny i r ∈ (0, 1). Z kryterium
porównawczego szereg

∑∞
k=1 an0+k =

∑∞
n=n0+1 an jest zbieżny.

Wiȩc zbieżny jest również szereg∑∞
n=1 an =

∑∞
n=n0+1 an +

∑n0
n=1 an.

(2) Jeżeli g > 1 to istnieje n0 ∈ N i r ∈ (1, g) takie, że dla
każdego n ≥ n0

an+1

an
> r . Otrzymujemy wiȩc, że an+1 > anr dla

n ≥ n0. I dalej postȩpujemy podobnie.
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Kryterium Cauchy’ego

Twierdzenie

Jeśli istnieje granica limn→∞ n
√

an = g , to

(1) jeśli 0 ⩽ g < 1, to
∑∞

n=1 an jest zbieżny,

(2) jeśli g > 1, to
∑∞

n=1 an jest rozbieżny.

Dowód. Analogicznie jak w dowodzie kryterium d’Alemberta.
Tylko zastȩpujemy an+1

an
przez n

√
an. Wiȩc jeśli np. n

√
an < r dla

n ≥ n0 to an < rn dla n ≥ n0.
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Kryteria d’Alemberta i Cauchy’ego

Uwaga:

W obu powyższych twierdzeniach, jeśli g = 1, to kryteria nie
rozstrzygaja̧ zbieżności szeregu.

Przyk lady.
(1)Niech an = 1

n dla n ∈ N, szereg
∑∞

n=1
1
n jest rozbieżny.

limn→∞
an+1

an
= limn→∞

n
n+1 = 1,

limn→∞ n
√

an = limn→∞
1
n√n

= 1.

(1)Niech an = 1
n2 dla n ∈ N, szereg

∑∞
n=1

1
n2 jest zbieżny.

limn→∞
an+1

an
= limn→∞

n2

(n+1)2 = 1,

limn→∞ n
√

an = limn→∞
1

n√
n2

= limn→∞
1

( n√n)2 = 1.
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Przyk lady.
(1)Niech an = 1

n dla n ∈ N, szereg
∑∞

n=1
1
n jest rozbieżny.
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Przyk lady.
(1)Niech an = 1

n dla n ∈ N, szereg
∑∞

n=1
1
n jest rozbieżny.
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Kryterium d’Alemberta a kryterium Cauchy’ego

Kryterium Cauchy’ego jest silniejsze niż kryterium d’Alemberta,
tzn. jeśli szereg o wyrazach dodatnich spe lnia warunek z kryterium
d’Alemberta, to spe lnia też warunek kryterium Cauchy’ego.
Istotnie, jeżeli limn→∞

an+1

an
= g to korzystaja̧c z tej samej

argumentacji co w dowodzie kryterium d’Alemberta pokazujemy, że

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀ k ∈ N an0(g − ε)k < an0+k < an0(g + ε)k .

Sta̧d (an0)
1

n0+k (g − ε)
k

n0+k < (an0+k)
1

n0+k < (an0)
1

n0+k (g + ε)
k

n0+k .
Przechodza̧c do granicy k → ∞ otrzymujemy

∀ε > 0 g − ε ≤ lim
k→∞

(an0+k)
1

n0+k ≤ g + ε

. Sta̧d limk→∞(ak)
1
k = g .
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Kryterium d’Alemberta a kryterium Cauchy’ego

Przeciwna implikacja nie zachodzi. Rozpatrzmy szereg∑∞
i=1 an = 1

4 + 1
4 + 1

42 + 1
42 + 1

43 + 1
43 + · · · czyli

∀n ∈ N a2n = a2n−1 = 1
4n .

Wtedy limn→∞(a2n)
1

2n = limn→∞
1

4
n

2n
= 1

2 oraz

limn→∞(a2n−1)
1

2n−1 = limn→∞
1

4
n

2n−1
= 1

2 .

Sta̧d limn→∞(an)
1
n = 1

2 . Wiȩc szereg jest zbieżny z kryterium
Cauchy’ego.
A granica limn→∞

an+1

an
nie istnieje, bo dla każdego n ∈ N a2n

a2n−1
= 1

oraz a2n+1

a2n
= 1

4 .
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Przyk lady:

(1)
∑∞

n=1[arctg (cos 1
n )]2n

limn→∞ n
√

an = limn→∞[arctg (cos 1
n )]2 =

(
π
4

)2
< 1 ⇒

szereg zbieżny.

(2)
∑∞

n=3
73n

(2n−5)!

limn→∞
an+1

an
= limn→∞

73(n+1)(2n−5)!
(2(n+1)−5)!73n = limn→∞

73

(2n−4)(2n−3) =

0 < 1 ⇒ szereg zbieżny.
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Szeregi o wyrazach dowolnych

Szereg postaci
∑∞

n=1(−1)n+1an, an > 0 nazywamy szeregiem
naprzemiennym.

Tw. (kryterium Leibniza)

Jeśli (an) jest cia̧giem nierosna̧cym i limn→∞ an = 0, to szereg
naprzemienny

∑∞
n=1(−1)n+1an jest zbieżny.

Dowód: Dla każdego k ∈ N ak − ak+1 ≥ 0, wiȩc
S2n =

∑n
k=1 a2k−1 − a2k ≥ 0 i cia̧g S2n jest niemaleja̧cy.

Natomiast cia̧g
S2n+1 = a1 − (a2 − a3) − (a4 − a5) − · · · − (a2n − a2n+1) ≤ a1 i jest
nierosna̧cy.
S2n ≤ S2n + a2n+1 = S2n+1 ≤ a1. Wiȩc cia̧g S2n jest niemaleja̧cy i
ograniczony z góry wiȩc zbieżny.
S2n+1 ≥ S2n ≥ 0. Wiȩc cia̧g S2n+1 jest nierosna̧cy i ograniczony z
do lu wiȩc zbieżny.
S2n+1 − S2n = a2n+1 → 0 wiȩc cia̧gi S2n i S2n+1 zbiegaja̧ do tej
samej granicy. Sta̧d Sn jest zbieżny

W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Szeregi



Szeregi o wyrazach dowolnych

Szereg postaci
∑∞

n=1(−1)n+1an, an > 0 nazywamy szeregiem
naprzemiennym.

Tw. (kryterium Leibniza)
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S2n+1 − S2n = a2n+1 → 0 wiȩc cia̧gi S2n i S2n+1 zbiegaja̧ do tej
samej granicy. Sta̧d Sn jest zbieżny
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Przyk lad:

Zbadać zbieżność szeregu
∑∞

n=1
(−1)n

n3+1
, obliczyć przybliżona̧

wartość jego sumy z dok ladnościa̧ do 0, 01.

Cia̧g (an) jest maleja̧cy, bo an+1

an
< 1 i limn→∞ an = 0, wiȩc szereg

jest zbieżny.

Szukamy n takiego, że |an| ⩽ 1
100 ⇒ n3 + 1 ⩾ 100.

Zachodzi to dla n = 5, (126 ⩾ 100), sta̧d:

∞∑
n=1

(−1)n

n3 + 1
≈ −1

2
+

1

9
− 1

28
+

1

65
≈ −0, 41
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Zbieżność bezwzglȩdna i warunkowa

Definicja

Szereg zbieżny
∑∞

n=1 an jest bezwzglȩdnie zbieżny, jeśli zbieżny
jest szereg

∑∞
n=1 |an|.

W przeciwnym przypadku szereg jest warunkowo zbieżny.

Przyk lad:

Szereg anharmoniczny
∑∞

n=1
(−1)n+1

n jest zbieżny warunkowo, bo
jest zbieżny z kryterium Leibniza i szereg harmoniczny∑∞

n=1 |an| =
∑∞

n=1
1
n jest rozbieżny.

Szereg
∑∞

n=1
(−1)n+1

n2 jest zbieżny bezwzglȩdnie, bo jest zbieżny z

kryterium Leibniza i szereg
∑∞

n=1
1
n2 jest zbieżny
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Przyk lad:

Szereg anharmoniczny
∑∞

n=1
(−1)n+1

n jest zbieżny warunkowo, bo
jest zbieżny z kryterium Leibniza i szereg harmoniczny∑∞

n=1 |an| =
∑∞

n=1
1
n jest rozbieżny.

Szereg
∑∞

n=1
(−1)n+1

n2 jest zbieżny bezwzglȩdnie, bo jest zbieżny z

kryterium Leibniza i szereg
∑∞

n=1
1
n2 jest zbieżny
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Przyk lad:

Szereg anharmoniczny
∑∞

n=1
(−1)n+1
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Zbieżność bezwzglȩdna i warunkowa

Twierdzenie

Jeśli
∑∞

n=1 |an| jest zbieżny ⇒
∑∞

n=1 an jest zbieżny.

Dowód: Podzielmy wyrazy szeregu na nieujemne i ujemne. Niech
bn = max{an, 0} oraz cn = min{an, 0}. Wtedy∑∞

i=1 |an| =
∑∞

n=1 bn +
∑∞

i=1(−cn). Oba szeregi sa̧ szeregami o
wyrazach nieujemnych i sa̧ zbieżne, bo sa̧ ograniczone przez szereg
zbieżny

∑∞
i=1 |an|. Ale skoro tak to szereg∑∞

i=1 an =
∑∞

n=1 bn −
∑∞

i=1(−cn) też jest zbieżny jako różnica
szeregów zbieżnych.
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Szeregi potȩgowe

Definicja

Szereg postaci

∞∑
n=0

an(x − x0)n = a0 + a1(x − x0) + . . . + an(x − x0)n + . . .

nazywamy szeregiem potȩgowym o wyrazie ogólnym

fn(x) = an(x − x0)n

Jeśli x0 = 0, to szereg jest postaci
∑∞

n=0 anxn.

Uwaga:

Szereg potȩgowy jest zawsze zbieżny w swoim środku x = x0, bo
wtedy

∑∞
n=0 an(x0 − x0)n = a0.
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Zbieżność szeregów potȩgowych

Twierdzenie

Jeśli szereg potȩgowy
∑∞

n=0 anxn jest zbieżny w x = b ̸= 0, to jest
zbieżny bezwglȩdnie dla każdego x ∈ (−|b|, |b|).

Dowód: Szereg
∑∞

n=0 anbn jest zbieżny, wiȩc limn→∞ anbn = 0.
Sta̧d cia̧g jest ograniczony czyli ∃M > 0 ∀n ∈ N |anbn| ≤ M.
Niech x ∈ (−|b|, |b|). Wtedy |anxn| = |anbn|

∣∣ x
b

∣∣n ≤ M
∣∣ x
b

∣∣n i∣∣ x
b

∣∣ < 1.
Wiȩc szereg geometryczny

∑∞
n=0 M

∣∣ x
b

∣∣n jest zbieżny.
Sta̧d szereg

∑∞
n=0 anbn jest zbieżny bezwzlȩdnie.
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Twierdzenie
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Promień zbieżności i przedzia l zbieżności

Definicja

Promień zbieżności to liczba

R = sup{|x | : szereg
∞∑
n=0

anxn jest zbieżny}

Przedzia l zbieżności to zbiór

X = {x ∈ R : szereg
∞∑
n=0

anxn jest zbieżny}
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Uwaga

Jeśli promień zbieżności:

(1) R = 0, to szereg
∑∞

n=0 anxn jest zbieżny tylko dla x = 0,

(2) R = +∞, to szereg
∑∞

n=0 anxn jest zbieżny ∀ x ∈ R,

(3) 0 < R < +∞, to szereg
∑∞

n=0 anxn jest zbieżny w (−R,R) i
jest rozbieżny w (−∞,−R) ∪ (R,+∞).

Twierdzenie

Jeśli promień zbieżności R > 0, to suma szeregu
S(x) =

∑n
i=0 anxn jest funkcja̧ cia̧g la̧ w (−R,R).
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Jeśli promień zbieżności R > 0, to suma szeregu
S(x) =

∑n
i=0 anxn jest funkcja̧ cia̧g la̧ w (−R,R).
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Twierdzenie

Jeśli istnieje granica limn→∞
∣∣ an+1

an

∣∣ = λ lub limn→∞
n
√

|an| = λ,
to promień zbieżności R jest równy:

R =


1
λ , 0 < λ < +∞
0, λ = +∞

+∞, λ = 0

Przyk lady:

(1)
∑∞

n=0
xn

n! , an = 1
n!

limn→∞
∣∣ an+1

an

∣∣ = limn→∞
n!

(n+1)! = limn→∞
1

n+1 = 0 = λ ⇒
⇒ R = +∞ ⇒ X = R
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Jeśli istnieje granica limn→∞
∣∣ an+1

an

∣∣ = λ lub limn→∞
n
√

|an| = λ,
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(2)
∑∞

n=0 n! · xn , an = n!

limn→∞
∣∣ an+1

an

∣∣ = limn→∞
(n+1)!

n! = limn→∞(n + 1) = +∞ = λ ⇒
⇒ R = 0 ⇒ X = {0}

(3)
∑∞

n=0
xn

(n+1)·2n , an = 1
(n+1)·2n

limn→∞
∣∣ an+1

an

∣∣ = limn→∞
(n+1)2n

(n+2)2n+1 = 1
2 limn→∞

n+1
n+2 = 1

2 = λ ⇒
⇒ R = 2 ⇒ (−2, 2) ⊂ X

x = 2 :
∑∞

n=0
2n

(n+1)2n =
∑∞

n=0
1

n+1 – szereg harmoniczny

(rozbieżny)

x = −2 :
∑∞

n=0
(−2)n

(n+1)2n =
∑∞

n=0
(−1)n

n+1 – szereg anharmoniczny

(zbieżny)

⇒ X = [−2, 2)
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⇒ X = [−2, 2)
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Twierdzenie

Jeśli promień zbieżności R > 0 i S(x) =
∑∞

n=0 anxn dla
x ∈ (−R,R), to ∀ x ∈ (−R,R) prawdziwe sa̧ równości:∫ x

0
S(t) dt =

∫ x

0

∞∑
n=0

antn dt =
∞∑
n=0

∫ x

0
antn dt =

∞∑
n=0

an
xn+1

n + 1

S ′(x) =

( ∞∑
n=0

anxn

)′

=
∞∑
n=0

(anxn)′ =
∞∑
n=1

annxn−1

przy czym promienie zbieżności szeregów po prawej stronie sa̧
równe R.

W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Szeregi



Przyk lad:

Obliczyć sumȩ szeregu
∑∞

n=0
(n+1)(n+2)

2n∑∞
n=0 xn = 1

1−x , R = 1 ⇒
∑∞

n=1 nxn−1 = 1
(1−x)2 , R = 1 ⇒

⇒
∑∞

n=2 n(n − 1)xn−2 = 2
(1−x)3 =

∑∞
n=0(n + 2)(n + 1)xn ,

x ∈ (−1, 1)

x = 1
2 :

∑∞
n=0(n + 2)(n + 1)

(
1
2

)n
= 2

( 1
2

)3 = 16
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Szereg Taylora

Za lóżmy, że x0 ∈ Df i f ma pochodne wszystkich rzȩdów w
otoczeniu Q(x0, r).

n ∈ N – dowolne, ustalone, wtedy ze wzoru Taylora istnieje
c ∈ (x , x0):

f (x) =
n−1∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x − x0)k +

f (n)(c)

n!
(x − x0)n.

Niech Rn(x) = f (n)(c)
n! (x − x0)n.

Przejdźmy do granicy n → ∞.

Jeśli w Q(x0, r), limn→∞ Rn(x) = 0, to szereg Taylora funkcji f w
otoczeniu punktu x0 zadany jest wzorem:

f (x) =
∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x − x0)n
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n ∈ N – dowolne, ustalone, wtedy ze wzoru Taylora istnieje
c ∈ (x , x0):

f (x) =
n−1∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x − x0)k +

f (n)(c)

n!
(x − x0)n.

Niech Rn(x) = f (n)(c)
n! (x − x0)n.

Przejdźmy do granicy n → ∞.

Jeśli w Q(x0, r), limn→∞ Rn(x) = 0, to szereg Taylora funkcji f w
otoczeniu punktu x0 zadany jest wzorem:

f (x) =
∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x − x0)n
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Szereg Maclaurina

Jeśli x0 = 0, to otrzymujemy szereg Maclaurina:

f (x) =
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn

Twierdzenie

Jeśli w pewnym otoczeniu punktu x0, f (x) =
∑∞

n=0 an(x − x0)n, to

an =
f (n)(x0)

n!

tzn. rozwiniȩcie funkcji w szereg Taylora w otoczeniu x0 jest
jednoznaczne.
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Przyk lady

(1)
∑∞

n=0 xn = 1
1−x dla x ∈ (−1, 1). Sta̧d np.:

f (x) = 1
x2+4

= 1

4(1+ x2

4
)

= 1
4 · 1

1−(− x2

4
)

= 1
4

∑∞
n=0

(
− x2

4

)n
=

=
∑∞

n=0(−1)n · x2n

4n+1 , | x2

4 | < 1 ⇐⇒ |x | < 2

(2) f (x) = ex . Ze wzoru Maclaurina istnieje θ ∈ (0, 1)

ex =
∑n−1

k=1
xk

k! + eθxxn

n! .

Dla każdego θ ∈ (0, 1)∣∣∣ eθxxnn!

∣∣∣ ≤ e|x||x |n
n! → 0. Sta̧d limn→∞

eθxxn

n! = 0. Wiȩc

ex =
∑∞

k=1
xk

k! dla każdego x ∈ R.
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Wzór Eulera

(2)ex =
∑∞

k=1
xk

k! dla każdego x ∈ R.

(3) sin x =
∑∞

n=0(−1)n · x2n+1

(2n+1)! dla każdego x ∈ R.

(4) cos x =
∑∞

n=0(−1)n · x2n

(2n)! dla każdego x ∈ R.

Niech j2 = −1. Podstawiaja̧c za x jx do wzoru (2) otrzymujemy

e jx =
∑∞

k=1
jkxk

k! =
∑∞

n=0(−1)n · x2n

(2n)! + j
∑∞

n=0(−1)n · x2n+1

(2n+1)!
czyli otrzymujemy

e jx = cos x + j sin x .

Podstawiaja̧c za x = π otrzymujemy wzór Eulera

e jπ + 1 = 0.
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(2n)! dla każdego x ∈ R.

Niech j2 = −1. Podstawiaja̧c za x jx do wzoru (2) otrzymujemy

e jx =
∑∞

k=1
jkxk

k! =
∑∞

n=0(−1)n · x2n

(2n)! + j
∑∞

n=0(−1)n · x2n+1

(2n+1)!
czyli otrzymujemy

e jx = cos x + j sin x .

Podstawiaja̧c za x = π otrzymujemy wzór Eulera
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(5) Wyznaczyć rozwiniȩcie funkcji arctg x w szereg Maclaurina
korzystaja̧c z ca lkowania szeregu wyraz po wyrazie i ze wzoru
arctg x =

∫ x
0

dt
1+t2

1
1+t2 =

∑∞
n=0(−1)nt2n = 1− t2 + t4− t6 + . . .+(−1)n−1t2n−2 + . . .

R = 1,∫ x
0

dt
1+t2 = arctg x =

= x − x3

3 + x5

5 − . . . + (−1)n−1 x2n−1

2n−1 + . . . , x ∈ (−1, 1) ⇒

⇒ arctg x =
∞∑
n=1

(−1)n−1 x2n−1

2n − 1
, |x | ⩽ 1
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Funkcje g ladkie i funkcje analityczne

Funkcje, które maja̧ pochodne dowolnego rzȩdu nazywamy
g ladkimi albo klasy C∞.

Funkcje, które sa̧ równe rozwiniȩciu w szereg Taylora w każdym
punkcie dziedziny nazywamy analitycznymi.
Nie wszystkie funkcje g ladkie sa̧ analitczne.

Niech f (x) =

{
e−

1
x2 dla x ̸= 0

0 dla x = 0
.

Wtedy f jest g ladka, ale nie analiczna. Dla każdego n ∈ N
f (n)(0) = 0. Sta̧d

∑∞
n=0

f (n)(0)xn

n! = 0. Ale f (x) = e−
1
x2 ̸= 0 dla

x ̸= 0.
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W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Szeregi



Wykres f (x) =

{
e−

1
x2 dla x ̸= 0

0 dla x = 0
.
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Szeregi Fouriera

Definicja

Niech (an), (bn) bȩda̧ cia̧gami liczb rzeczywistych i niech l > 0.
Szeregiem trygonometrycznym nazywamy szereg

∞∑
n=0

fn(x) =
a0

2
+

∞∑
n=1

an cos
nπx

l
+ bn sin

nπx

l
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Szeregi Fouriera

(1) Przekszta lcaja̧c wyraz ogólny dostaniemy

fn(x) = an cos nπx
l + bn sin nπx

l

=
√

a2 + b2
(

an√
a2+b2

cos nπx
l + bn√

a2+b2
sin nπx

l

)
= cn sin

(
nπx
l + φn

)
,

gdzie cn =
√

a2
n + b2

n , tgφn = an
bn

, bn ̸= 0.

Funkcje fn, określaja̧ce zależność po lożenia od czasu x ,
przedstawiaja̧ drgania harmoniczne o amplitudzie cn, okresie 2l

n i
fazie pocza̧tkowej φn.
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Szeregi Fouriera

Suma czȩściowa tego szeregu tzw. wielomian trygonometryczny

Sn(x) =
a0

2
+

n∑
k=1

(ak cos
kπx

l
+ bk sin

kπx

l
)

jest funkcja̧ okresowa̧ o okresie p = 2l .

(2) Jeśli szereg trygonometryczny jest zbieżny na dowolnym
przedziale d lugości 2l [a, a + 2l ], a ∈ R, to jest on zbieżny na
ca lym R i jego suma jest funkcja̧ okresowa̧ o okresie 2l .
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Wzory Eulera – Fouriera

Twierdzenie

Jeśli cia̧g sum czȩściowych szeregu trygonometrycznego jest
zbieżny na przedziale [a, a + 2l ], to suma tego szeregu

f (x) =
a0

2
+

∞∑
n=1

an cos
nπx

l
+ bn sin

nπx

l

jest funkcja̧ cia̧g la̧ na Xa oraz wspó lczynniki szeregu zadane sa̧
wzorami Eulera–Fouriera:

an =
1

l

∫ a+2l

a
f (x) cos

nπx

l
dx , n = 0, 1, 2, · · ·

bn =
1

l

∫ a+2l

a
f (x) sin

nπx

l
dx , n = 1, 2, · · ·
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Dowód:

Zauważmy, że∫ a+2l
a cos nπx

l dx =
[

l
nπ sin nπx

l

]a+2l

a
=

l
nπ

(
sin
(
nπa
l + 2nπ

)
− sin nπa

l

)
= 0,∫ a+2l

a sin nπx
l dx =

[
− l

nπ cos nπx
l

]a+2l

a
=

− l
nπ

(
cos
(
nπa
l + 2nπ

)
− cos nπa

l

)
= 0,∫ a+2l

a cos nπx
l cos mπx

l dx = 1
2

∫ a+2l
a cos (n−m)πx

l + cos (n+m)πx
l dx =

0,∫ a+2l
a sin nπx

l cos mπx
l dx = 1

2

∫ a+2l
a sin (n−m)πx

l + sin (n+m)πx
l dx = 0,∫ a+2l

a sin nπx
l sin mπx

l dx = 1
2

∫ a+2l
a cos (n−m)πx

l −cos (n+m)πx
l dx = 0,∫ a+2l

a cos2 nπx
l dx =

∫ a+2l
a sin2 nπx

l dx = l .

Korzystaja̧c z powyższych wzorów otrzymujemy nastȩpuja̧ce wzory.
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W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Szeregi



Dowód: Zauważmy, że∫ a+2l
a cos nπx

l dx =
[

l
nπ sin nπx

l

]a+2l

a
=

l
nπ

(
sin
(
nπa
l + 2nπ

)
− sin nπa

l

)
= 0,∫ a+2l

a sin nπx
l dx =

[
− l

nπ cos nπx
l

]a+2l

a
=

− l
nπ

(
cos
(
nπa
l + 2nπ

)
− cos nπa

l

)
= 0,∫ a+2l

a cos nπx
l cos mπx

l dx = 1
2

∫ a+2l
a cos (n−m)πx

l + cos (n+m)πx
l dx =

0,∫ a+2l
a sin nπx

l cos mπx
l dx = 1

2

∫ a+2l
a sin (n−m)πx

l + sin (n+m)πx
l dx = 0,∫ a+2l

a sin nπx
l sin mπx

l dx = 1
2

∫ a+2l
a cos (n−m)πx

l −cos (n+m)πx
l dx = 0,∫ a+2l

a cos2 nπx
l dx =

∫ a+2l
a sin2 nπx

l dx = l .
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Mnoża̧c obustronnie wzór

f (x) =
a0

2
+

∞∑
n=1

an cos
nπx

l
+ bn sin

nπx

l
(1)

przez cos mπx
l i ca lkuja̧c od a do a + 2l otrzymujemy

∫ a+2l
a f (x) cos mπx

l dx =
∫ a+2l
a

a0
2 cos mπx

l dx +∑∞
n=1

∫ a+2l
a an cos nπx

l cos mπx
l dx +

∫ a+2l
a bn sin nπx

l cos mπx
l dx =

aml .
Analogicznie mnoża̧c obustronnie wzór (1) przez sin mπx

l i ca lkuja̧c
od a do a + 2l otrzymujemy∫ a+2l

a
f (x) sin

mπx

l
dx = bml .

Ca lkuja̧c wzór (1) od a do a + 2l otrzymujemy
∫ a+2l
a f (x)dx = a0l .
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l i ca lkuja̧c
od a do a + 2l otrzymujemy∫ a+2l

a
f (x) sin

mπx

l
dx = bml .
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Szereg Fouriera funkcji

Definicja

Każdej funkcji ca lkowalnej na przedziale [a, a + 2l ] możemy
przyporza̧dkować szereg trygonometryczny (zbieżny lub rozbieżny)
o wspó lczynnikach zadanych wzorami Eulera–Fouriera nazywany
szeregiem Fouriera funkcji f .

Uwaga:

Aby szereg Fouriera by l szeregiem zbieżnym do wyj́sciowej funkcji
(tzn. aby przyporza̧dkowanie w powyższej definicji można by lo
zasta̧pić równościa̧), funkcja f musi spe lniać dodatkowe warunki,
tzw. warunki Dirichleta.
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Warunki Dirichleta

Definicja

Funkcja ograniczona f na przedziale [a, b] spe lnia warunki
Dirichleta, jeśli:

(1) jest przedzia lami monotoniczna na (a, b),

(2) jest cia̧g la z wyja̧tkiem co najwyżej skończonej liczbie punktów
niecia̧g lości I-go rodzaju (tzn. istnieja̧ skończone granice
jednostronne) i w każdym punkcie niecia̧g lości przyjmuje tzw.
wartości dirichletowskie, tzn.

f (xi ) =
1

2

(
lim

x→x+
i

f (x) + lim
x→x−i

f (x)

)

(3) f (a) = f (b) = 1
2 [limx→a+ f (x) + limx→b− f (x)]
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Warunki Dirichleta

Wykres funkcji spe lniaja̧cej wrunki Dirichleta na przedziale [a, b].
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Twierdzenie

Jeśli funkcja f : R → R jest funkcja̧ okresowa̧ o okresie p = 2l i
spe lnia warunki Dirichleta na przedziale [a, a + 2l ], to jest ona
suma̧ swojego szeregu Fouriera na tym przedziale.

Stwierdzenie

Jeżeli szereg Fouriera funkcji f : DR jest zbieżny to

∀ x ∈ D
a0

2
+

∞∑
n=1

(
an cos

nπx

l
+ bn sin

nπx

l

)
=

1

2

[
f (x+) + f (x−)

]
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Ca lki funkcji parzystych i nieparzystych

Twierdzenie

Jeżeli funkcja f : [−l , l ] → R jest parzysta tzn.
∀ x ∈ [−l , l ] f (−x) = f (x), i R-ca lkowalna w przedziale [−l , l ] to∫ l
−l f (x)dx = 2

∫ l
0 f (x)dx .

Jeżeli funkcja f : [−l , l ] → R jest nieparzysta tzn.
∀ x ∈ [−l , l ] f (−x) = −f (x), i R-ca lkowalna w przedziale [−l , l ]

to
∫ l
−l f (x)dx = 0.

Dowód: Zauważmy, że
∫ l
−l f (x)dx =

∫ 0
−l f (x)dx +

∫ l
0 f (x)dx .

Niech f : [−l , l ] → R bȩdzie parzysta. Wystarczy pokazać, że∫ 0
−l f (x)dx =

∫ l
0 f (x)dx .

Ale to zachodzi, bo
∫ 0
−l f (x)dx = |x = −t, dx = −dt| =∫ 0

l f (−t)(−dt) = −
∫ 0
l f (t)dt =

∫ l
0 f (t)dt.

Jeżeli f jest nieparzysta to w ten sam sposób pokazujemy, że∫ 0
−l f (x)dx = −

∫ l
0 f (x)dx .
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W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Szeregi



Ca lki funkcji parzystych i nieparzystych

Twierdzenie
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Niech f : [−l , l ] → R bȩdzie parzysta. Wystarczy pokazać, że∫ 0
−l f (x)dx =

∫ l
0 f (x)dx .

Ale to zachodzi, bo
∫ 0
−l f (x)dx = |x = −t, dx = −dt| =∫ 0

l f (−t)(−dt) = −
∫ 0
l f (t)dt =

∫ l
0 f (t)dt.

Jeżeli f jest nieparzysta to w ten sam sposób pokazujemy, że∫ 0
−l f (x)dx = −

∫ l
0 f (x)dx .
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Twierdzenie

(1) Jeśli funkcja f : R → R jest funkcja̧ okresowa̧ o okresie 2l ,
spe lnia warunki Dirichleta na przedziale [−l , l ] i jest parzysta tzn.
∀ x ∈ [−l , l ] f (x) = f (−x), to

a0 =
2

l

∫ l

0
f (x) dx , an =

2

l

∫ l

0
f (x) cos

nπx

l
dx , bn = 0 ∀ n ∈ N

i funkcja rozwija siȩ w szereg cosinusów

f (x) =
a0

2
+

∞∑
n=1

an cos
nπx

l
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Twierdzenie

(2) Jeśli funkcja f : R → R jest funkcja̧ okresowa̧ o okresie 2l ,
spe lnia warunki Dirichleta na przedziale [−l , l ] i jest nieparzysta to

a0 = an = 0 , bn =
2

l

∫ l

0
f (x) sin

nπx

l
dx ∀ n ∈ N

i funkcja rozwija siȩ w szereg sinusów

f (x) =
∞∑
n=1

bn sin
nπx

l
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Rozwina̧ć w szereg Fouriera funkcjȩ f (x) = sgn(x) dla x ∈ [−π, π].

Funkcja sgn(x) jest parzysta wiȩc an = 0 dla n = 0, 1, 2 · · · .

bn = 2/π
∫ π

0 sin(nx)dx = 2 1−cos(nπ)
nπ = 2 1−(−1)n

nπ

=

{
0 dla n = 2k

4
(2k−1)π dla n = 2k − 1

sgn(x) =
∞∑
k=1

4

(2k − 1)π
sin((2k − 1)x).
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Rozwina̧ć w szereg Fouriera funkcjȩ f (x) = sgn(x) dla x ∈ [−π, π].
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Rozwina̧ć w szereg Fouriera funkcjȩ f (x) = sgn(x) dla x ∈ [−π, π].

Funkcja sgn(x) jest parzysta wiȩc an = 0 dla n = 0, 1, 2 · · · .

bn = 2/π
∫ π

0 sin(nx)dx = 2 1−cos(nπ)
nπ = 2 1−(−1)n

nπ

=

{
0 dla n = 2k

4
(2k−1)π dla n = 2k − 1

sgn(x) =
∞∑
k=1

4

(2k − 1)π
sin((2k − 1)x).
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Wykres sgn(x) i 4
π sin x dla x ∈ [−π, π].
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Wykres sgn(x) i
∑2

k=1
4

(2k−1)π sin((2k − 1)x) dla x ∈ [−π, π].
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Wykres sgn(x) i
∑3

k=1
4

(2k−1)π sin((2k − 1)x) dla x ∈ [−π, π].
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Wykres sgn(x) i
∑4

k=1
4

(2k−1)π sin((2k − 1)x) dla x ∈ [−π, π].
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Wykres sgn(x) i
∑5

k=1
4

(2k−1)π sin((2k − 1)x) dla x ∈ [−π, π].
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Wykres sgn(x) i
∑6

k=1
4

(2k−1)π sin((2k − 1)x) dla x ∈ [−π, π].
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Wykres sgn(x) i
∑7

k=1
4

(2k−1)π sin((2k − 1)x) dla x ∈ [−π, π].
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Wykres sgn(x) i
∑n

k=1
4

(2k−1)π sin((2k − 1)x) dla x ∈ [−π, π] i
n = 1, · · · , 7.
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Wykres rozwiniȩcia Fouriera funkcji sgn(x), x ∈ [−π, π]
przed lużony na R.
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Rozwiniȩcie funkcji nieokresowej g w pewnym przedziale możemy
otrzymać przez rozwinȩcie dowolnego jej rozszerzenia okresowego
spe lniaja̧cego za lożenia twierdzenia, rozwiniȩcie takiej funkcji jest
wiȩc niejednoznaczne.

Przyk lad:

Różnymi sposobami rozwina̧ć funkcjȩ g(x) = x , x ∈ (0, p), p > 0
w szereg Fouriera.

(1) g(0) = g(p) = p
2 , f : R → R , f |[0,p] = g

f jest okresowa o okresie 2l = p, Xa = [a, a + 2l ] = [0, p] ⇒ l = p
2

a0 = 2
p

∫ p
0 x dx = p

an = 2
p

∫ p
0 x cos 2nπx

p dx =

∣∣∣∣∣ u = x v ′ = cos 2nπx
p

u′ = 1 v = p
2nπ sin 2nπx

p

∣∣∣∣∣ =
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Rozwiniȩcie funkcji nieokresowej g w pewnym przedziale możemy
otrzymać przez rozwinȩcie dowolnego jej rozszerzenia okresowego
spe lniaja̧cego za lożenia twierdzenia, rozwiniȩcie takiej funkcji jest
wiȩc niejednoznaczne.
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Różnymi sposobami rozwina̧ć funkcjȩ g(x) = x , x ∈ (0, p), p > 0
w szereg Fouriera.

(1) g(0) = g(p) = p
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= 2
p

[
px

2nπ sin 2nπx
p

∣∣∣p
0
− p

2nπ

∫ p
0 sin 2nπx

p dx
]

=

= − 1
nπ

∫ p
0 sin 2nπx

p dx = p
2n2π2 cos 2nπx

p

∣∣∣p
0

=

= p
2n2π2 [cos 2nπ − 1] = 0

bn = 2
p

∫ p
0 x sin 2nπx

p dx =

∣∣∣∣∣ u = x v ′ = sin 2nπx
p

u′ = 1 v = − p
2nπ cos 2nπx

p

∣∣∣∣∣ =

= 2
p

[
−px
2nπ cos 2nπx

p

∣∣∣p
0

+ p
2nπ

∫ p
0 cos 2nπx

p dx
]

=

= − p
nπ cos 2nπ + p

2n2π2 sin 2nπx
p

∣∣∣p
0

= − p
nπ

x = p
2 − p

π

∑∞
n=1

1
n sin 2nπx

p dla x ∈ (0, p).
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= 2
p

[
px

2nπ sin 2nπx
p

∣∣∣p
0
− p

2nπ

∫ p
0 sin 2nπx

p dx
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=

= − 1
nπ
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2n2π2 cos 2nπx

p

∣∣∣p
0

=

= p
2n2π2 [cos 2nπ − 1] = 0

bn = 2
p

∫ p
0 x sin 2nπx

p dx =

∣∣∣∣∣ u = x v ′ = sin 2nπx
p

u′ = 1 v = − p
2nπ cos 2nπx

p
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= 2
p

[
−px
2nπ cos 2nπx

p

∣∣∣p
0

+ p
2nπ

∫ p
0 cos 2nπx

p dx
]

=

= − p
nπ cos 2nπ + p

2n2π2 sin 2nπx
p

∣∣∣p
0

= − p
nπ

x = p
2 − p

π

∑∞
n=1

1
n sin 2nπx
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= 2
p

[
px

2nπ sin 2nπx
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p
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= 2
p

[
−px
2nπ cos 2nπx

p

∣∣∣p
0

+ p
2nπ

∫ p
0 cos 2nπx

p dx
]

=

= − p
nπ cos 2nπ + p

2n2π2 sin 2nπx
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0
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nπ
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π
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Wykres rozwiniȩcia Fouriera funkcji g(x) = x , x ∈ (0, p)
przed lużony na R okresowo o okresie p.
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(2) szereg cosinusów - przed lużenie parzyste

2l = 2p, X−l = [−l , l ] = [−p, p]

a0 = 2
p

∫ p
0 x dx = p , bn = 0

an = 2
p

∫ p
0 x cos nπx

p dx =

{
0 , n = 2k

− 4p
π2n2 , n = 2k − 1

x = p
2 − 4p

π2

∑∞
n=1

1
(2n−1)2 cos (2n−1)πx

p dla x ∈ [0, p]
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Wykres rozwiniȩcia Fouriera w szereg cosinusów funkcji
g(x) = x , x ∈ (0, p) przed lużony parzyście na R okresowo o

okresie 2p.
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(3) szereg sinusów - przed lużenie nieparzyste

2l = 2p, X−l = [−l , l ] = [−p, p]

a0 = an = 0

bn = 2
p

∫ p
0 x sin nπx

p dx = (−1)n+1 2p
πn

x = 2p
π

∑∞
n=1

(−1)n+1

n sin nπx
p dla x ∈ (−p, p)
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Wykres rozwiniȩcia Fouriera w szereg sinusów funkcji
g(x) = x , x ∈ (0, p) przed lużony nieparzyście na R okresowo o

okresie 2p.
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(4) przed lużamy funkcjȩ najpierw na przedzia l [p, 2p],

g(0) = g(2p) = p, Xa = [a, a + 2l ] = [0, 2p] ⇒ l = p

a0 = 1
p

∫ 2p
0 x dx = 2p

an = 1
p

∫ 2p
0 x cos nπx

p dx = 0

bn = 1
p

∫ 2p
0 x sin nπx

p dx = − 2p
πn

x = p − 2p
π

∑∞
n=1

1
n sin nπx

p dla x ∈ (0, 2p).
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