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Postać zespolona wzoru ca lkowego Fouriera

Twierdzenie

Jeśli funkcja f : (a, b) → R spe lnia (1) i (2) warunek Dirichleta i
ca lka

∫∞
−∞ |f (t)| dt jest zbieżna, to

∀ t f (t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
e iωt dω

∫ ∞

−∞
f (τ)e−iωτ dτ

jest to tzw. wzór ca lkowy Fouriera w postaci zespolonej.
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Przekszta lcenie Fouriera

We wzorze ca lkowym Fouriera w postaci zespolonej:

f (t) = 1
2π

∫∞
−∞ e iωt dω

∫∞
−∞ f (τ)e−iωτ dτ

oznaczmy

F (iω) =
∫∞
−∞ f (τ)e−iωτ dτ

wtedy

f (t) = 1
2π

∫∞
−∞ e iωtF (iω) dω
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Przekszta lcenie Fouriera F

f (t)
F−→ F (iω)

F[f (t)] = F (iω) =

∫ ∞

−∞
f (τ)e−iωτ dτ

F (iω) nazywamy transformata̧ Fouriera funkcji f (t).

Odwrotne przekszta lcenie Fouriera F−1

F (iω)
F−1

−−→ f (t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
e iωtF (iω) dω

Uwaga:

F i F−1 sa̧ wzajemnie odwrotne, tzn.

F−1 [F [f (t)]] = f (t)

F [F−1 [F (iω)]] = F (iω)
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Zespolona postać szeregu Fouriera a przekszta lcenie
Fouriera

Zespolona postać szeregu Fouriera to
f (t) =

∑
n∈Z cne jnωt , gdzie cn = 1

2l

∫ l
−l f (t)e−jnωtdt , n ∈ Z, oraz

ω = π
l i 2l to okres funkcji f .

Rozważmy funkcjȩ nieokresowa̧. Możemy przyja̧ć, że jej ,,okres” to
T = ∞. Wtedy w powyższych wzorach przechodzimy z l → ∞.
Wtedy nω = nπ

l dla n ∈ Z i l → ∞ przybliża liczby rzeczywiste, bo
Q jest gȩsty w R.

W ten sposób otrzymujemy
f (t) = 1

2π

∫∞
−∞ F (iω)e iωt dω , gdzie

F[f (t)] = F (iω) =
∫∞
−∞ f (τ)e−iωτ dτ jest przeskszta lceniem

Fouriera funkcji f .
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Zespolona postać szeregu Fouriera to
f (t) =

∑
n∈Z cne jnωt , gdzie cn = 1

2l

∫ l
−l f (t)e−jnωtdt , n ∈ Z, oraz

ω = π
l i 2l to okres funkcji f .
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Q jest gȩsty w R.
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Q jest gȩsty w R.
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Przyk lad:

Obliczyć transformatȩ Fouriera funkcji f (t) =


t , |t| < 1

1
2sgn t , |t| = 1

0 , |t| > 1

F (iω) =
∫∞
−∞ f (t)e−iωt dt =

∫ 1
−1 t · e−iωt dt =

=
∫ 1
−1 t cosωt dt − i

∫ 1
−1 t sinωt dt = −2i

∫ 1
0 t sinωt dt =

= −2i
[
− t cosωt

ω

∣∣1
0

+ 1
ω2 sinωt

∣∣1
0

]
= −2i

[
− cosω

ω + sinω
ω2

]
=

= 2i
ω2 (ω cosω − sinω)

czyli transformata Fouriera:

F (iω) = 2i
ω2 (ω cosω − sinω)
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Widmo amplitudowe i fazowe

F (iω) = |F (iω)| · e iθ(ω) , |θ(ω)| ⩽ π

Definicje

F (iω) – widmo funkcji f (t)

|F (iω)| – widmo amplitudowe funkcji f (t)

θ(ω) – widmo fazowe funkcji f (t)

F (iω) = π[a(ω) − ib(ω)]

a(ω) = 1
π

∫∞
−∞ f (τ) cosωτ dτ , b(ω) = 1

π

∫∞
−∞ f (τ) sinωτ dτ
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Sta̧d:

|F (iω)| = π
√

a2(ω) + b2(ω)

cos θ(ω) = a(ω)√
a2(ω)+b2(ω)

, sin θ(ω) = −b(ω)√
a2(ω)+b2(ω)

Uwaga:

a(ω) - funkcja parzysta, b(ω) - funkcja nieparzysta ⇒
⇒ |F (iω)| - funkcja parzysta, θ(ω) - funkcja nieparzysta dla
|θ(ω)| < π. Przyjmujemy dodatkowo θ(ω) = π · sgnω dla
cos θ(ω) = −1 i sin θ(ω) = 0 .
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Przyk lad:

Wyznaczyć widmo amplitudowe i fazowe funkcji

f (t) =


1 , |t| < t0
1
2 , |t| = t0

0 , |t| > t0

Wyznaczylísmy wcześniej a(ω) = 2
πω sinωt0 , b(ω) = 0

Sta̧d: F (iω) = 2
ω sinωt0

|F (iω)| = 2
∣∣ sinωt0

ω

∣∣
sin θ(ω) = 0 , cos θ(ω) = sgn sinωt0

ω ⇒ θ(ω) = 0 ∨ π
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W lasności przekszta lcenia Fouriera

(1) Liniowość

F [A1f1(t) + A2f2(t)] = A1F [f1(t)] + A2F [f2(t)]

(2) Pochodna

dkF (iω)
dωk = (−i)kF [tk f (t)]

np. f (t) =


t , |t| < 1

1
2sgn t , |t| = 1

0 , |t| > 1

f (t) = t · g(t) , g(t) =


1 , |t| < 1
1
2 , |t| = 1
0 , |t| > 1
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F [t · g(t)] = i d
dωF [g(t)] = i d

dω

(
2
ω sinω

)
= 2i

ω2 (ω cosω − sinω)

(3) Przesuniȩcie w argumencie funkcji

F [f (t − t0)] = e−iωt0F [f (t)]

np. f (t) = 1
2 [sgn (t − a) − sgn (t − 2t0 − a)] =

=


1 , a < t < a + 2t0
1
2 , t ∈ {a, a + 2t0}
0 , t < a ∨ t > a + 2t0

, a ∈ R , t0 > 0

f (t) = g [t − (a + t0)] dla g(t) =


1 , |t| < t0
1
2 , |t| = t0

0 , |t| > t0

F [f (t)] = e−iω(a+t0)F [g(t)] = 2
ω e−iω(a+t0) sinωt0
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(5) Przesuniȩcie w argumencie obrazu

F [e iω0t f (t)] = F [i(ω − ω0)]

(6) Transformata pochodnej

F [f ′(t)] = iω · F [f (t)]

F [f (n)(t)] = (iω)n · F [f (t)]
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Splot funkcji

f1 , f2 - bezwzglȩdnie ca lkowalne w R

Definicja

Splotem funkcji f1(t) i f2(t) w przedziale (−∞,+∞) nazywamy
ca lkȩ ∫ +∞

−∞
f1(τ) · f2(t − τ) dτ = f1(t) ∗ f2(t)

Przyk lad:

f1(t) = 1
2 [sgn t − sgn (t − 1)] =


1 , 0 < t < 1
1
2 , t ∈ {0, 1}
0 , t < 0 ∨ t > 1

f2(t) = 1
2 [sgn (t + 1) − sgn t] =


1 , −1 < t < 0
1
2 , t ∈ {−1, 0}
0 , t < −1 ∨ t > 0
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0 , t < −1 ∨ t > 0
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f1(τ) ̸= 0 na (0, 1)

f2(τ) ̸= 0 na (−1, 0) ⇒ f2(−τ) ̸= 0 na (0, 1) ⇒
⇒ f2(t − τ) ̸= 0 na (t, t + 1)

f1(t) ∗ f2(t) =
∫ t+1

0 dτ = t + 1 , t ∈ (−1, 0]

f1(t) ∗ f2(t) =
∫ 1
t dτ = 1 − t , t ∈ (0, 1]

⇒ f1(t) ∗ f2(t) =

{
1 − |t| , |t| < 1

0 |t| ⩾ 1
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W lasności splotu:

(1) przemienność: f1(t) ∗ f2(t) = f2(t) ∗ f1(t)

(2)  la̧czność: f1(t) ∗ [f2(t) ∗ f3(t)] = [f1(t) ∗ f2(t)] ∗ f3(t)

(3) rozdzielność wzglȩdem dodawania:
f1(t) ∗ [f2(t) + f3(t)] = f1(t) ∗ f2(t) + f1(t) ∗ f3(t)

Uwaga:

Jeśli f1(t) , f2(t) sa̧ takie, że fk(t) ≡ 0 , ∀ t < 0 , k = 1, 2, to

f1(t) ∗ f2(t) =

{ ∫ t
0 f1(τ) · f2(t − τ) dτ , t > 0

0 , t ⩽ 0
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np. 1(t) = 1
2 (1 + sgn t) =


1 , t > 0
1
2 , t = 0
0 , t < 0

1(t) ∗ 1(t) =
∫ t

0 1 · 1 dτ = t , t > 0

Twierdzenie

Przy za lożeniach tw. Fouriera oraz gdy
∫∞
−∞ |fk(t)|2 dt , k = 1, 2

sa̧ zbieżne
F [f1(t) ∗ f2(t)] = F [f1(t)] · F [f2(t)]
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