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Granica funkcji

Definicja

Niech ∅ ≠ A ⊂ R. Punkt x0 nazywamy punktem skupienia zbioru
A, jeśli dla każdych liczb a, b ∈ R takich, że a < x0 < b w zbiorze
(a, x0) ∪ (x0, b) znajduje siȩ co najmniej jeden punkt zbioru A.
Punkt x0 nazywamy punktem izolowanym zbioru A, jeśli x0 ∈ A i
x0 nie jest punktem skupienia zbioru A.

Twierdzenie

x0 jest punktem skupienia zbioru A ⇐⇒
⇐⇒ ∃ (xn) ⊂ A , xn ̸= x0 limn→∞ xn = x0
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W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Funkcje, granice, cia̧g lość
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Niech f : D → R, ∅ ≠ D ⊂ R i x0 ∈ R (x0 ∈ D lub x0 ̸∈ D) bȩdzie
punktem skupienia zbioru D, g ∈ R.

Definicja Heinego (granica w laściwa)

Liczba g jest granica̧ funkcji f w punkcie skupienia x0 (oznaczenie
limx→x0 f (x) = g) jeśli

∀ (xn) ∀n ∈ N xn ∈ D \ {x0} lim
n→∞

xn = x0 ⇒ lim
n→∞

f (xn) = g
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W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Funkcje, granice, cia̧g lość
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Niech f : D → R, ∅ ≠ D ⊂ R i x0 ∈ R (x0 ∈ D lub x0 ̸∈ D) bȩdzie
punktem skupienia zbioru D, g ∈ R.

Definicja Cauchy’ego (granica w laściwa)

Liczba g jest granica̧ funkcji f w punkcie skupienia x0 (oznaczenie
limx→x0 f (x) = g) jeśli

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ x ∈ D 0 < |x − x0| < δ ⇒ |f (x) − g | < ε
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Niech f : D → R, ∅ ≠ D ⊂ R i x0 ∈ R (x0 ∈ D lub x0 ̸∈ D) bȩdzie
punktem skupienia zbioru D.

Definicja Heinego (granica niew laściwa +∞)

Funkcja f ma w punkcie skupienia x0 granicȩ +∞ (oznaczenie:
limx→x0 f (x) = +∞) jeżeli

∀ (xn) ∀n ∈ N xn ∈ D \ {x0} lim
n→∞

xn = x0 ⇒ lim
n→∞

f (xn) = +∞
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Definicja Heinego (granica niew laściwa +∞)

Funkcja f ma w punkcie skupienia x0 granicȩ +∞ (oznaczenie:
limx→x0 f (x) = +∞) jeżeli
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W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Funkcje, granice, cia̧g lość



Definicja Heinego (granica niew laściwa −∞)
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∀ (xn) ∀n ∈ N xn ∈ D \ {x0} lim
n→∞

xn = x0 ⇒ lim
n→∞

f (xn) = +∞

-1 1 2 3

-80

-60

-40

-20
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Przyk lady:

(1) Z definicji Cauchy’ego pokazać, że limx→−2
1

(x+2)2 = +∞.

Dziedzina funkcji D = R \ {−2}. Punkt −2 jest puktem skupienia
D. Trzeba pokazać, że
∀M > 0 ∃ δ > 0 ∀ x ∈ D 0 < |x + 2| < δ ⇒ 1

(x+2)2 > M

Trzeba rozwia̧zać nierówność 1
(x+1)2 > M ze wzglȩdu na t = x + 2.

M > 0, wiȩc 1
(t)2 > M ⇐⇒ |t| < 1√

M
⇐⇒ |x + 2| < 1√

M
. Czyli

wystarczy przyja̧ć δ = 1√
M

.

(2) Z definicji Heinego obliczyć limx→2
3x+1
5x+4 . Dziedzina funkcji

D = R \ {−4
5}. Punkt 2 jest puktem skupienia D.

Weźmy cia̧g (xn) taki, że

∀n ∈ N xn ∈ D, xn ̸= 2 lim
n→∞

xn = 2.

Wtedy

lim
n→∞

3xn + 1

5xn + 4
=

3 · 2 + 1

5 · 2 + 4
=

1

2

z tw. o dzia laniach arytmetycznych na cia̧gach zbieżnych.
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W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Funkcje, granice, cia̧g lość
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M > 0, wiȩc 1
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(x+1)2 > M ze wzglȩdu na t = x + 2.
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1

(x+2)2 = +∞.

Dziedzina funkcji D = R \ {−2}. Punkt −2 jest puktem skupienia
D. Trzeba pokazać, że
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1

(x+2)2 = +∞.

Dziedzina funkcji D = R \ {−2}. Punkt −2 jest puktem skupienia
D. Trzeba pokazać, że
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W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Funkcje, granice, cia̧g lość
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M

.

(2) Z definicji Heinego obliczyć limx→2
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(3) Z definicji Cauchy’ego wykazać, że limx→1
x2−1

2(x−1) = 1

Dziedzina funkcji D = R \ {1}. Punkt 1 jest puktem skupienia D.
Trzeba pokazać, że
∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ x ̸= 1 0 < |x − 1| < δ ⇒ | x2−1

2(x−1) − 1| < ε,

czyli trzeba rozwia̧zać nierówność | x2−1
2(x−1) − 1| < ε ze wzglȩdu na

t = x − 1. Mamy x = t + 1.
Sta̧d

| x2−1
2(x−1) − 1| = | (t+1)2−1

2(t+1−1) − 1|= | t2+2t
2t − 1|= 1

2 |t + 2 − 2|= 1
2 |t| < ε

⇐⇒ |t| < 2ε⇐⇒ |x − 1| < 2ε
Wystarczy przyja̧ć δ = 2ε
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(3) Z definicji Cauchy’ego wykazać, że limx→1
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∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ x ̸= 1 0 < |x − 1| < δ ⇒ | x2−1

2(x−1) − 1| < ε,

czyli trzeba rozwia̧zać nierówność | x2−1
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2 |t| < ε

⇐⇒ |t| < 2ε⇐⇒ |x − 1| < 2ε
Wystarczy przyja̧ć δ = 2ε
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2(x−1) − 1| < ε ze wzglȩdu na
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∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ x ̸= 1 0 < |x − 1| < δ ⇒ | x2−1

2(x−1) − 1| < ε,

czyli trzeba rozwia̧zać nierówność | x2−1
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(3) Z definicji Cauchy’ego wykazać, że limx→1
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Twierdzenie

(1)
lim
x→x0

f (x) = 0 ⇐⇒ lim
x→x0

|f (x)| = 0

lim
x→x0

f (x) = g ⇒ lim
x→x0

|f (x)| = |g |

(2)
∀ x ∈ (x0 − ε, x0 + ε) \ {x0} f (x) ⩽ g(x) ⩽ h(x)

lim
x→x0

f (x) = lim
x→x0

h(x) = K ⇒ lim
x→x0

g(x) = K

(3)

lim
x→x0

f (x) = 0 ∧ ∃M > 0 ∀ x ∈ (x0−ε, x0 +ε)\{x0} |g(x)| ⩽ M

⇒ lim
x→x0

f (x) · g(x) = 0
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Uwaga

Z definicji Heinego wynika, że granica funkcji w punkcie nie istnieje
jeśli

∃ (x ′
n), (x ′′

n ), x ′
n ̸= x0 ̸= x ′′

n lim
n→∞

x ′
n = lim

n→∞
x ′′
n = x0

∧ lim
n→∞

f (x ′
n) ̸= lim

n→∞
f (x ′′

n )

Przyk lad:

limx→0
1
x nie istnieje, bo

x ′
n = 1

n → 0, x ′′
n = − 1

n → 0 i
limn→∞ f (x ′

n) = +∞, limn→∞ f (x ′′
n ) = −∞

Definicja

Jeśli dana jest funkcja f : D → R , ∅ ≠ A ⊂ D , D ⊂ R to funkcjȩ
g : A → R taka̧, że ∀ x ∈ A g(x) = f (x) nazywamy funkcja̧
zredukowana̧ (obciȩta̧) do zbioru A i oznaczamy f

∣∣
A

= g
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jeśli

∃ (x ′
n), (x ′′

n ), x ′
n ̸= x0 ̸= x ′′

n lim
n→∞

x ′
n = lim

n→∞
x ′′
n = x0

∧ lim
n→∞

f (x ′
n) ̸= lim

n→∞
f (x ′′

n )

Przyk lad:

limx→0
1
x nie istnieje, bo

x ′
n = 1

n → 0, x ′′
n = − 1

n → 0 i
limn→∞ f (x ′

n) = +∞, limn→∞ f (x ′′
n ) = −∞

Definicja
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Definicja granic jednostronnych

Jeśli ∅ ≠ D ⊂ R i x0 ∈ R jest punktem skupienia zbioru
D ∩ (−∞, x0) to granica̧ lewostronna̧ funkcji f : D → R w punkcie
x0 nazywamy granicȩ (w laściwa̧ lub niew laściwa̧)

lim
x→x0

(
f
∣∣
D∩(−∞,x0)

)
(x) = lim

x→x−0

f (x)

Jeśli ∅ ≠ D ⊂ R i x0 ∈ R jest punktem skupienia zbioru
D ∩ (x0,+∞) to granica̧ prawostronna̧ funkcji f : D → R w
punkcie x0 nazywamy granicȩ (w laściwa̧ lub niew laściwa̧)

lim
x→x0

(
f
∣∣
D∩(x0,+∞)

)
(x) = lim

x→x+
0

f (x)
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Twierdzenie

Jeśli maja̧ sens granice jednostronne limx→x−0
f (x), limx→x+

0
f (x),

to granica zwyk la limx→x0 f (x) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieja̧ powyższe granice jednostronne i sa̧ sobie równe

lim
x→x−0

f (x) = lim
x→x+

0

f (x) = lim
x→x0

f (x)

Powyższe granice moga̧ być w laściwe lub niew laściwe.

Przyk lad:

limx→0
|x |
x nie istnieje, bo

limx→0+
|x |
x = limx→0+

x
x = 1

limx→0−
|x |
x = limx→0−

−x
x = −1
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Powyższe granice moga̧ być w laściwe lub niew laściwe.

Przyk lad:

limx→0
|x |
x nie istnieje, bo

limx→0+
|x |
x = limx→0+

x
x = 1

limx→0−
|x |
x = limx→0−

−x
x = −1
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Definicja Cauchy’ego (granicy w laściwej w +∞)

lim
x→+∞

f (x) = g ⇐⇒

∀ ε > 0 ∃K ∈ R+ ∀ x ∈ D x > K ⇒ |f (x) − g | < ε

Definicja Heinego (granicy w laściwej w +∞)

lim
x→+∞

f (x) = g ⇐⇒

∀ (xn) ⊂ D, lim
n→∞

xn = +∞ ⇒ lim
n→∞

f (xn) = g

Definicja Heinego (granicy niew laściwej w +∞)

lim
x→+∞

f (x) = −∞ ⇐⇒

∀ (xn) ⊂ D, lim
n→∞

xn = +∞ ⇒ lim
n→∞

f (xn) = −∞
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Definicja Cauchy’ego (granicy niew laściwej w +∞)

lim
x→+∞

f (x) = −∞ ⇐⇒

∀M > 0 ∃K ∈ R+ ∀ x ∈ D x > K ⇒ f (x) < −M

Pozosta le granice w laściwe i niew laściwe w +∞ i w −∞ definiuje
siȩ analogicznie, tzn. limx→−∞ f (x) = g ∈ R ,
limx→+∞ f (x) = +∞ , limx→−∞ f (x) = −∞ ,
limx→−∞ f (x) = +∞.

Przyk lad:

Pokażemy, że limx→+∞ sin x nie istnieje.

x ′
n = nπ → +∞ , x ′′

n = π
2 + 2nπ → +∞ i

limn→+∞ f (x ′
n) = limn→+∞ sin nπ = limn→+∞ 0 = 0

limn→+∞ f (x ′′
n ) = limn→+∞ sin(π2 + 2nπ) = limn→+∞ 1 = 1
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Tw. (o dzia laniach arytmetycznych na granicach funkcji)

Jeśli istnieja̧ granice limx→x0 f (x) = a ∈ R, limx→x0 g(x) = b ∈ R i
c ∈ R, to istnieja̧ granice:

lim
x→x0

[f (x) ± g(x)] = lim
x→x0

f (x) ± lim
x→x0

g(x) = a ± b

lim
x→x0

f (x) · g(x) = a · b

lim
x→x0

f (x)

g(x)
=

a

b
, g(x) ̸= 0, b ̸= 0

lim
x→x0

c · f (x) = c · a

W powyższym twierdzeniu granice można zasta̧pić przez
x → x−

0 , x → x+
0 , x → +∞, x → −∞.
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a

b
, g(x) ̸= 0, b ̸= 0

lim
x→x0

c · f (x) = c · a

W powyższym twierdzeniu granice można zasta̧pić przez
x → x−

0 , x → x+
0 , x → +∞, x → −∞.
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PODSTAWOWE GRANICE:

(1) lim
x→0

(1 + x)
1
x = e

(2) ∀ a > 0 lim
x→0

ax − 1

x
= ln a

(3) ∀ r ∈ R lim
x→0

(1 + x)r − 1

x
= r

(4) lim
x→0

sin x

x
= 1
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lim
x→0

(1 + x)
1
x = e (1)

limn→∞ xn = +∞ ⇒ limn→∞

(
1 + 1

xn

)xn
= e

limn→∞ xn = −∞ ⇒ limn→∞

(
1 + 1

xn

)xn
= e



⇒ limx→+∞
(
1 + 1

x

)x
= e

limx→−∞
(
1 + 1

x

)x
= e

}
Podstawiamy t = 1

x . Wtedy

x → +∞
x → −∞

}
⇐⇒ t → 0+

t → 0−

}
⇒ limt→0+ (1 + t)

1
t = e

limt→0− (1 + t)
1
t = e

}
⇒ limt→0 (1 + t)

1
t = e

Przyk lad:

limx→0(1 − 2x)
1
x = limx→0

[
(1 − 2x)−

1
2x

]−2x
x

= e−2
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∀ a > 0 lim
x→0

ax − 1

x
= ln a (2)

Jeśli a = 1 to równość jest spe lniona.

Dla a ∈ (0, 1) ∪ (1,+∞) wprowadźmy zmienna̧ t = ax − 1, wtedy
x → 0 ⇐⇒ t → 0

ax = 1 + t ⇐⇒ x ln a = ln(1 + t) ⇐⇒ x = ln(1+t)
ln a , sta̧d

limx→0
ax−1
x = limt→0

t
ln(1+t)

ln a

= limt→0
ln a

1
t

ln(1+t)
= limt→0

ln a

ln(1+t)
1
t

=

ln a

limt→0 ln(1+t)
1
t

== ln a

ln limt→0(1+t)
1
t

= ln a
ln e = ln a
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∀ r ∈ R lim
x→0

(1 + x)r − 1

x
= r . (3)

Jeśli r = 0, to równość jest spe lniona.

Jeśli r ̸= 0 to limx→0
(1+x)r−1

x = limx→0
er ln(1+x)−1
r ln(1+x) · r ln(1+x)

x =

= limx→0
er ln(1+x)−1
r ln(1+x) · r · ln(1 + x)

1
x .

Sta̧d

lim
x→0

(1 + x)r − 1

x
= r lim

x→0

er ln(1+x) − 1

r ln(1 + x)
· lim
x→0

ln(1 + x)
1
x . (4)

Podstawiamy t = r ln(1 + x). Wtedy x → 0 ⇐⇒ t → 0

limx→0
er ln(1+x)−1
r ln(1+x) = limt→0

et−1
t = ln e = 1 (skorzystalísmy z (2)).

limx→0 ln(1 + x)
1
x = ln limx→0(1 + x)

1
x = ln e = 1 (skorzystalísmy z

(1)).
Dlatego na podstawie powyższych i równania (4) otrzymujemy (3)
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Jeśli r ̸= 0 to limx→0
(1+x)r−1

x = limx→0
er ln(1+x)−1
r ln(1+x) · r ln(1+x)

x =

= limx→0
er ln(1+x)−1
r ln(1+x) · r · ln(1 + x)

1
x . Sta̧d

lim
x→0

(1 + x)r − 1

x
= r lim

x→0

er ln(1+x) − 1

r ln(1 + x)
· lim
x→0

ln(1 + x)
1
x . (4)

Podstawiamy t = r ln(1 + x). Wtedy x → 0 ⇐⇒ t → 0

limx→0
er ln(1+x)−1
r ln(1+x) = limt→0

et−1
t = ln e = 1 (skorzystalísmy z (2)).

limx→0 ln(1 + x)
1
x = ln limx→0(1 + x)

1
x = ln e = 1 (skorzystalísmy z

(1)).
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Potrzebne nam bȩda̧ nastȩpuja̧ce nierówności:
Dla α ∈

(
−π

2 , 0
)
∪
(
0, π2

)
zachodza̧ nierówności

(a) cosα < sinα
α < 1

(b) cosα ⩾ 1 − |α|
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(a) Dla α ∈
(
0, π2

)
rozważmy wycinek ko lowy OAB o promieniu r

oraz trójka̧t OAB wpisany w niego oraz trójka̧t prostoka̧tny OAC .

|OA| = |OB| = r , |BD| = r sinα, |AC | = r tgα
P△OAB < PwycinkaOAB < P△OAC
1
2 r · r sinα < 1

2 r 2 · α < 1
2 r · r tgα
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1
2 r 2 sinα < 1

2 r 2α < 1
2 r 2tgα

sinα < α < sinα
cosα

cosα < sinα
α < 1

Dla α ∈
(
−π

2 , 0
)
⇒ −α ∈

(
0, π2

)
i korzystamy z parzystości i

nieparzystości funkcji trygonometrycznych.
cos(−α) < sin(−α)

−α < 1

Sta̧d cosα < sinα
α < 1

(b) 0 ⩽ 1 − cosα = 2 sin2 α
2 ⩽ 2| sin α

2 | ⩽ 2 · |α|
2 = |α|
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(4) limx→0
sin x
x = 1 ⇐⇒

⇐⇒ ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ x ∈ D 0 < |x | < δ ⇒ | sin x
x − 1| < ε

Korzystamy z nierówności cosα < sinα
α < 1 i cosα ⩾ 1 − |α|

| sin x
x − 1| = 1 − sin x

x < 1 − cos x ⩽ |x | < ε i wystarczy przyja̧ć
δ = ε
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Symbole nieoznaczone - przyk lady:

(1) limx→0
4√16+x−2

x = limx→0 2 · (1+ x
16

)
1
4 −1

x
16

· 1
16 = 2 · 1

4 · 1
16 = 1

32

(2) limx→0
3x

2−1
sin2 x

= limx→0
3x

2−1
x2 ·

(
x

sin x

)2
= ln 3 · 1 = ln 3

(3) [∞·0] : limx→∞(2x + 1) sin 1
x = limx→∞

2x+1
x · sin 1

x
1
x

= 2 ·1 = 2

(4)
[

0
0

]
: limx→0

tg x−sin x
x3 = limx→0

sin x−sin x cos x
x3 cos x

=

= limx→0
sin x
x · 1−cos x

x2 · 1
cos x = limx→0

sin x
x · 1

cos x · 2 sin2 x
2

x2 =

= limx→0
sin x
x · 1

cos x ·
(

sin x
2

x
2

)2
· 1

2 = 1 · 1 · 1
2 = 1

2
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W powyższych przyk ladach korzystalísmy z wzorów
sin2 α = 1−cos 2α

2 , cos2 α = 1+cos 2α
2

(5) limx→0 cos x = 1 ⇐⇒ ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ x 0 < |x | < δ ⇒
⇒ | cos x − 1| < ε

1 − cos x ⩽ |x | < ε , wystarczy przyja̧ć δ = ε

(6) limx→0 sin x = 0 ⇐⇒ ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ x 0 < |x | < δ ⇒
⇒ | sin x | < ε

| sin x | < |x | < ε , wystarczy przyja̧ć δ = ε

(7) [∞−∞] : limx→∞(
√

x + 1 −
√

x) =

limx→∞
(
√
x+1−

√
x)(

√
x+1+

√
x)√

x+1+
√
x

= limx→∞
√
x+1

2−
√
x

2

√
x+1+

√
x

=

limx→∞
x+1−x√
x+1+

√
x

= limx→∞
1√

x+1+
√
x

= 0
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(6) limx→0 sin x = 0 ⇐⇒ ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ x 0 < |x | < δ ⇒
⇒ | sin x | < ε

| sin x | < |x | < ε , wystarczy przyja̧ć δ = ε
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(8)
[

0
0

]
: limx→−2

x2−4
arctg (x+2) =

∥∥∥∥∥∥
y = arctg (x + 2)

x + 2 = tg y
x → −2 ⇐⇒ y → 0

∥∥∥∥∥∥ =

= limy→0
(tg y−2)2−4

y = limy→0
tg y(tg y−4)

y = limy→0
sin y
y · tg y−4

cos y =
= 1 · (−4) = −4

(9) [0 · ∞] : limx→1(1 − x)tg πx
2 =

∥∥∥∥∥∥
y = 1 − x
x = 1 − y

x → 1 ⇐⇒ y → 0

∥∥∥∥∥∥ =

limy→0 y tg (π(1−y)
2 ) = limy→0 y tg (π2 − πy

2 ) =
limy→0 y

(
−ctg (−πy

2 )
)

= limy→0 y ctg (πy2 ) =

limy→0 cos(π2 y) ·
π
2
y

sin(π
2
y) ·

2
π = 1 · 1 · 2

π = 2
π ,

(
tg(π2 + α) = −ctgα

)
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Cia̧g lość funkcji

Definicja Heinego

Funkcja f : D → R, D ⊂ R jest cia̧g la w punkcie x0 ∈ D, jeżeli

∀ (xn) ⊂ D lim
n→∞

xn = x0 ⇒ lim
n→∞

f (xn) = f (x0)

Definicja Cauchy’ego

Funkcja f : D → R, D ⊂ R jest cia̧g la w punkcie x0 ∈ D, jeżeli

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ x ∈ D |x − x0| < δ ⇒ |f (x) − f (x0)| < ε

Zak ladamy, że x0 ∈ D, nie zak ladamy, że x0 jest punktem
skupienia zbioru D (może być, ale nie musi) i że ∀n ∈ N xn ̸= x0.
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Definicja

Funkcja jest cia̧g la w zbiorze A ⊂ D, jeśli jest cia̧g la w każdym
jego punkcie.
Funkcja f : D → R jest cia̧g la jeśli jest cia̧g la w D.

Przyk lady:

(1) f (x) = x jest cia̧g la.
Dowód: Niech x0 ∈ R, xn → x0 ⇒ f (xn) = xn → x0 = f (x0).

(2) f (x) = c ∈ R jest cia̧g la.
Dowód: Niech x0 ∈ R i xn → x0 ⇒ f (xn) = c → c = f (x0).
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Uwaga

(1) Jeśli x0 ∈ D jest punktem skupienia dziedziny D funkcji f (x),
to f jest cia̧g la w x0 ⇐⇒

lim
x→x0

f (x) = f (x0)

(2) Jeśli x0 jest punktem izolowanym dziedziny D funkcji f (x), to
f jest cia̧g la w x0 ( Jeżeli (xn) ⊂ D to
limn→+∞ xn = x0 ⇐⇒ ∃N > 0 ∀n > N xn = x0).
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Przyk lady:

(1) f (x) = sin x jest cia̧g la (w D = R).
Dowód: Niech x0 ∈ R. Trzeba pokazać, że

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ x ∈ R |x − x0| < δ ⇒ | sin x − sin x0| < ε

| sin x − sin x0| = |2 sin x−x0
2 cos x+x0

2 | ⩽ 2| sin x−x0
2 | ⩽

⩽ 2| x−x0
2 | < ε ⇐⇒ |x − x0| < ε

Wystarczy przyja̧ć δ = ε
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(2) f (x) =

{
sin x
x , x ̸= 0
a , x = 0

jest cia̧g la w 0 ⇐⇒ a = 1.

Dowód: limx→0 f (x) = limx→0
sin x
x = 1 = f (0) ⇐⇒ a = 0.

(3) f (x) = 1
x , x ∈ D = R \ {0} jest cia̧g la.

Dowód. Niech x0 ̸= 0. Niech (xn) ⊂ D = R \ {0} taki, że
limn→∞ xn = x0. Wtedy limn→∞

1
xn

= 1
x0

.

(4) f (x) =

{
1
x , x ̸= 0
a , x = 0

jest niecia̧g la w x = 0 dla dowolnej

wartości a ∈ R.
Dowód: limx→0+ f (x) = +∞ , limx→0− f (x) = −∞ ⇒
⇒ limx→0 f (x) - nie istnieje.
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Twierdzenie (o lokalnym zachowaniu znaku funkcji cia̧g lej)

Jeśli funkcja f : D → R jest cia̧g la w punkcie skupienia x0 ∈ D
dziedziny D i f (x0) ̸= 0, to istnieje r > 0 taki, że funkcja f ma w
zbiorze D ∩ (x0 − r , x0 + r) taki sam znak jak f (x0).

Twierdzenie (o dzia laniach arytmetycznych na funkcjach cia̧g lych)

Suma, różnica, iloczyn funkcji cia̧g lych w punkcie x0 jest funkcja̧
cia̧g la̧ w punkcie x0.
Jeśli f i g sa̧ cia̧g le w x0 i g(x0) ̸= 0, to f

g jest funkcja̧ cia̧g la̧ w x0.

W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Funkcje, granice, cia̧g lość



Twierdzenie (o lokalnym zachowaniu znaku funkcji cia̧g lej)

Jeśli funkcja f : D → R jest cia̧g la w punkcie skupienia x0 ∈ D
dziedziny D i f (x0) ̸= 0, to istnieje r > 0 taki, że funkcja f ma w
zbiorze D ∩ (x0 − r , x0 + r) taki sam znak jak f (x0).

Twierdzenie (o dzia laniach arytmetycznych na funkcjach cia̧g lych)
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Z powyższego twierdzenia oraz z cia̧g lości funkcji f (x) = x i
g(x) = c ∈ R wynika cia̧g lość wielomianów i funkcji wymiernych
P(x)
Q(x) (gdzie P i Q sa̧ wielomianami) w ich dziedzinach.

• Cia̧g lość ax , a > 0(
limx→0

ax−1
x = ln a ∧ limx→0 x = 0

)
⇒

⇒ limx→0(ax − 1) = limx→0
ax−1
x · x = ln a · 0 = 0 ⇒

⇒ limx→0 ax = 1

limx→x0 ax = limx→x0 ax−x0 · ax0 = ax0 · limx→x0 ax−x0 = ax0 · 1 =
= ax0 ⇒ ax - cia̧g la ∀ x0 ∈ R ⇒ ax - cia̧g la w R
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Twierdzenie (o cia̧g lości funkcji z lożonej)

Jeśli funkcja u = f (x) jest cia̧g la w x0 i funkcja h(u) jest cia̧g la w
u0 = f (x0), to funkcja z lożona φ(x) = h[f (x)] = (h ◦ f )(x) jest
cia̧g la w x0.

• Cia̧g lość funkcji trygonometrycznych.
Pokazalísmy, że fukcja sin x jest cia̧g la.
Funkcja cos x = sin(x + π/2) jest cia̧g la, bo jest z lożeniem funkcji
cia̧g lych f (x) = x + π/2 i g(x) = sin x .
Funkcje tg x = sin x

cos x , ctg x = cos x
sin x sa̧ cia̧g le z twierdzenia o

dzia laniach arytmetycznych na funkcjach cia̧g lych.
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• Cia̧g lość funkcji trygonometrycznych.
Pokazalísmy, że fukcja sin x jest cia̧g la.

Funkcja cos x = sin(x + π/2) jest cia̧g la, bo jest z lożeniem funkcji
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sin x sa̧ cia̧g le z twierdzenia o

dzia laniach arytmetycznych na funkcjach cia̧g lych.
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Twierdzenie (o cia̧g lości funkcji odwrotnej)

Jeśli funkcja f jest cia̧g la i rosna̧ca (maleja̧ca) na przedziale
A ⊂ R, to f (A) jest przedzia lem oraz funkcja f −1 odwrotna do f
jest cia̧g la i rosna̧ca (maleja̧ca) na przedziale f (A).

Z powyższego twierdzenia wynika cia̧g lość funckcji logarytmicznych
i cyklometrycznych:

loga x , arcsin x , arccos x , arctg x , arcctg x
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Przyk lady:

(1) φ(x) = sin(x2 + 1) , φ = h ◦ f

f (x) = x2 + 1
h(u) = sin u

}
- funkcje cia̧g le ⇒ φ - cia̧g la ∀ x0 ∈ R
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(2) ψ(x) = 2sin(x2+1) , ψ = g ◦ φ

φ(x) = sin(x2 + 1)
g(v) = 2v

}
- funkcje cia̧g le ⇒ ψ - cia̧g la ∀ x0 ∈ R

Twierdzenie (o wprowadzaniu granicy do argumentu funkcji cia̧g lej)

Jeśli istnieje granica w laściwa limx→x0 f (x) = g ∈ R i funkcja h(u)
jest cia̧g la w punkcie u0 = g , to

lim
x→x0

h[f (x)] = h[ lim
x→x0

f (x)] = h(g)
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Przyk lady:

(1) limx→x0 f (x)g(x) = limx→x0 e ln f (x)g(x)
= limx→x0 eg(x)·ln f (x) =

= e limx→x0 g(x)·ln f (x) = eb·ln a = ab,
o ile limx→x0 f (x) = a, limx→x0 g(x) = b, a > 0.

(2) limx→0
loga(1+x)

x = limx→0
1
x loga(1 + x) =

= limx→0 loga(1 + x)
1
x = loga

[
limx→0(1 + x)

1
x

]
= loga e = 1

ln a

(3)
limx→0 cos

(
sinπx

x

)
= cos

(
limx→0

(
π · sinπx

πx

))
= cos(π · 1) = −1
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W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Funkcje, granice, cia̧g lość



Twierdzenie (Darboux)

Jeśli funkcja f jest cia̧g la na przedziale domkniȩtym [a, b],
f (a) ̸= f (b) oraz liczba d zawarta jest miȩdzy f (a) i f (b), to
istnieje taki punkt c ∈ (a, b), że d = f (c).

Przyk lady:
(1) Równanie sin x − x + 1 = 0 ma pierwiastek, bo
f (x) = sin x − x + 1 - cia̧g la i np. f (0) = 1 > 0 i
f ( 3

2π) = −3
2π < 0 ⇒ ∃ c ∈ (0, 3

2π) f (c) = 0

(2) Funkcja f (x) = 1
4 x3 − sinπx + 3 przyjmuje wartość 2 2

3 w
przedziale (−2, 2), bo f jest cia̧g la, f (−2) = 1 , f (2) = 5 i
2 2

3 ∈ (1, 5) ⇒ ∃ c ∈ (−2, 2) f (c) = 2 2
3
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Twierdzenie (Weierstrassa)

Jeśli funkcja f : [a, b] → R jest cia̧g la na przedziale domnkniȩtym
[a, b], to jest w tym przedziale ograniczona i przyjmuje w nim
swoje kresy

∃M > 0 ∀ x ∈ [a, b] |f (x)| ⩽ M

∃ c1, c2 ∈ [a, b] f (c1) = sup
a⩽x⩽b

f (x), f (c2) = inf
a⩽x⩽b

f (x)

Uwaga:

Funkcja cia̧g la w przedziale otwartym nie musi być ograniczona i
nie musi przyjmować swoich kresów, np.
f (x) = 1

x , g(x) = x , x ∈ (0, 1).
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Twierdzenie (Weierstrassa)
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Punkty niecia̧g lości

Definicja

Punkt x0, w którym funkcja f : D → R jest nie jest cia̧g la i jest
cia̧g la w zbiorze ((x0 − r , x0 + r) ∩ D) \ {x0} dla pewnego r > 0
nazywamy izolowanym punktem niecia̧g lości tej funkcji.

Punkty niecia̧g lości dzielimy na dwa rodzaje:
– I-go rodzaju, gdy istnieja̧ granice jednostronne w laściwe w tym
punkcie
– II-go rodzaju - pozosta le punkty niecia̧g lości
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Punkty niecia̧g lości

Definicja
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Przyk lady:

(1) Dla funkcji f (x) =

{
1

sin 1
x

x ̸= 1
kπ , k ∈ Z

0 x = 0 ∨ x = 1
kπ , k ∈ Z

punkt

x = 0 jest punktem niecia̧g lości, który nie jest izolowany, bo
limx→ 1

kπ
f (x) nie istnieje oraz limn→∞

1
nπ = 0. Punkty

xk = 1
kπ , k ∈ Z sa̧ izolowanymi punktami niecia̧g lości II rodzaju.
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(2)Dla funkcji f (x) =

{ |x |
sin x x ̸= kπ, k ∈ Z
0 x = kπ, k ∈ Z

punkt x = 0 jest

punktem niecia̧g lości I-go rodzaju (granice jednostronne sa̧
w laściwe, ale różne), a punkty x = kπ , k ∈ Z \ {0} sa̧ punktami
niecia̧g lości II-go rodzaju.
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(3)Dla funkcji f (x) =

{
sin 1

x x ̸= 0,
0 x = 0

punkt x = 0 jest punktem

niecia̧g lości II-go rodzaju, bo nie istnieje granica funcji f w 0.
Niech y ∈ [−1; 1]. Wtedy istnieje α taka, że sinα = y . Niech
xn = 1

α+2nπ wtedy limn→∞ xn = 0 i
limn→∞ f (xn) = limn→∞ sin(α+ 2nπ) = limn→∞ sinα = sinα = y .
Czyli ∀ y ∈ [−1; 1] ∃ (xn) limn→∞ xn = 0 ∧ limn→∞ f (xn) = y .
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(4) Funkcja Dirichleta f (x) =

{
1 x ∈ Q,
0 x ∈ R \Q nie jest cia̧g la w

żadnym punkcie.

Dowód: Za lóżmy, że f jest cia̧g la w x0. Niech ε = 1
2 . Dla

dowolnego δ > 0 w zbiorze (x0 − δ, x0 + δ) istnieje liczba wymierna
i niewymierna. Niech to bȩda̧ x1 ∈ Q ∩ (x0 − δ, x0 + δ) oraz
x2 ∈ (R \Q) ∩ (x0 − δ, x0 + δ). Wtedy f (x1) = 1 oraz f (x2) = 0.
Sta̧d |f (x1)− f (x0)| = 1 > 1

2 = ε albo |f (x2)− f (x0)| = 1 > 1
2 = ε.

Jest to sprzeczne z za lożeniem cia̧g lości f w x0.
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