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Niech () # A C R. Punkt xo nazywamy punktem skupienia zbioru
A, jedli dla kazdych liczb a, b € R takich, ze a < xp < b w zbiorze
(a,x0) U (x0, b) znajduje sie co najmniej jeden punkt zbioru A.
Punkt xo nazywamy punktem izolowanym zbioru A, jesli xo € A i
Xp nie jest punktem skupienia zbioru A.
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A, jedli dla kazdych liczb a, b € R takich, ze a < xp < b w zbiorze
(a,x0) U (x0, b) znajduje sie co najmniej jeden punkt zbioru A.
Punkt xo nazywamy punktem izolowanym zbioru A, jesli xo € A i
Xp nie jest punktem skupienia zbioru A.

Twierdzenie

Xp jest punktem skupienia zbioru A <—-
< J(xy) CA xpn#x0  limpsoo Xn = X0
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Niech f: D - R, 0 #D CRixg € R (xp € D lub xyg & D) bedzie
punktem skupienia zbioru D, g € R.

Definicja Heinego (granica wtasciwa)

Liczba g jest granica funkcji f w punkcie skupienia xp (oznaczenie
limy_x, f(x) = g) jesli

V(xn) Vn €N x, € D\ {x0} nIi_}m Xp=x0 = lim f(x,) =g

n—o0
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Niech f:D - R, 0 #A#D CRixp €R (xo € D lub xp & D) bedzie
punktem skupienia zbioru D, g € R.

Definicja Cauchy’ego (granica wtasciwa)

Liczba g jest granica funkcji f w punkcie skupienia xp (oznaczenie
limx_x, f(x) = g) jesli

Ve>0 36>0 VxeD 0<|x—x| <6 =|f(x)—g|<e
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Liczba g jest granica funkcji f w punkcie skupienia xp (oznaczenie
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Niech f: D - R, 0 #D CRixg € R (xp € D lub xyg & D) bedzie
punktem skupienia zbioru D.

Definicja Heinego (granica niewtasciwa +00)

Funkcja f ma w punkcie skupienia xp granice +o0o (oznaczenie:
limy_sx, f(x) = +00) jezeli

V(xn) VneN x, € D\ {xo} nli_)m Xxp=Xx0 = lim f(xp) =400

n—
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Definicja Heinego (granica niewtasciwa +00)

Funkcja f ma w punkcie skupienia xp granice +o0o (oznaczenie:
limy_sx, f(x) = +00) jezeli

V(xa) Vn € Nx, € D\ {x0}  lim x =0 = lim f(x,) = 400
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Definicja Heinego (granica niewtasciwa +00)

Funkcja f ma w punkcie skupienia xp granice +o0o (oznaczenie:
limy_sx, f(x) = +00) jezeli
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Definicja Cauchy'ego (granica niewtasciwa +00)

Funkcja f ma w punkcie skupienia xp granice +o0o (oznaczenie:
limy_sx, f(x) = +00) jezeli
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Funkcja f ma w punkcie skupienia xp granice +0o0 (oznaczenie:
limy_x, f(x) = +00) jezeli

VM>0 36>0 VxeD 0<|x—x| <0 =f(x)>M
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Funkcja f ma w punkcie skupienia xp granice +0o0 (oznaczenie:
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Definicja Heinego (granica niewtasciwa —oo)

Funkcja f ma w punkcie skupienia xp granice —oco (oznaczenie:
limy_sx, f(x) = —00) jezeli

V(xn) VneN x, € D\ {xo} nli_)m x,,:xo:>n|i_>m f(xp) = —0c0
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Funkcja f ma w punkcie skupienia xp granice —oco (oznaczenie:
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Przyktady:

(1) Z definicji Cauchy’ego pokazaé, ze limy_,_» ﬁ = +00.
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Dziedzina funkcji D = R\ {—2}. Punkt —2 jest puktem skupienia
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YM>0 36>0 Vx€D 0<|x+2/<é = Lm>M
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(2) Z definicji Heinego obliczy¢ lim,_,, 241
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YVM>0 36>0 VxeD 0<]x+2]<6 =

Trzeba rozwiaza¢ nieréwnosé

G > M

6 +1)2 > M ze wzgledu na t = x + 2.

M >0, WIeC()2>M = |t‘<\ﬁ<:> |X+2|<\/— Czyli

wystarczy przyjaé¢ 6 = ﬁ

(2) Z definicji Heinego obliczy¢ limy_,»
D =R\ {-4

3x+1
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Dziedzina funkgcji
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G > M

6 +1)2 > M ze wzgledu na t = x + 2.

M >0, WIeC()2>M = |t‘<\ﬁ<:> |X+2|<\/— Czyli
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(2) Z definicji Heinego obliczy¢ limy_,» 5577 Dziedzina funkgji
D =R\ {—2}. Punkt 2 jest puktem skupienia D.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtosé¢



Przyktady:

(1) Z definicji Cauchy’ego pokazaé, ze limy_,_» ﬁ = +00.
Dziedzina funkcji D = R\ {—2}. Punkt —2 jest puktem skupienia
D. Trzeba pokazaé, ze
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Trzeba rozwiazaé nieréwnos¢ [cEs )i M ze wzgledu na t = x + 2.

(x +1
M >0, WIeC()2 >M <= |t| < \ﬁ<:> Ix+2] < \ﬁ Czyli
wystarczy przyjaé¢ 6 = ﬁ

(2) Z definicji Heinego obliczy¢ limy_,» giii Dziedzina funkgji
D =R\ {—2}. Punkt 2 jest puktem skupienia D.

Wezmy ciag (x,) taki, ze

VneN x, €D, x,#2 lim x, = 2.
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YVM>0 36>0 VxeD 0<]x+2]<6 = R )2>M

Trzeba rozwiazaé nieréwnos¢ [cEs )i M ze wzgledu na t = x + 2.

(x +1
M >0, WIeC()2 >M <= |t| < \ﬁ<:> Ix+2] < \ﬁ Czyli
wystarczy przyjaé¢ 6 = ﬁ

(2) Z definicji Heinego obliczy¢ limy_,» giii Dziedzina funkgji
D =R\ {—2}. Punkt 2 jest puktem skupienia D.

Wezmy ciag (x,) taki, ze

VneN x, €D, x,#2 lim x, = 2.

n—oo

Wiedy

im 3xp+1 3-2+1 1
im ==
n—oo5x, +4 5-24+4 2

z tw. o dziataniach arytmetycznych na ciagach zbieznych.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



(3) Z definicji Cauchy'ego wykazaé, ze limy_,; % =1

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



(3) Z definicji Cauchy'ego wykazaé, ze lim,_; 25—~ = 1

2(x—1)
Dziedzina funkcji D =R\ {1}.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



(3) Z definicji Cauchy'ego wykazaé, ze limy_,; % =1

Dziedzina funkcji D = R\ {1}. Punkt 1 jest puktem skupienia D.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



(3) Z definicji Cauchy'ego wykazaé, ze limy_,; % =1

Dziedzina funkcji D = R\ {1}. Punkt 1 jest puktem skupienia D.

Trzeba pokaza¢, ze ,
Ve>0 36>0 Vx#1 0<|x-1[<d = |53 -1 <e,

Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz)



(3) Z definicji Cauchy’ego wykazaé, ze limy_1 57 2( ) =1
Dziedzina funkcji D = R\ {1}. Punkt 1 jest puktem skupienia D.
Trzeba pokaza¢, ze ,

Ve>0 36>0 Vx#1 o<|x—1|<5 = oy — U <e
czyli trzeba rozwiaza¢ nieréwnos¢ |2 ) — 1] < € ze wzgledu na
t=x—1

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



(3) Z definicji Cauchy’ego wykazaé, ze limy_1 57 2( ) =1
Dziedzina funkcji D = R\ {1}. Punkt 1 jest puktem skupienia D.
Trzeba pokaza¢, ze

Ve>0 36>0 Vx#1 o<|x—1|<5 =35 -1 <s,
czyli trzeba rozwiaza¢ nieréwnos¢ |2 ) — 1] < € ze wzgledu na
t=x—1. Mamy x =t + 1.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



(3) Z definicji Cauchy’ego wykazaé, ze limy_1 57 2( ) =1
Dziedzina funkcji D = R\ {1}. Punkt 1 jest puktem skupienia D.
Trzeba pokaza¢, ze

Ve>0 36>0 Vx#1 o<|x—1|<5 =35 -1 <s,

czyli trzeba rozwiaza¢ nieréwnos¢ |2 ) — 1] < € ze wzgledu na
t=x—1. Mamy x =t + 1.

Stad
| x2—1 1= |% 1]
2(x=1) 2(t+1-1)

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



(3) Z definicji Cauchy’ego wykazaé, ze limy_1 57 2( ) =1
Dziedzina funkcji D = R\ {1}. Punkt 1 jest puktem skupienia D.
Trzeba pokaza¢, ze

Ve>0 36>0 Vx#1 o<|x—1|<5 =35 -1 <s,

czyli trzeba rozwiaza¢ nieréwnos¢ |2 ) — 1] < € ze wzgledu na
t=x—1. Mamy x =t + 1.

Stad

x2_1 o (t+1)2-1 t2+2t _
| — 1=l — =15 -1
2(x—1) 2(t+1-1)

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



(3) Z definicji Cauchy’ego wykazaé, ze limy_1 57 2( ) =1
Dziedzina funkcji D = R\ {1}. Punkt 1 jest puktem skupienia D.
Trzeba pokaza¢, ze

Ve>0 36>0 Vx#1 o<|x—1|<5 =35 -1 <s,

czyli trzeba rozwiaza¢ nieréwnos¢ |2 ) — 1] < € ze wzgledu na
t=x—1. Mamy x =t + 1.

Stad
2_ t+1 -1 2 1
ol — 1] = | $ES — 1]= | 242 — 1= S|t +2 - 2|

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



(3) Z definicji Cauchy’ego wykazaé, ze limy_1 57 2( ) =1
Dziedzina funkcji D = R\ {1}. Punkt 1 jest puktem skupienia D.
Trzeba pokaza¢, ze

Ve>0 36>0 Vx#1 o<|x—1|<5 =35 -1 <s,

czyli trzeba rozwiaza¢ nieréwnos¢ |2 ) — 1] < € ze wzgledu na
t=x—1. Mamy x =t + 1.

Stad
2_ (t+1)>-1 2 1
5=k — U = IS - U= 1942 — 1= Fle+2 2= Jjel <

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



(3) Z definicji Cauchy’ego wykazaé, ze limy_1 57 2( ) =1
Dziedzina funkcji D = R\ {1}. Punkt 1 jest puktem skupienia D.
Trzeba pokaza¢, ze

Ve>0 36>0 Vx#1 o<|x—1|<5 =35 -1 <s,
czyli trzeba rozwiaza¢ nieréwnos¢ |2 ) — 1] < € ze wzgledu na
t=x—1. Mamy x =t + 1.

Stad

2_ (t+1)°—1 2

5=k — 1 = 1S - U= 1942 — 1= Jle+2 2= Jjel <
= |t| < 2

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



(3) Z definicji Cauchy’ego wykazaé, ze limy_1 57 2( ) =1
Dziedzina funkcji D = R\ {1}. Punkt 1 jest puktem skupienia D.
Trzeba pokaza¢, ze

Ve>0 36>0 Vx#1 o<|x—1|<5 =35 -1 <s,

czyli trzeba rozwiaza¢ nieréwnos¢ |2 ) — 1] < € ze wzgledu na
t=x—1. Mamy x =t + 1.
Stad

2_ (t+1)>-1 242 1 1
oty — U= 1§ - U= 15 - 1=t +2-2)= el <
= |t <2< |x—1| < 2

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



(3) Z definicji Cauchy’ego wykazaé, ze limy_1 57 2( ) =1
Dziedzina funkcji D = R\ {1}. Punkt 1 jest puktem skupienia D.
Trzeba pokaza¢, ze

Ve>0 36>0 Vx#1 o<|x—1|<5 =35 -1 <s,
czyli trzeba rozwiaza¢ nieréwnos¢ |2 ) — 1] < € ze wzgledu na
t=x—1. Mamy x =t + 1.
Stad

ok — 1) = {5 — 1= | 552 - 1= 3|t +2 - 2|= Yt <
= |t <2< |x—1| < 2

Wystarczy przyjaé § = 2¢

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



Twierdzenie

(1)

lim f(x)=0 < lim |[f(x)]=0

X—rX0 X—rX0

lim f(x) =g = lim |f(x)| = |g|
X—rX0

(2)
Vx e (xo—ex+e)\{x} f(x)<gx) < h(x)
lim f(x) = lim h(x) = K= lim g(x) =

X—>X0 X—rX0 X—>X0
(3)
lim f(x)=0A3IM>0 Vxe(xo—c,x+e)\{x} lgx)<M

X—rX0

= lim f(x)-g(x)=0

X—>X0

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtosé¢



Uwaga
Z definicji Heinego wynika, ze granica funkcji w punkcie nie istnieje
jesli

300), (n), xXp# %0 # X7 lim x = lim X = xg

E / 2 "
A lim f(xp) # lim £(xy)

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



Uwaga
Z definicji Heinego wynika, ze granica funkcji w punkcie nie istnieje
jesli

300), (n), xXp# %0 # X7 lim x = lim X = xg

A lim f(x)) # lim f(x))

n—:o0 n— o0

Przyktad:

Iimx_>0§ nie istnieje, bo
/1 " __ 1 .
Xp=7—=0, xg=—2—0i
"

|imn_>oo f(X,/7) - +OO7 llmn—>oo f(Xn) =—-

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



Uwaga

Z definicji Heinego wynika, ze granica funkcji w punkcie nie istnieje
jesli

300), (n), xXp# %0 # X7 lim x = lim X = xg

A lim f(x)) # lim f(x))

n—:o0 n— o0

Przyktad:

Iimx_>0% nie istnieje, bo
/1 " __ 1 .
Xp=7—=0, xg=—2—0i
"

|imn_>oo f(X,/7) - +OO7 llmn—>oo f(Xn) =—-

Jesli dana jest funkcja f: D - R, 0 2 AC D, D C R to funkcje
g:A—Rtaka, ze Vx € A g(x) = f(x) nazywamy funkcja
zredukowana (obcieta) do zbioru A i oznaczamy f ‘A =g

= = = =

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



Definicja granic jednostronnych

Jesli ) £ D C R i xg € R jest punktem skupienia zbioru
D N (—o0, xp) to granica lewostronna funkcji f : D — R w punkcie
Xo nazywamy granice (wtasciwa lub niewtasciwa)

lim ( f \Dm(m,x{,)) (x) = lim f(x)

X—rX0 X—)X(;

Jedli ) £ D C R i xg € R jest punktem skupienia zbioru
D N (xp, +00) to granica prawostronna funkcji f : D — R w
punkcie xg nazywamy granice (wtasciwa lub niewtasciwa)

X'L”lo( f \DO(XO’W)) (x) = lim_f(x)

X*)XO

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



Twierdzenie

Jedli maja sens granice jednostronne Iimx_mo_ f(x), lim, o+ f(x),
to granica zwykta limy_,,, f(x) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieja powyzsze granice jednostronne i sa sobie réwne

lim f(x)= lim f(x)= lim f(x)

x—xq x—xg X=X0

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



Twierdzenie

Jedli maja sens granice jednostronne Iimx_mo_ f(x), lim, o+ f(x),
to granica zwykta limy_,,, f(x) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieja powyzsze granice jednostronne i sa sobie réwne

lim f(x)= lim f(x)= lim f(x)

x—xq x—xg X=X0

Powyzsze granice moga by¢ wtasciwe lub niewtasciwe.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



Twierdzenie

Jedli maja sens granice jednostronne Iimx_mo_ f(x), lim, o+ f(x),
to granica zwykta limy_,,, f(x) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieja powyzsze granice jednostronne i sa sobie réwne

lim f(x)= lim f(x)= lim f(x)

x—xq x—xg X=X0

Powyzsze granice moga by¢ wtasciwe lub niewtasciwe.

Przyktad:

limy_0 % nie istnieje, bo
limyoor B = limy_or X2 =1
limy_yo- 2 = limy_o- =% = —1

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



Definicja Cauchy’ego (granicy wtasciwej w +00)

Xﬂ)rroo flx)=g <

Ve>0 IKeR, VxeD x>K =|f(x)—g|<e

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



Definicja Cauchy’ego (granicy wtasciwej w +00)

Xﬂ)rpoo flx)=g <

Ve>0 IKeR, VxeD x>K =|f(x)—g|<e

Definicja Heinego (granicy wiasciwej w +00)

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



Definicja Cauchy’ego (granicy wtasciwej w +00)

Xﬂ)rpoo flx)=g <

Ve>0 IKeR, VxeD x>K =|f(x)—g|<e

Definicja Heinego (granicy wiasciwej w +00)

Definicja Heinego (granicy niewtasciwej w +00)

lim f(x)=—00 <~
X—+00
V(x,) C D, lim xp =+00 = lim f(x,) =—00
n—oo n—oo

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



Definicja Cauchy’ego (granicy niewtasciwej w +00)

lim f(x)=—00 <
X—>—+00

VM>0 3IKeRy VxeD x>K =f(x)<-M

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



Definicja Cauchy’ego (granicy niewtasciwej w +00)

lim f(x)=—00 <
X——+00

VM>0 3IKeRy VxeD x>K =f(x)<-M

Pozostate granice wiasciwe i niewtasciwe w +00 i w —oo definiuje
sie analogicznie, tzn. limy,_o f(x) =g € R,

liMmy—s 100 F(X) = 400, limy__o f(x) = —00,

limy— 0o F(x) = +00.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



Definicja Cauchy’ego (granicy niewtasciwej w +00)

lim f(x)=—00 <
X——+00

VM>0 3IKeRy VxeD x>K =f(x)<-M

Pozostate granice wiasciwe i niewtasciwe w +00 i w —oo definiuje
sie analogicznie, tzn. limy,_o f(x) =g € R,

liMmy—s 100 F(X) = 400, limy__o f(x) = —00,
limy—s oo F(x) = +00.
Przyktad:

Pokazemy, ze limy_;4 oo Sin X nie istnigje.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



Definicja Cauchy’ego (granicy niewtasciwej w +00)

lim f(x)=—00 <
X——+00

VM>0 3IKeRy VxeD x>K =f(x)<-M

Pozostate granice wiasciwe i niewtasciwe w +00 i w —oo definiuje
sie analogicznie, tzn. limy,_o f(x) =g € R,

liMmy—s 100 F(X) = 400, limy__o f(x) = —00,
limy—s oo F(x) = +00.
Przyktad:

Pokazemy, ze limy_;4 oo Sin X nie istnigje.

Xp=nm— 400, X/ =75+2nm — 400 i

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



Definicja Cauchy’ego (granicy niewtasciwej w +00)

lim f(x)=—00 <
X——+00

VM>0 3IKeRy VxeD x>K =f(x)<-M

Pozostate granice wiasciwe i niewtasciwe w +00 i w —oo definiuje
sie analogicznie, tzn. limy,_o f(x) =g € R,

liMmy—s 100 F(X) = 400, limy__o f(x) = —00,
limy—s oo F(x) = +00.
Przyktad:

Pokazemy, ze limy_; ;oo Sin X nie istnigje.
Xp=nm— 400, X/ =75+2nm — 400 i

limp— 00 F(X) = limp— o0 sinnm = limp4500 =0

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



Definicja Cauchy’ego (granicy niewtasciwej w +00)

lim f(x)=—00 <
X——+00

VM>0 3IKeRy VxeD x>K =f(x)<-M

Pozostate granice wiasciwe i niewtasciwe w +00 i w —oo definiuje
sie analogicznie, tzn. limy,_o f(x) =g € R,

liMmy—s 100 F(X) = 400, limy__o f(x) = —00,
limy—s oo F(x) = +00.
Przyktad:

Pokazemy, ze limy_; ;oo Sin X nie istnigje.

Xp=nm— 400, X/ =75+2nm — 400 i

limp— 00 F(X) = limp— o0 sinnm = limp4500 =0

im0 F(x7) = limps oo sin(5 +2nm) = lim, o1 =1

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



Tw. (o dziataniach arytmetycznych na granicach funkcji)

Jedli istnieja granice limy_,,, f(x) = a € R, limy_, g(x) = b e Ri
c € R, to istnieja granice:

XIi_)rr)(O[f(x) +g(x)] = Xli_>nj<O f(x) £ XIi_}n;n(0 g(x)=axb

lim f(x)-g(x)=a-b

X—rX0

) f(x)_a
Mgy B SXE0 Lm0
Xli_)nl c-f(x)=c-a

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



Tw. (o dziataniach arytmetycznych na granicach funkcji)

Jedli istnieja granice limy_,,, f(x) = a € R, limy_, g(x) = b e Ri
c € R, to istnieja granice:

XIi_)rr)(O[f(x) +g(x)] = Xli_>n;O f(x) £ XIi_}n;n(0 g(x)=axb

lim f(x)-g(x)=a-b

X—rX0

) f(x)_a
Mgy B SXE0 Lm0
Xli_)nl c-f(x)=c-a

W powyzszym twierdzeniu granice mozna zastapié przez
X = Xy x—>x6r, X — +00, X — —00.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



PODSTAWOWE GRANICE:

(1) lim (1 + x)*

x—0

= €

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



PODSTAWOWE GRANICE:

1
et
(1) Jim (1+x)x =e

x_1
(2) Va>0 lim>—==1Ina
x—0 X

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



PODSTAWOWE GRANICE:

1
et
(1) Jim (1+x)x =e

x_1
(2) Va>0 lim>—==1Ina
x—0 X

14x) —1
(3) VreR fim 32X L

x—0 X

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



PODSTAWOWE GRANICE:

1
lim (1 + x)> =
1) lim (14 )} =
X
1
(2) Va>0 lim?2 —Ina
x—0 X
1+x) —1
(3) VreR lim GFX =1
x—0 X
sin x
| —1
(4) XTO X

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



lim (1+x)* = e (1)

x—0
. . 1 Xn
limp_00 Xp = +00 = lim, o (1 + 7) =e
Xn
iMoo Xo = —00 = limpoo (14 1) =

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



lim (1+x)* = e (1)

x—0

limp_00 Xp = +00 = lim, o (

).
=

><‘._\ X‘._.

Ilmn*)OO Xp = —O0 = Ilmng)oo (

limxioo (1+ 1) =e
limes—oo (L+ 1) =e

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



lim (1+x)* = e O

x—0
. _ N
lim,_ oo Xp = +00 = limp00 (1 + Z) —e
Xn
limp o0 Xp = —00 = limp_ o0 (1 + xi,,) —e

“mX%Jroo (1 + %)X =e

i Podstawi =1
iMoo (1+%)X:e } odstawiamy L

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



lim (1+x)* = e (1)

x—0
. . 1 Xn
limp_00 Xp = +00 = lim, o (1 + 7,,) =e
Xn
liMpso0 Xn = —00 = liMp 00 (1 + Xin) —e

. 1\ _
|!mX%+OO (1 + >1<)X € Podstawiamy t = % Wtedy
limy— oo (1 + Q) =¢€

X — +00 t— 0t
X — —00 t— 0"

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



lim (1+x)* = e (1)

x—0
. . 1 Xn
limp_00 Xp = +00 = lim, o (1 + 7,,) =e
Xn
ImHmM:—w:ﬁmHm0+%):%

|imX%+oo (1 + %)X =e

. T\ X

im0 (14+1)" =e
x—>—|—oo} 1.“—>OJ_F}:> lim: o+ (1 +t)
X — —00 t—0 lime,o- (1+1t)t =e

} Podstawiamy t = % Wtedy

=€

e

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



lim (1+x)* = e (1)

x—0
. . 1 Xn
limp_00 Xp = +00 = lim, o (1 + 7,,) =e
Xn
liMpso0 Xn = —00 = liMp 00 (1 + Xin) —e

limxioo (1+ 1) =e
im0 (1+ 1) =e

x—>—|—oo} — 1.“—>OJ_r }:> limi o+ (1+1t)t =e
X — —00 t—>0 ||mt_>07( ) = e

} Podstawiamy t = % Wtedy

e

= lim¢0 (1 + t)% =e

Przyktad:

limeso(1 — 2x)% = limy_so [(1 - 2x)_ﬂ} = o2

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



-1
Va>0 lim2 " =1Ina (2)
x—=0 X

Jedli a =1 to réwnos¢ jest spetniona.

Dla a € (0,1) U (1, +00) wprowadzmy zmienna t = a* — 1, wtedy
x—=0 <<= t—=0

*=1+t < xlna=In(1+1t) < x = L) ooy

Ina
limeo 222 = limyo iy = liMesso Trm2—~ = lime o —02 1 =
x0T x Y i) In(L+1) In(1+)t
Ina - == Ina . :m—:zlna
limeolIn(14t)t Inlims—o(14+t)t

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



(1+x) -1

VreR lim ——— =r.

x—0 X

Jesli r =0, to réwnos¢ jest spetniona.
(1+X)r71 . erin(1+x) _1

Crin(i4x)

Jesli r # 0 to limy_0 T = IMx—0 rin(1+x)
T erln(1+x)_1 1
= limx—0 S 1 In(1 + x)x.

X
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(1+x) -1

VreR lim ——— =r.

x—0 X

Jesli r =0, to réwnos¢ jest spetniona.

Jie . r_ . rin(1+x) _ |
Jesli r £ 0 to limy,_o % = limy_o erln(;rx)l A "()lfx) =
. rin(14+x) _ 1
= limy_sg eI’TL-X)l -r-In(1+4 x)x. Stad
1 r_1 rin(l1+x) _ 1
lim A+ -1 —rlim & " lim In(1 +x)%. (4)
x—0 X x=0 rin(l+x) x—0

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



1 r—1
VreR lim L)L (3)
x—0 X
Jesli r =0, to réwnos¢ jest spetniona.

(14x)—1 _ lim erm@tx)_1  rin(l4x) _
X - x=0 “rn(14x) x -
erin(l1+x) _q

. 1
= ||mX_>0 m - r- |n(1 +X)X_ Stad

Jesli r # 0 to limy_0

. (1 + X)r -1 r|n(1+x) -1
~— = rlim ——— - lim In(1 4
>|<an X rx|—>0 rIn(l —I—X) XT;] n( +X) ( )

Podstawiamy t = rin(1 —|—x) Wtedy x—=0 < t—=0
limx—o % lim:—0 &= = Ine = 1 (skorzystalismy z (2)).
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1 r—1

VieR lim LFX) =1
x—0 X

Jesli r =0, to réwnos¢ jest spetniona.

1+x)'—1 . ern+x)_1  rin(1+x)
S 2 — [im . =
X x=0 “rn(14x) x

erin(l1+x) _q

. 1
= ||mX_>0 m - r- |n(1 +X)X_ Stad

Jesli r # 0 to limy_0

(1 + X)r -1 r|n(1+x) -1
~— = rlim ——— - lim In(1 4
x—0 bs Al rin(1l+ x) Rkt n( +X) (4)

Podstawiamy t = rin(1 —|—x) Wtedy x—=0 < t—=0

limx—o % lim:—0 &= = Ine = 1 (skorzystalismy z (2)).
limy—0 In(1 +X)>1< =In I|mX_,0(1 —i—x)? = Ine =1 (skorzystaliSmy z
(1)).

Dlatego na podstawie powyzszych i réwnania (4) otrzymujemy (3)

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



Potrzebne nam beda nastepujace nieréwnosci:

Dla @ € (—%,0) U (0, %) zachodza nieréwnosci
sina

(a) cosa < =2 < 1

(b) cosa >1—|qf

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



(a) Dla a € (0, %) rozwazmy wycinek kotowy OAB o promieniu r

oraz tréjkat OAB wpisany w niego oraz tréjkat prostokatny OAC.

‘OA’ = |OB| =r, ‘BD’ = rsina, |AC‘ =r tga
ProaB < Pyycinka 0aB < Paoac
%r‘rsina < %r2~a < %r-rtga

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



1.2 1.2 1,2
risina < sria < 5r tg o

Siho
sina < a < cosar

cosa < S"!TO‘ <1
Dla a € (—%,0) = —a € (O, g) i korzystamy z parzystosci i
nieparzystosci funkcji trygonometrycznych.
cos(—a) < M <1
Stad cosa < S'?Ta <1
||

(b) 0 < 1—cosa=2sin?% <2sing| <25 = o

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



(4) limy_o ¥0X = 1 .
< Ve>036>0VxeD 0<|x|<d=["*—-1]<e

sma

Korzystamy z nieréwnosci cos av < <licosa>1—|a

|$0x 1| =1— 80X <1 —cosx < |x| < e i wystarczy przyjaé
d=¢

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



Symbole nieoznaczone - przyktady:

1
. (1+%)3-1 4
= limy,02- = - o =2

(1) lim 30 \/16+X 2

INT
&l
w
N

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



Symbole nieoznaczone - przyktady:

1
(I+7%)4-1 1

\/16+x 2 51 1 _ 1
(1) limx—o —I|mX_>02'7% =27 6=
3 2— 3X2—1
(2) im0 S5 = limeso . (Smx) =In3-1=1In3
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Symbole nieoznaczone - przyktady:

1
(I+7%)4-1 1

\/16+x 2 51 1 _ 1
(1) limx—o —I|mX_>02'7% =27 6=
3 2— 3X2—1
(2) im0 S5 = limeso . (Smx) =In3-1=1In3

inl
(3) [00- 0] : limyoo(2x+ 1) sin L = limy oo 2H . 202 = 2.1 =2

X 1
X
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Symbole nieoznaczone - przyktady:

1
. 1+2%)3-1
_||mxﬁoz%iz2

_ 1
= 16

(1) limyx—0 \/16+x 2 % % L

2
(2) limyo 252 — lim 0 o7 - (22)% = In3-1=1In3

1
(3) [00-0] : limy yoo(2x+1)sin L = lim, 0o 2. 505 — 9.1 =2

tgx smx . sinx—sinxcosx __
(4) [o] : limysg GRS = lim, o SCErcesx =
s 02 x
_n sinx l—cosx 1 sin x 1 2sin” 5
= limy 0 X x2 cosx - IImX—>0 cos x x2
H X

sinx L (Sn3 1 1.1 -1

- llmx_>0 cos x ( 3 =1-1 2 -2

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



W powyzszych przyktadach korzystaliSmy z wzoréw

sin2 o= 1—cc2)52a 7 COS2 o= 1+cc2)52a
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W powyzszych przyktadach korzystaliSmy z wzoréw

sin2 o= 1—cc2)s2a 7 COS2 o= 1+cc2)52a

(5) limyspcosx =1 <= Ve>036>0Vx O0< |x|]<é=
= |cosx — 1| <e

1 —cosx < |x| < e, wystarczy przyja¢ § = ¢

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



W powyzszych przyktadach korzystaliSmy z wzoréw

sin2 o= 1—cc2)s2a 7 COS2 o= 1+cc2)52a

(5) limyspcosx =1 <= Ve>036>0Vx O0< |x|]<é=
= |cosx — 1| <e

1 —cosx < |x| < e, wystarczy przyja¢ § = ¢

(6) limy_osinx =0 <= Ve>03>0Vx 0< x| <=
= [sinx| < e

|sinx| < |x| < e, wystarczy przyja¢ § = ¢

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



W powyzszych przyktadach korzystaliSmy z wzoréw

sin2 o= 1—cc2)s2a 7 COS2 o= 1+cc2)s2a

(5) limyspcosx =1 <= Ve>036>0Vx O0< |x|]<é=
= |cosx — 1| <e

1 —cosx < |x| < e, wystarczy przyja¢ § = ¢

(6) limy_osinx =0 <= Ve>03>0Vx 0< x| <=
= |sinx| < e

|sinx| < |x| < e, wystarczy przyja¢ § = ¢

(7) [oo — o0] : limysoo(vVX + 1 — /X) =

lim (AT—VR(SFTHE) o VAL /X
xTroo Vx+1+y/x TOUUXTOO TR x
liMy— 00 _xtl=x limMy—s o0 1 __9
VxF1+v/x VXX

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



y = arctg (x +2)

0] . | 24 _ _
(8) [6] 'IImX~>72W(X+2)— x+2=tgy =
X—+—=2 <= y—0
. —_ 2— - —
:lllmz/_)g)(tgyz)A:hmy_)otgy(VM_hm OSI;y_t(g;;g/sy4:

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



y = arctg (x + 2)

01 . 2_4 _ ° B

(®) [o] +limes—2 igergy = || x+2=tey -
X— -2 <= y—0
:|imyﬂow2|imy Ow_hm Oa;y_%:
=1 (-4) =4
y=1-x
x—1<+= y—0
1-

lim, 0y te (= Y))_hmy%oy tg(f_:?y):
imy oy (~ete (-3 ) =m0y s (%) =
imy 0 c05(3y) - snzyy 5 =101+ 2 = 2, (ta(3 + o) = —ctga)

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



Ciagtos¢ funkgcji

Definicja Heinego

Funkcja f : D — R, D C R jest ciagfa w punkcie xg € D, jezeli

V(xs) CD  lim x, =x0 = lim f(xp) = f(x0)

n—oo n—
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Ciagtos¢ funkcji

Definicja Heinego

Funkcja f : D — R, D C R jest ciagfa w punkcie xg € D, jezeli

V(xs) CD  lim x, =x0 = lim f(xp) = f(x0)

n—oo n—o0

.

Definicja Cauchy’ego

Funkcja f : D — R, D C R jest ciagfa w punkcie xg € D, jezeli

Ve>0 36>0 VxeD |x—x| <d = |f(x)—f(x)| <e

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



Ciagtos¢ funkcji

Definicja Heinego

Funkcja f : D — R, D C R jest ciagfa w punkcie xg € D, jezeli

V(xs) CD  lim x, =x0 = lim f(xp) = f(x0)

n—oo n—o0

.

Definicja Cauchy’ego

Funkcja f : D — R, D C R jest ciagfa w punkcie xg € D, jezeli

Ve>0 36>0 VxeD |x—x| <d = |f(x)—f(x)| <e

Zaktadamy, ze xp € D, nie zaktadamy, ze xp jest punktem
skupienia zbioru D (moze by¢, ale nie musi) i ze Vn € N x, # xo.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



Funkcja jest ciagta w zbiorze A C D, jesdli jest ciagta w kazdym
jego punkcie.
Funkcja f : D — R jest ciagta jesli jest ciagta w D.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



Funkcja jest ciagta w zbiorze A C D, jesdli jest ciagta w kazdym
jego punkcie.

Funkcja f : D — R jest ciagta jesli jest ciagta w D.

Przyktady:

(1) f(x) = x jest ciagta.
Dowdéd: Niech xp € R, x, = xo = f(xn) = x» = x0 = f(x0).

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz)

Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



Funkcja jest ciagta w zbiorze A C D, jesdli jest ciagta w kazdym
jego punkcie.

Funkcja f : D — R jest ciagta jesli jest ciagta w D.

Przyktady:

(1) f(x) = x jest ciagta.
Dowdéd: Niech xp € R, x, = xo = f(xn) = x» = x0 = f(x0).

(2) f(x) = c € R jest ciagta.
Dowéd: Niech xg € R i x, = x0 = f(xn) = ¢ — ¢ = f(x0).

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz)

Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



(1) Jesli xo € D jest punktem skupienia dziedziny D funkcji f(x),
to f jest ciagta w xg <=

Jim f(x) = f(x0)
(2) Jesli xo jest punktem izolowanym dziedziny D funkgeji f(x), to
f jest ciagta w xp ( Jezeli (x,) C D to
liMp—st00Xn =x0 <= IN>0VYn> N x, = x).

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



Przyktady:

(1) f(x) = sinx jest ciagta (w D = R).
Dowdd: Niech xp € R. Trzeba pokazaé, ze

Ve>030>0VxeR |x—xp| <d=|sinx—sinxg| <e

| sin x — sin xo| = [25sin 5% cos X2 | < 2]sin

L2520 <e <= |x—x| <¢

X— x0|

Wystarczy przyja¢ § = ¢

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



sin x
(2) f(x)—{ p ’ ifg jestciaglaw 0 <= a=1.

Dowéd: limy o f(x) = limy_o S1X =1 = f(0) += a=0.

X

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



sin x
(2) f(x)—{ p ’ ng jestciag’rawO < a=1.

Dowdéd: I|mX_>0 f(x) = =1=f(0) < a=0.
(3) f(x) =2, xe D=R\ {0} Jest ciagta.
Dowdd. Nlech xo # 0. Niech (x,) C D R\ {0} taki, ze

lim, 00 Xp = Xg. Wtedy lim, o Xi =
n

Xo'

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



sin x
(2) f(x)—{ p ’ ng jestciag’rawO < a=1.

Dowdéd: I|mX_>0 f(x) = =1=f(0) < a=0.
(3) f(x) =2, xe D=R\ {0} Jest ciagta.
Dowdd. Nlech xo # 0. Niech (x,) C D R\ {0} taki, ze

lim, 00 Xp = Xg. Wtedy lim, o Xi =
n

Xo .

1

(4) f(x) = { Z’ ii& 8 jest nieciagta w x = 0 dla dowolnej
wartosci a € R.

Dowdd: lim,_,o+ f(x) = 400, lim,_,o- f(x) = —c0 =

= limyx_0 f(x) - nie istnieje.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



Twierdzenie (o lokalnym zachowaniu znaku funkgji ciagtej)

Jesli funkcja f : D — R jest ciagta w punkcie skupienia xg € D
dziedziny D i f(xp) # 0, to istnieje r > 0 taki, ze funkcja f ma w
zbiorze D N (xp — r,xo + r) taki sam znak jak f(xp).

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



Twierdzenie (o lokalnym zachowaniu znaku funkgji ciagtej)

Jesli funkcja f : D — R jest ciagta w punkcie skupienia xg € D
dziedziny D i f(xp) # 0, to istnieje r > 0 taki, ze funkcja f ma w
zbiorze D N (xp — r,xo + r) taki sam znak jak f(xp).

Twierdzenie (o dziataniach arytmetycznych na funkcjach ciagtych)

Suma, réznica, iloczyn funkgji ciagtych w punkcie xg jest funkcja
ciagta w punkcie xp.
Jedli i g sa ciagte w xo i g(x0) # 0, to gjest funkcja ciagta w x.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



Z powyzszego twierdzenia oraz z ciagtosci funkgji f(x) = x i

g(x) = ¢ € R wynika ciagtos¢ wielomianéw i funkcji wymiernych

SE);)) (gdzie P i Q sa wielomianami) w ich dziedzinach.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



Z powyzszego twierdzenia oraz z ciagtosci funkgji f(x) = x i

g(x) = ¢ € R wynika ciagtos¢ wielomianéw i funkcji wymiernych

gg)) (gdzie P i Q sa wielomianami) w ich dziedzinach.

e Ciagtos¢ a¥,a >0

(Iimx_m % =1Ina A limy_ox = O) =
= limy_o0(a* —1) = limy,0 2L - x=Ina-0=0=
= limy_pa* =1

liMy_y @ = limysy @770 -0 = 3% - limy_,,, @70 =230 1=
=30 = 3" -ciagla Vxg € R = a* - ciagla w R

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



Twierdzenie (o ciagtosci funkgji ztozonej)

Jedli funkcja u = f(x) jest ciagta w xp i funkcja h(u) jest ciagta w
up = f(xp), to funkcja ztozona ¢(x) = h[f(x)] = (ho f)(x) jest
ciagta w xp.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



Twierdzenie (o ciagtosci funkgji ztozonej)

Jedli funkcja u = f(x) jest ciagta w xp i funkcja h(u) jest ciagta w
up = f(xp), to funkcja ztozona ¢(x) = h[f(x)] = (ho f)(x) jest
ciagta w xp.

e Ciagtos¢ funkgji trygonometrycznych.
Pokazalismy, ze fukcja sin x jest ciagta.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



Twierdzenie (o ciagtosci funkgji ztozonej)

Jedli funkcja u = f(x) jest ciagta w xp i funkcja h(u) jest ciagta w
up = f(xp), to funkcja ztozona ¢(x) = h[f(x)] = (ho f)(x) jest
ciagta w xp.

e Ciagtos¢ funkgji trygonometrycznych.
Pokazalismy, ze fukcja sin x jest ciagta.
Funkcja cos x = sin(x + 7/2) jest ciagta, bo jest ztozeniem funkg;ji
ciagtych f(x) = x +7/2 i g(x) = sinx.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



Twierdzenie (o ciagtosci funkgji ztozonej)

Jedli funkcja u = f(x) jest ciagta w xp i funkcja h(u) jest ciagta w
up = f(xp), to funkcja ztozona ¢(x) = h[f(x)] = (ho f)(x) jest
ciagta w xp.

e Ciagtos¢ funkgji trygonometrycznych.

Pokazalismy, ze fukcja sin x jest ciagta.

Funkcja cos x = sin(x + 7/2) jest ciagta, bo jest ztozeniem funkg;ji
ciagtych f(x) = x +7/2 i g(x) = sinx.

Funkcje tgx = X ctg x = S5X s ciagte z twierdzenia o

cos x’ sin x
dziataniach arytmetycznych na funkcjach ciagtych.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



Twierdzenie (o ciagtosci funkcji odwrotnej)

Jedli funkcja f jest ciagta i rosnaca (malejaca) na przedziale
A C R, to f(A) jest przedziatem oraz funkcja f~! odwrotna do f
jest ciagta i rosnaca (malejaca) na przedziale f(A).
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Twierdzenie (o ciagtosci funkcji odwrotnej)

Jedli funkcja f jest ciagta i rosnaca (malejaca) na przedziale
A C R, to f(A) jest przedziatem oraz funkcja f~! odwrotna do f
jest ciagta i rosnaca (malejaca) na przedziale f(A).

Z powyzszego twierdzenia wynika ciagto$¢ funckeji logarytmicznych
i cyklometrycznych:

log, x, arcsinx, arccosx, arctgx, arcctgx

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



Przyktady:
(1) p(x) =sin(x®>+1), p=hof

f(x)=x>+1

h(u) = sinu } - funkcje ciagte = ¢ - ciagta Vxp € R

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



(2) Y(x) =2 g = gog
o(x) = sin(x? + 1)

(v) = 2V } - funkcje ciagte = 1 - ciagta Vxg € R

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice, ciagtos¢



(2) Y(x) =2 g = gog
o(x) = sin(x? + 1)

(v) = 2V } - funkcje ciagte = 1 - ciagta Vxg € R

Twierdzenie (o wprowadzaniu granicy do argumentu funkgji ciagtej)

Jedli istnieje granica wtasciwa limy_,,, f(x) = g € R i funkcja h(u)
jest ciagta w punkcie ug = g, to

Jim A[f(x)] = Al lim £(x)] = h(g)

X—r X0
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Przyktady:

(1) limx—x f(x)8X) = lim, s, e
— elimx—xg g(x)Inf(x) — eblna — ab’

In f(x)&() eg(x)-ln f(x) —

= |imx—>x0

oile limy_,, f(x) = a, limy_,,, g(x) = b, a > 0.
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Przyktady:

(1) limysxy F(¥)8X) = lim, .y €
— elimx—xg g(x)Inf(x) _ — gblna _ ab

oile limy_,, f(x) = a, limy_,,, g(x) = b, a > 0.

In f(x)&() eg(x)-ln f(x) —

= |imx—>x0

(2) lim, o 28 — jim, o Liog (14 x) =
1

= limy_0 Ioga(l + )X = log, [l|mx—>0(1 +X) } = log, e = na
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Przyktady:
(1) I|mx—>x0 (X)g(x = limy_x o eln f(x)e™) eg(x)-ln f(x) —
— elimx—xg g(x)Inf(x) _ — gblna _ ab’

= |imx—>x0
oile limy_,, f(x) = a, limy_,,, g(x) = b, a > 0.

(2) lim, o 28 — jim, o Liog (14 x) =

— limy o log, (1 + x)} = log, [hmHo(Hx) | =togae = i

(3)

lim,_,g cos (S"‘%) = cos (Iimx_,o (7T . 5';%)) =cos(m-1)= -1
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Twierdzenie (Darboux)

Jedli funkcja f jest ciagta na przedziale domknietym [a, b],
f(a) # f(b) oraz liczba d zawarta jest miedzy f(a) i f(b), to
istnieje taki punkt ¢ € (a, b), ze d = f(c).
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Twierdzenie (Darboux)

Jedli funkcja f jest ciagta na przedziale domknietym [a, b],
f(a) # f(b) oraz liczba d zawarta jest miedzy f(a) i f(b), to
istnieje taki punkt ¢ € (a, b), ze d = f(c).

Przyktady:

(1) Réwnanie sinx — x + 1 = 0 ma pierwiastek, bo
f(x) =sinx —x+1-ciagtainp. f(0)=1>0i
f3m)=-3r<0=3ce(0,3n) f(c)=0
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Twierdzenie (Darboux)

Jedli funkcja f jest ciagta na przedziale domknietym [a, b],
f(a) # f(b) oraz liczba d zawarta jest miedzy f(a) i f(b), to
istnieje taki punkt ¢ € (a, b), ze d = f(c).

Przyktady:

(1) Réwnanie sinx — x + 1 = 0 ma pierwiastek, bo
f(x) =sinx —x+1-ciagtainp. f(0)=1>0i
f3m)=-3r<0=3ce(0,3n) f(c)=0

(2) Funkcja f(x) = %x3 —sinmx + 3 przyjmuje wartosé¢ 2% w
przedziale (—2,2), bo f jest ciagta, f(—2) =1, f(2) =51
22 €(1,5) = 3ce(-2,2) f(c)=23
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Twierdzenie (Weierstrassa)

Jedli funkcja f : [a, b] — R jest ciagta na przedziale domnknietym
[a, b], to jest w tym przedziale ograniczona i przyjmuje w nim
swoje kresy

IM>0 Vxelabl [|f(x)| <M

da, €la,b] f(a)= sup f(x), f(c)= inf f(x)

a<x<b as<x<b
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Twierdzenie (Weierstrassa)

Jedli funkcja f : [a, b] — R jest ciagta na przedziale domnknietym
[a, b], to jest w tym przedziale ograniczona i przyjmuje w nim
swoje kresy

IM>0 Vxelabl [|f(x)| <M

da, €la,b] f(a)= sup f(x), f(c)= inf f(x)

a<x<b as<x<b

Uwaga:

Funkcja ciagta w przedziale otwartym nie musi by¢ ograniczona i
nie musi przyjmowac swoich kreséw, np.
f(x):l’ g(X):Xa X € (071)

X
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Punkty nieciagtosci

mitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje, granice,



Punkty nieciagtosci

Punkt xg, w ktérym funkcja f : D — R jest nie jest ciagta i jest
ciagta w zbiorze ((xo — r,xo + r) N D) \ {xo} dla pewnego r >0
nazywamy izolowanym punktem nieciagtosci tej funkcji.

Punkty nieciagtosci dzielimy na dwa rodzaje:

— |-go rodzaju, gdy istnieja granice jednostronne wtasciwe w tym
punkcie

— ll-go rodzaju - pozostate punkty nieciagtosci

.
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Przyktady:

) L X# k€
(1) Dla funkcji f(x) =< "% punkt
0 X—O\/x—kﬂ,kGZ
x = 0 jest punktem nieciagtosci, ktdry n|e jest izolowany, bo

lim,_, L f(x) nie istnieje oraz //m,HOO = 0. Punkty

Xy = kﬂ, k € Z sa izolowanymi punktam| nieciagtodci Il rodzaju.
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mull km k €7
2)Dla funkeji F(x) = 4 anx X7 K™,
(2)D1a funkeji £(x) { 0 x=kmkeZ
punktem nieciagtosci |-go rodzaju (granice jednostronne sa
wiasciwe, ale rézne), a punkty x = km, k € Z\ {0} sa punktami

nieciagtosci ll-go rodzaju.

punkt x = 0 jest

40

IEERY
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sin % x # 0,
0 x=0

nieciagtosci |l-go rodzaju, bo nie istnieje granica funcji f w 0.

Niech y € [-1;1]. Wtedy istnieje « taka, ze sinaw = y. Niech

Xp = r]émr wtedy lim,oox, =0

liMmp_oo F(Xn) = limp_oo sin(a + 2n7) = limpoo Sinae =sina = y.

CzyliVy € [-1;1] 3 (xn) limpsooXn =0 A liMpoo F(xn) = y.

(3)Dla funkgji f(x) = { punkt x = 0 jest punktem

‘ ‘
“‘ [loos | | o010
eI
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. _J1 x € Q, . .
(4) Funkcja Dirichleta f(x) = { 0 xeR\Q nie jest ciagta w

zadnym punkcie.
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1 x € Q,

0 xcR\Q nie jest ciagta w

(4) Funkcja Dirichleta f(x) = {

zadnym punkcie.

Dowdd: Zatézmy, ze f jest ciagta w xg. Niech ¢ = % Dla
dowolnego 0 > 0 w zbiorze (xg — d, xg + ) istnieje liczba wymierna
i niewymierna. Niech to beda x3 € QN (xp — d, xp + &) oraz

xp € (R\Q)N(xo—9,x0+ ). Wtedy f(x1) =1 oraz f(x2) = 0.
Stad |f(x1) — f(x0)| =1 > % = albo [f(x2) — f(x0)| =1 > L =¢.
Jest to sprzeczne z zatozeniem ciagtosci f w xg.
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