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Otoczeniem punktu xg € R nazywamy dowolny przedziat otwarty
zawierajacy xp tzn. taki przedziat (a, b), ze a < xg < b.
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Otoczeniem punktu xg € R nazywamy dowolny przedziat otwarty
zawierajacy xp tzn. taki przedziat (a, b), ze a < xg < b. Niech
() # A C R. Punkt xo € R nazywamy punktem skupienia zbioru A,
jesli w kazdym jego otoczeniu znajduje sie punkt zbioru A rézny od
X0

Vr>0 IxeA 0<|x—xo <r.

Punkt xo nazywamy punktem izolowanym zbioru A, jesli xo € A i
Xp nie jest punktem skupienia A.
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Otoczeniem punktu xg € R nazywamy dowolny przedziat otwarty
zawierajacy xp tzn. taki przedziat (a, b), ze a < xg < b. Niech
() # A C R. Punkt xo € R nazywamy punktem skupienia zbioru A,
jesli w kazdym jego otoczeniu znajduje sie punkt zbioru A rézny od
X0

Vr>0 IxeA 0<|x—xo <r.

Punkt xo nazywamy punktem izolowanym zbioru A, jesli xo € A i
Xp nie jest punktem skupienia A.

Twierdzenie

Punkt xp jest punktem skupienia A wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje ciag (x,) taki, ze

xn € A\ {x0} (neN), Xn — X0-

.
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Definicja Heinego (granica wtasciwa)

Niech f : D — R, D C R, a xg € R bedzie punktem skupienia D.
Dla g € R réwno$¢ XIer; f(x) = g zachodzi, jesli dla kazdego ciagu
0

(xn) 0 wyrazach z D\ {xp} mamy

X —xg — f(xp)— &g
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Definicja Heinego (granica wtasciwa)

Niech f: D — R, D C R, a xg € R bedzie punktem skupienia D.
Dla g € R réwnos¢ ILm f(x) = g zachodzi, jesli dla kazdego ciggu
X—rX0

(xn) o wyrazach z D\ {xo} mamy

Xp = x0 = f(xa) — g

. . 1 Loy
-2 -1 1 2
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Definicja Heinego (granica wtasciwa)

Niech f: D — R, D C R, a xg € R bedzie punktem skupienia D.
Dla g € R réwnos¢ ILm f(x) = g zachodzi, jesli dla kazdego ciggu
X—rX0

(xn) o wyrazach z D\ {xo} mamy

Xp = x0 = f(xa) — g

. . 1 Loy
-2 -1 1 2
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Definicja Heinego (granica wtasciwa)

Niech f: D — R, D C R, a xg € R bedzie punktem skupienia D.
Dla g € R réwnos¢ ILm f(x) = g zachodzi, jesli dla kazdego ciggu
X—¥XQ

(xn) o wyrazach z D\ {xo} mamy

Xp = x0 = f(xa) — g

. . .
-2 -1 1 2
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Definicja Heinego (granica wtasciwa)

Niech f: D — R, D C R, a xg € R bedzie punktem skupienia D.
Dla g € R réwnos¢ ILm f(x) = g zachodzi, jesli dla kazdego ciggu
X—¥XQ

(xn) o wyrazach z D\ {xo} mamy

Xp = x0 = f(xa) — g

. . .
-2 -1 1 2
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Definicja Cauchy’ego (granica wtasciwa)

Niech f : D -+ R, D C R, a xo € R bedzie punktem skupienia D.
Dla g € R réwnosc lim f(x) = g zachodzi, jedli
X—rXp

Ve>0 d0>0 VxeD:
O<|x—x|<d = |f(x)—g|l<e.
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Definicja Cauchy'ego (granica wtasciwa)
Niech f : D — R, D C R, a xg € R bedzie punktem skupienia D.
Dla g € R réwnoé¢ Xli_)n; f(x) = g zachodzi, jesli

0

Ve>0 39>0 VxeD:
0<|x—x|<d = |f(x)—g|l<e.

f(x)=x?

. . . Loy
-2 -1 1 2
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Definicja Cauchy'ego (granica wtasciwa)
Niech f : D — R, D C R, a xg € R bedzie punktem skupienia D.
Dla g € R réwnoé¢ Xli_)n; f(x) = g zachodzi, jesli

0

Ve>0 39>0 VxeD:
0<|x—x|<d = |f(x)—g|l<e.

f(x)=x?
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Definicja Cauchy'ego (granica wtasciwa)
Niech f : D — R, D C R, a xg € R bedzie punktem skupienia D.
Dla g € R réwnoé¢ Xli_)n; f(x) = g zachodzi, jesli

0

Ve>0 39>0 VxeD:
0<|x—x|<d = |f(x)—g|l<e.

f(x)=x?

. . . Loy
-2 -1 1 2
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Definicja Cauchy'ego (granica wtasciwa)
Niech f : D — R, D C R, a xg € R bedzie punktem skupienia D.
Dla g € R réwnoé¢ Xli_)n; f(x) = g zachodzi, jesli

0

Ve>0 39>0 VxeD:
0<|x—x|<d = |f(x)—g|l<e.

f(x)=x?

. . . Loy
-2 -1 1 2
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Definicja Cauchy'ego (granica wtasciwa)
Niech f : D — R, D C R, a xg € R bedzie punktem skupienia D.
Dla g € R réwnoé¢ XIi_)n;( f(x) = g zachodzi, jesli

0

Ve>0 39>0 VxeD:
0<|x—x|<d = |f(x)—g|l<e.

f(x)=x?

. . . Loy
-2 -1 1 2
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Definicja Heinego (granica niewtfasciwa +00)

Niech f : D — R, D C R, a xg € R bedzie punktem skupienia D.
Réwnoséé XIer;( f(x) = 400 zachodzi, jesli dla kazdego ciggu (x,) o
0

wyrazach z D\ {xo} mamy

Xp = X0 = f(x,) = +o0.
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Definicja Heinego (granica niewtasciwa +o0)

Niech f: D — R, D C R, a xg € R bedzie punktem skupienia D.

Réwnos¢ lim f(x) = +oo zachodzi, jesli dla kazdego ciggu (x,) o
X—¥X0

wyrazach z D\ {xo} mamy

Xp = Xo = f(xp) > +o0.
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401
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Definicja Heinego (granica niewtasciwa +o0)

Niech f: D — R, D C R, a xg € R bedzie punktem skupienia D.

Réwnos¢ lim f(x) = +oo zachodzi, jesli dla kazdego ciggu (x,) o
X—¥X0

wyrazach z D\ {xo} mamy

Xp = Xo = f(xp) > +o0.

80
60 -

401

L
-1
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Definicja Heinego (granica niewtasciwa +o0)

Niech f: D — R, D C R, a xg € R bedzie punktem skupienia D.

Réwnos¢ lim f(x) = +oo zachodzi, jesli dla kazdego ciggu (x,) o
X—¥X0

wyrazach z D\ {xo} mamy

Xp = Xo = f(xp) > +o0.

80
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Definicja Heinego (granica niewtasciwa +o0)

Niech f: D — R, D C R, a xg € R bedzie punktem skupienia D.
Réwnos¢ lim f(x) = +oo zachodzi, jesli dla kazdego ciggu (x,) o
X—+X0

wyrazach z D\ {xp} mamy

Xp = Xo = f(xp) > +o0.
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Definicja Cauchy’ego (granica niewtasciwa +00)

Niech f : D -+ R, D C R, a xo € R bedzie punktem skupienia D.
Réwnos¢ Ii_>m f(x) = +oo zachodzi, jesli
X—rXp

VM>0 35>0 VxeD:
0<|x—xo| <6 = f(x)>M.
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Definicja Cauchy'ego (granica niewtasciwa +00)

Niech f: D — R, D C R, a xg € R bedzie punktem skupienia D.

Réwnosé¢ lim f(x) = +oo zachodzi, jedli
X—rX0

VM>0 30>0 VxeD:
0<|x—x|<d = f(x)>M.
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Definicja Cauchy'ego (granica niewtasciwa +00)

Niech f: D — R, D C R, a xg € R bedzie punktem skupienia D.

Réwnosé¢ lim f(x) = +oo zachodzi, jedli
X—rX0

VM>0 30>0 VxeD:
0<|x—x|<d = f(x)>M.

700
60;
sof—
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Definicja Cauchy'ego (granica niewtasciwa +00)

Niech f: D — R, D C R, a xg € R bedzie punktem skupienia D.

Réwnosé¢ lim f(x) = +oo zachodzi, jedli
X—rX0

VM>0 30>0 VxeD:
0<|x—x|<d = f(x)>M.

700
60;
sof—
40?—

30f
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Definicja Cauchy'ego (granica niewtasciwa +00)

Niech f: D — R, D C R, a xg € R bedzie punktem skupienia D.

Réwnosé¢ lim f(x) = +oo zachodzi, jedli
X—rX0

VM>0 30>0 VxeD:
0<|x—x|<d = f(x)>M.

700
60;
50?—
40?—

30f
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Definicja Cauchy'ego (granica niewtasciwa +00)

Niech f: D — R, D C R, a xg € R bedzie punktem skupienia D.

Réwnosé¢ lim f(x) = +oo zachodzi, jedli
X—rX0

VM>0 30>0 VxeD:
0<|x—x|<d = f(x)>M.

700
60;
50?—
40?—

30f
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Definicja Heinego (granica niewtfasciwa —oo)

Niech f : D — R, D C R, a xg € R bedzie punktem skupienia D.
Réwnos¢ lim f(x) = —oo zachodzi, jesli dla kazdego ciagu (x,) o
0

wyrazach z D\ {xo} mamy

Xp = X0 = f(x,) = —o0.
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Definicja Heinego (granica niewtasciwa —o0)

Niech f : D — R, D C R, a xg € R bedzie punktem skupienia D.
Réwnos¢ lim f(x) = —oo zachodzi, jesli dla kazdego ciagu (x,) o
0

wyrazach z D\ {xo} mamy

Xp = X0 = f(xp) > —o0.
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Definicja Heinego (granica niewtasciwa —o0)

Niech f : D — R, D C R, a xg € R bedzie punktem skupienia D.
Réwnos¢ lim f(x) = —oo zachodzi, jesli dla kazdego ciagu (x,) o
0

wyrazach z D\ {xo} mamy

Xp = X0 = f(xp) > —o0.
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Definicja Heinego (granica niewtasciwa —o0)

Niech f : D — R, D C R, a xg € R bedzie punktem skupienia D.
Réwnos¢ lim f(x) = —oo zachodzi, jesli dla kazdego ciagu (x,) o
0

wyrazach z D\ {xo} mamy

Xp = X0 = f(xp) > —o0.
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Definicja Heinego (granica niewtasciwa —o0)

Niech f : D — R, D C R, a xg € R bedzie punktem skupienia D.
Réwnos¢ lim f(x) = —oo zachodzi, jesli dla kazdego ciagu (x,) o
0

wyrazach z D\ {xo} mamy

Xp = X0 = f(xp) > —o0.
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Definicja Cauchy’ego (granica niewtasciwa —oo)

Niech f : D -+ R, D C R, a xo € R bedzie punktem skupienia D.
Réwnos¢ Ii_>m f(x) = —oo zachodzi, jesli
X—rXp

VM>0 35>0 VxeD:
0<|x—x| <6 = f(x)<—-M.
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Przyktady:

(1) Z definicji Cauchy'ego wykazaé, ze XILnj2 m = 400.
Dziedzing jest D = R\ {—2}, a —2 jest jej punktem skupienia. Dla
M >0ix# —2 mamy
1 1
—>M = 0<|x+2/<—=.

(x +2)? vM

Wystarczy wiec przyja¢ 6 = 1/v/M.
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Przyktady:

(1) Z definicji Cauchy'ego wykazaé, ze XILnj2 m = 400.
Dziedzing jest D = R\ {—2}, a —2 jest jej punktem skupienia. Dla
M >0ix# —2 mamy
1 1
—>M = 0<|x+2/<—=.

(x +2)? vM

Wystarczy wiec przyja¢ § = 1/v M.

3x+1
(2) Z definicji Heinego obliczy¢ lim alus .
x—2 5

x + 4
Dziedzing jest D =R\ {—4/5}, a 2 jesg_jej punktem skupienia. Niech
(xn) bedzie dowolnym ciagiem o wyrazach z D\ {2} takim, ze x, — 2.
Witedy

i 3, +1 3-24+1 1

e Bx, +4  5-2+4 2

poniewaz granica mianownika wynosi 14 # 0. Z definicji Heinego
szukana granica jest réwna 1/2.
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(3) Z definicji Cauchy’ego wykazad, ze

Dziedzing jest D = R\ {1}, a 1 jest jej punktem skupienia.
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(3) Z definicji Cauchy’ego wykazad, ze

Dziedzing jest D = R\ {1}, a 1 jest jej punktem skupienia.
Dla x # 1 zachodzi

x2—1
2(x—1)

x+1

x =1
5 :

2

_1‘:

_1‘:
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(3) Z definicji Cauchy’ego wykazad, ze

Dziedzing jest D = R\ {1}, a 1 jest jej punktem skupienia.
Dla x # 1 zachodzi

x?—1 x+1 |x — 1
—— 1= -1 =—
2(x—1) 2 2
Niech € > 0. Wybieramy § = 2e. Wéwczas
2
-1
O<|x—-1<d = XS 1<
2(x —1)
To dowodzi zadanej granicy. O
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Niech f,g,h: D — R, a xp bedzie punktem skupienia D.

Twierdzenie
(1) Dla L e R:

lim f(x) =0 <= lim |f(x)| =0,

X—rXp X—rXp

Jim f(x) =L = lim [£(x)| = IL]

(2) Jedli istnieje r > 0 takie, ze dla x € D, 0 < |x — xo| < r, mamy
f(x) < g(x) < h(x), oraz

lim f(x) = lim h(x) = K € R,

X—>X0 X—rX0

to lim g(x) = K (twierdzenie o trzech funkcjach).
X—rX0

(3) Jesli f(x) — 0 przy x — xo i istnieja r, M > 0 takie, ze
xeED, 0<|x—x|<r = |g(x)|<M,

to lim (f(x)g(x)) =0.

X—rXp
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Niech f : D — R. Jesli istnieja ciagi (x,) i (vn) 0 wyrazach z D\ {xo}
takie, ze

Xn = X0, Yn — Xo,

a ciagi (f(xs)) i (f(yn)) maja rézne granice (wtasciwe lub niewtasciwe),
to f nie ma granicy w xp.
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Niech f : D — R. Jesli istnieja ciagi (x,) i (vn) 0 wyrazach z D\ {xo}
takie, ze

Xn = X0, Yn — Xo,

a ciagi (f(xs)) i (f(yn)) maja rézne granice (wtasciwe lub niewtasciwe),
to f nie ma granicy w xp.

Przyktad: granica Iim0 1/x nie istnieje, poniewaz
X—

X =1/n—0, f(x,) =n— +o0,
Yo=—1/n—0, f(y,)=—n— —oc.
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Niech f : D — R. Jesli istnieja ciagi (x,) i (vn) 0 wyrazach z D\ {xo}
takie, ze

Xn = X0, Yn — Xo,

a ciagi (f(xs)) i (f(yn)) maja rézne granice (wtasciwe lub niewtasciwe),
to f nie ma granicy w xp.

Przyktad: granica Iim0 1/x nie istnieje, poniewaz
X—

X =1/n—0, f(x,) =n— +o0,
Yo=—1/n—0, f(y,)=—n— —oc.

Dlaf:D —Ri AC D funkcje f|a: A— R, okreslong wzorem
(fla)(x) = f(x) dla x € A, nazywamy ograniczeniem (obcieciem) funkcji
f do zbioru A.
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Definicja granic jednostronnych
Niech f : D - R, D C R i x € R. Oznaczmy

D_ = Dn(—o0,xp), Dy = DN (xg, +00).

Jesli xp jest punktem skupienia D_, to granica lewostronna funkgji
f w xp nazywamy granice jej ograniczenia do D_:

lim f(x)= lim (f|p_)(x).

X—)XJ X—rX0

Jesli xp jest punktem skupienia Dy, to analogicznie definiujemy
granice prawostronna:

lim £(x) = lim (f|p,)(x).

X_>XO+ X—rX0

Granice jednostronne moga by¢ wtasciwe lub niewtasciwe.
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Twierdzenie

Niech f: D — R, a xp bedzie punktem skupienia zaréwno

D N (—o0,xp), jak i DN (xg,+00). Granica limy_,, f(x) istnieje
wtedy i tylko wtedy, gdy obie granice jednostronne istnieja i s3
réwne. Wtedy

lim f(x)= lim f(x)= lim f(x).

X=Xy x—xg X—X0

Dotyczy to granic wtasciwych i niewtasciwych.
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Twierdzenie

Niech f: D — R, a xp bedzie punktem skupienia zaréwno

D N (—o0,xp), jak i DN (xg,+00). Granica limy_,, f(x) istnieje
wtedy i tylko wtedy, gdy obie granice jednostronne istnieja i s3
réwne. Wtedy

lim f(x)= lim f(x)= lim f(x).

X=Xy x—xg X—X0

Dotyczy to granic wtasciwych i niewtasciwych.

Przyktad: granica Iim0|x|/x nie istnieje, poniewaz
X—r

lim M =1, lim — = —1.

x—0t X x—0— X
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Niech f : D — R, a zbiér D bedzie nieograniczony z géry.

Definicja Cauchy’'ego (granica wtasciwa w +00)

Dla g € R réwnos¢ limy_, o f(x) = g oznacza, ze

Ve>0 IK>0 VxeD: x>K = |f(x)—g|<e.
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Niech f : D — R, a zbiér D bedzie nieograniczony z géry.

Definicja Cauchy’'ego (granica wtasciwa w +00)

Dla g € R réwnos¢ limy_, o f(x) = g oznacza, ze

Ve>0 IK>0 VxeD: x>K = |f(x)—g|<e.

Definicja Heinego (granica wtasciwa w +00)

Réwnos¢ limy_, 1o f(x) = g € R oznacza, ze dla kazdego ciggu (x,) o
wyrazach z D
Xp = +o0 = f(x,) > g
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Niech f : D — R, a zbiér D bedzie nieograniczony z géry.

Definicja Cauchy’'ego (granica wtasciwa w +00)

Dla g € R réwnos¢ limy_, o f(x) = g oznacza, ze

Ve>0 IK>0 VxeD: x>K = |f(x)—g|<e.

Definicja Heinego (granica wtasciwa w +00)

Réwnos¢ limy_, 1o f(x) = g € R oznacza, ze dla kazdego ciggu (x,) o
wyrazach z D
Xp = +o0 = f(x,) > g

Definicja Heinego (granica niewtasciwa w +00)

Réwnos¢ limy_, o f(x) = —o0 oznacza, ze dla kazdego ciagu (x,) o
wyrazach z D
Xp = +00 = f(x,) = —o0.
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Definicja Cauchy'ego (granica niewtasciwa w +00)

Niech f : D — R, a D bedzie nieograniczony z géry. Réwnosé
limy_+00 f(x) = —00 0znacza, ze

YM>0 3K>0 WxeD: x>K = f(x)<—M.
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Definicja Cauchy'ego (granica niewtasciwa w +00)

Niech f : D — R, a D bedzie nieograniczony z géry. Réwnosé
limy_+00 f(x) = —00 0znacza, ze

YM>0 3K>0 WxeD: x>K = f(x)<—M.

Pozostate granice wtasciwe i niewtasciwe w 00 definiujemy analogicznie.
Przy x — —oo wymagamy, aby D byt nieograniczony z dotu, i
zastepujemy warunek x > K warunkiem x < —K.
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Definicja Cauchy'ego (granica niewtasciwa w +00)

Niech f : D — R, a D bedzie nieograniczony z géry. Réwnosé
limy_+00 f(x) = —00 0znacza, ze

YVM>0 3IK>0 VxeD: x>K = f(x)<-—-M.

Pozostate granice wtasciwe i niewtasciwe w 00 definiujemy analogicznie.
Przy x — —oo wymagamy, aby D byt nieograniczony z dotu, i
zastepujemy warunek x > K warunkiem x < —K.
Przyktad: granica lim sinx nie istnieje. Dla ciggdéw

X—+00

Xp = NT — 400, y,,:g—I—Zmr—)—i—oo

mamy sin x, = 0 oraz siny, = 1. Ich granice s3 rézne.
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Twierdzenie o dziataniach na granicach funkg;ji

Niech f,g: D — R, a xp bedzie punktem skupienia D. Jedli

lim f(x) =a€eR, lim g(x) =b eR, ccR,
X—>Xg X—rXo
to _
Xll_>n)1<0(f(x) +g(x)) =a=+b,

lim (f(x)g(x))

X—>X0

lim (cf(x)) = ca.

X—rX0

Jedli b # 0, to istnieje r > 0 takie, ze g(x) # 0 dla x € D,
0 < |x — xo| < r. Wowczas

ab,

lim @ = —.
x=x g(x) b
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Twierdzenie o dziataniach na granicach funkg;ji

Niech f,g: D — R, a xg bedzie punktem skupienia D. Jesli

lim f(x) =a€eR, lim g(x) =b eR, ccR,
X—>Xg X—rXo
to _
X|I_,TT)‘I(O(f(X) +g(x)) =a=+b,
lim (F(:)g() = ab
lim (cf(x)) = ca.

X—rX0

Jedli b # 0, to istnieje r > 0 takie, ze g(x) # 0 dla x € D,
0 < |x — xo| < r. Wowczas

Twierdzenie obowigzuje réwniez dla granic jednostronnych i granic w
+00, przy odpowiednich zatozeniach dotyczacych dziedziny.
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Podstawowe granice:

(1) lim (1 + x)Y/* = e.

x—0

W (1) i (3) rozpatrujemy x > —1, x # 0. Argumenty funkgji
trygonometrycznych mierzymy w radianach.
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Podstawowe granice:

(1) lim (1 + x)Y/* = e.

x—0

ax -1

x—0 X

=Ina (a>0).

W (1) i (3) rozpatrujemy x > —1, x # 0. Argumenty funkgji
trygonometrycznych mierzymy w radianach.
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Podstawowe granice:

(1) Jim(1+ X)X =e.
@  lim "’XX_ L s (a0
(3) l@0(1+xx)’—1 —r  (reR)

W (1) i (3) rozpatrujemy x > —1, x # 0. Argumenty funkgji
trygonometrycznych mierzymy w radianach.
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Podstawowe granice:

(1) )I(i_r>n0(1 +x)/x =e.
@  lim "’XX_ L s (a0
(3) X@O(”Xxy_l —r  (reR)
o o

W (1) i (3) rozpatrujemy x > —1, x # 0. Argumenty funkgji
trygonometrycznych mierzymy w radianach.
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. 1/x _
)I(@O(l + x) e. (1)

Z poznanych wczedniej granic ciagdw i definicji Heinego wynika, ze

1\Y 1\Y
lim <1 + ) = lim (1 + ) =e.
u—-+o00 u u——00 u
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lim (1 + x)Y* = e. (1)

x—0

Z poznanych wczedniej granic ciagdw i definicji Heinego wynika, ze

1\Y 1\Y
lim (1 + ) = lim (1 + ) =e.
u—-+o00 u u——00 u

Podstawmy t = 1/u. Wtedy u — 400 odpowiada t — 07, a
u — —oo odpowiada t — 0~. Stad

lim (14 )Yt = lim (14 t)Y/t =,

t—0t t—0—

co daje granice dwustronna (1).
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lim (1 + x)Y* = e. (1)

x—0

Z poznanych wczedniej granic ciagdw i definicji Heinego wynika, ze

1\Y 1\Y
lim (1 + ) = lim (1 + ) =e.
u—-+o00 u u——00 u

Podstawmy t = 1/u. Wtedy u — 400 odpowiada t — 07, a
u — —oo odpowiada t — 0~. Stad

lim (14 )Yt = lim (14 t)Y/t =,

t—0t t—0—
co daje granice dwustronna (1). Przyktad (dla x # 0 i dostatecznie
bliskich 0):

lim (1 — 2x) /% = lim [(1 - 2)<)—1/(2X)]_2 —e 2

x—0 x—0
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oa -1
lim
x—0 X

=Ina (a>0). (2)
Korzystamy z ciggtosci funkcji wyktadniczej i logarytmicznej; jej

niezalezne uzasadnienie podajemy w dalszej czesci wyktadu.
Dla a = 1 iloraz jest réwny 0 = In 1.
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oa -1
lim
x—0 X

=Ina (a>0). (2)

Korzystamy z ciggtosci funkcji wyktadniczej i logarytmicznej; jej
niezalezne uzasadnienie podajemy w dalszej czesci wyktadu.
Dla a = 1 iloraz jest réwny 0 =In1. Dla a > 0, a # 1, podstawmy
t=a"—1 Wtedy t — 0 przy x — 0 oraz

_In(1+1)

X =——" t>-1, t#0dlax#0.
Ina
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oa -1
lim
x—0 X

=Ina (a>0). (2)

Korzystamy z ciggtosci funkcji wyktadniczej i logarytmicznej; jej
niezalezne uzasadnienie podajemy w dalszej czesci wyktadu.
Dla a = 1 iloraz jest réwny 0 =In1. Dla a > 0, a # 1, podstawmy
t=a"—1 Wtedy t — 0 przy x — 0 oraz

_In(1+1)

X =——" t>-1, t#0dlax#0.
Ina

Z (1) i ciagtosci logarytmu otrzymujemy

i -1 . tlna . Ina
im =lm—-=lm————
x=0 X t>0In(1+1¢t) =0In((1+t)¥F)
Ina
= — =1Ina.
Ine
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1+ x)" —
lim M —
x—0 X

r (r e R). (3)

Dla r = 0 iloraz jest réwny 0.
Dlar#0, x> —1ix# 0 podstawmy t = rin(1 + x). Wtedy t # 0 oraz
t—0przy x = 0i

(1+x) =1 ef-1 In(1+ x)
= .r.
X t X

: (4)
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(I +x) -1
xllno . =r (r € R). (3)
Dla r = 0 iloraz jest réwny 0.

Dlar#0, x> —1ix# 0 podstawmy t = rin(1 + x). Wtedy t # 0 oraz
t—0przy x = 0i

(1—|—X)’—1:et—1.r.|n(1+x)' (@)

X t X

Na podstawie (2) dla a = e:

t
_1
€ —1.

lim
t—0 t

Natomiast z (1) i ciagtosci logarytmu:

im In(1+ x)

= i 1/X fnd —
Jim —— linoln((ler) )=Ine=1

Zatem granica iloczynu w (4) wynosi 1-r-1=r.
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Potrzebne beda nastepujace nieréwnosci. Dla
a € (—n/2,0)U(0,7/2), mierzonego w radianach:
(a) cosa < 0% < 1,
o

(b) cosa > 1—|al.
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(a) Dla 0 < a < 7/2 rozwazmy wycinek kota o $rodku O, promieniu
r > 0 i kacie ZAOB = «. Niech C bedzie punktem przeciecia pdtprostej
OB ze styczng w punkcie A, a D — rzutem prostopadtym B na OA.

Mamy |OA| = |OB| = r, |BD| = rsina oraz |AC| = rtg . Pordwnanie
pél daje
PaoaB < Puycinka 048 < Proac,

1 1
§r2 sina < Erza < §r2 tg a.
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(a) Dla 0 < & < 7/2 otrzymujemy

. sin . sin
sina < a < , wiec cosa < — < 1.
cos Q@

Jedli —m/2 < <0, t0 0 < —a < /2, zatem

sin(—a)

cos(—a) < <1

Z parzystosci cosinusa i nieparzystosci sinusa otrzymujemy
cosa < sina/a < 1 takze dla ujemnych a.
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(a) Dla 0 < & < 7/2 otrzymujemy

. sin a . sin o
sina < a < , wiec cosa < — < 1.
cos o o

Jedli —m/2 < <0, t0 0 < —a < /2, zatem

sin(—a)

cos(—a) < <1

—«
Z parzystosci cosinusa i nieparzystosci sinusa otrzymujemy
cosa < sina/a < 1 takze dla ujemnych a.
(b) Stosujac (a) do |«|/2, uzyskujemy |sin(c/2)| < ||/2. Wobec tego

0<1—coso<z25in272
. |al
<2‘ f’<2~—_ )
sin 5 > |a]

Stad cosa > 1 — |a. O
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(4) Wykazemy, ze
sin x

lim =1.
x—=0 X
Dziedzing funkgcji jest D =R\ {0}.
Dla 0 < |x| < 7/2 mamy
cosx<w<17 cosx > 1—|x|.
X

W. Domitrz Funkcje, granice, ciggtosé¢



(4) Wykazemy, ze

lim 20X — 1.
x—=0 X
Dziedzing funkgcji jest D =R\ {0}.
Dla 0 < |x| < 7/2 mamy
cosx<w<17 cosx > 1—|x|.
X

Niech ¢ > 0. Wybierzmy 6 = min{e, 7/2} > 0. Jesli 0 < |x| < 0,

to . .
Smx—l‘zl—smx<1—cosx§]x|<e.
X X
To dowodzi granicy na mocy definicji Cauchy'ego. g
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Symbole nieoznaczone — przyktady:

V16t x—-2 1. (1+t)¥Y4 -1
(1) lim Y————= = " lim
x—0 X 8 t—0 t
11 1
g2 3 LTX/16
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Symbole nieoznaczone — przyktady:

V16t x—-2 1. (1+t)¥Y4 -1
(1) lim Y————= = " lim
x—0 X 8 t—0 t
11 1
g2 3 LTX/16
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Symbole nieoznaczone — przyktady:

V16t x—-2 1. (1+t)¥Y4 -1
(1) lim Y————= = " lim
x—0 X 8 t—0 t
11 1
g2 3 LTX/16

x—0 sin? x x—0 x2 sin x
. 1 . 1\ sin(1/x)
(3) x—||>T00(2X + 1)sin = xﬂToo [(2 + x) x| T 2.
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Symbole nieoznaczone — przyktady:

V16t x—-2 1. (1+t)¥Y4 -1
(1) lim ——— == lim
x—0 X 8 t—0 t
11 1
2
X" 1 X" 1 2
(2) lim ¥ ol im l3 . (L> ] = In3.
x—0 sin“ x x—0 X sin x
. 1 . 1\ sin(1/x)
I 2x+1 —= | 24— )| ——=| =2
(3) x—lToo( X+ )Sm X X—I>Too |:( T X) ]_/X
@) lim tg x —3sinx — Iim {sinx 1 1- C2OSXj|
x—0 X x—0 X COSX X

im sinx 1 1 (sin(x/2)\” 1
= |l — = —.
x=0 | x cosx 2 x/2 2
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Korzystamy ze wzoréw

.9 1 —cos2a 5 14 cos2a
sin“o = ———, cos“ = —F1—.
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Korzystamy ze wzoréw

.9 1 —cos2a 5 14 cos2a
sin“ov = ———, cos“ v = ——-—.
2 2
(5) limy_pcosx = 1. Dla € > 0 wybieramy § = min{e, 7/2}. Jesli
0<|x] <4, to
|[cosx — 1] =1—cosx < |x| < €.
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Korzystamy ze wzoréw

.9 1 —cos2a 5 14 cos2a
sin“o = ———, cos'a=——"F.

(5) limy_pcosx = 1. Dla € > 0 wybieramy § = min{e, 7/2}. Jesli
0<|x] <4, to
|[cosx — 1] =1—cosx < |x| < €.

(6) limx_osinx = 0. Ten sam wybér ¢ daje

O<|x|<d = |sinx|<|x|<e.
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Korzystamy ze wzoréw

.9 1 —cos2a 5 14 cos2a
sin“o = ———, cos'a=——"F.

(5) limy_pcosx = 1. Dla € > 0 wybieramy § = min{e, 7/2}. Jesli
0<|x] <4, to
|[cosx — 1] =1—cosx < |x| < €.

(6) limx_osinx = 0. Ten sam wybér ¢ daje
O<|x|<d = |sinx|<|x|<e.

(7) Przykfad symbolu oo — occ:

i , (x+1)—x
Jim (Vx+l=ve) = lim = s
1

im —— =0
x=+00 \/x + 14 /x
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(8) Podstawmy y = arctg(x + 2), czyli x + 2 =tgy. Wtedy x — —2
odpowiada y — 0 i

24 tgy(tgy — 4
im X _ i tBY(tgy —4)
x—-2arctg(x +2) y—0 y
inytgy —4
— lim [S'nygy} _ 4
y=0| y cosy
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(8) Podstawmy y = arctg(x + 2), czyli x + 2 =tgy. Wtedy x — —2
odpowiada y — 0 i

24 tgy(tgy — 4
im X _ i tBY(tgy —4)
x—-2arctg(x +2) y—0 y
inytgy —4
— lim [Smygy} _ 4
y=0| y cosy

(9) Podstawmy y = 1 — x i uzyjmy tozsamosci tg(m/2 — u) = ctg u:

. > Ty
A mx)tey = iyt
2 2 2
= % lim |cos Y L my/ ==,
T y—0 2 sin(my/2) T
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Ciagtos¢ funkgji

Niech f: D —-R, DCRixy € D.

Definicja Heinego

Funkcja f jest ciggfa w xo, jesli dla kazdego ciagu (x,) o wyrazach z D
zachodzi
Xp = Xo = f(x5) = f(x0)-
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Ciagtos¢ funkgji
Niech f: D —-R, DCRixy € D.

Definicja Heinego
Funkcja f jest ciggfa w xo, jesli dla kazdego ciagu (x,) o wyrazach z D
zachodzi

Xn—=xo = f(x,) = f(x0).

.

Definicja Cauchy’ego

Funkcja f jest ciaggfa w xp, jesli

Ve>0 d6>0 VxeD:
Ix —x| <6 = |f(x)—"f(x) <e.
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Ciagtos¢ funkgji

Niech f: D —-R, DCRixy € D.

Definicja Heinego

Funkcja f jest ciggfa w xo, jesli dla kazdego ciagu (x,) o wyrazach z D
zachodzi
Xp = Xo = f(x5) = f(x0)-

.

Definicja Cauchy’ego

Funkcja f jest ciaggfa w xp, jesli

Ve>0 d6>0 VxeD:
Ix —x| <6 = |f(x)—"f(x) <e.

Punkt xp nalezy do dziedziny, ale nie musi by¢ jej punktem skupienia.
Dopuszczamy x, = xo; w definicji Cauchy'ego dopuszczamy x = xp.
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Funkcja f : D — R jest ciggfa w zbiorze A C D, jesli jest ciggta w
kazdym punkcie A (wzgledem dziedziny D).
Funkcje nazywamy ciggfa, jesli jest ciagta w catej swojej dziedzinie.
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Funkcja f : D — R jest ciggfa w zbiorze A C D, jesli jest ciggta w
kazdym punkcie A (wzgledem dziedziny D).
Funkcje nazywamy ciggfa, jesli jest ciagta w catej swojej dziedzinie.

Przyktady:
(1) Funkcja f(x) = x jest ciagta na R. Dla dowolnego xp € R i
kazdego ciggu x, — xp mamy

f(xn) = xn = x0 = f(x0).
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Funkcja f : D — R jest ciggfa w zbiorze A C D, jesli jest ciggta w
kazdym punkcie A (wzgledem dziedziny D).
Funkcje nazywamy ciggfa, jesli jest ciagta w catej swojej dziedzinie.

Przyktady:
(1) Funkcja f(x) = x jest ciagta na R. Dla dowolnego xp € R i
kazdego ciggu x, — xp mamy

f(xn) = xn = x0 = f(x0).

(2) Funkgcja stata f(x) = ¢, ¢ € R, jest ciagta na R, poniewaz dla
kazdego ciagu x, — Xg

f(xn) = c = c=f(x).
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Uwaga

(1) Jesli xo € D jest punktem skupienia dziedziny funkcji
f:D—= R, to

f jestciagtaw xo <= lim f(x) = f(xo).

X—>X0
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Uwaga
(1) Jesli xo € D jest punktem skupienia dziedziny funkcji
f:D—= R, to

f jestciggtaw xp <= lim f(x) = f(x0)-
X—X0

(2) W kazdym izolowanym punkcie xp swojej dziedziny funkcja f
jest ciagta. Istotnie, dla ciagu (x,) o wyrazach z D:

Xn — X9 < dINeN Vn>N x,=xp.

Whtedy réwniez f(x,) = f(xo) od pewnego miejsca.
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(1) Funkcja f(x) = sinx jest ciagta na R.
Z poznanych nieréwnosci oraz |sin t| < 1 wynika |sint| < |t| dla
kazdego t € R. Dla dowolnych x, xg € R mamy wiec

. , . X —Xo X + Xo
| sin x — sin xp| = 2 |sin 5 s
. X = X0
< 2]sin
- 2
X — X
<2 5 0 = |x — x|
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(1) Funkcja f(x) = sinx jest ciagta na R.
Z poznanych nieréwnosci oraz |sin t| < 1 wynika |sint| < |t| dla
kazdego t € R. Dla dowolnych x, xg € R mamy wiec

. , . X —Xo X + Xo
| sin x — sin xp| = 2 |sin 5 s
. X=X
< 2]sin
- 2
X — X
<2, 0| = |x — xo-

Dla € > 0 wystarczy przyja¢ 6 = . Wéwczas |x — xp| < d pociaga
za sobg |sin x — sin xg| < €.
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(2) Funkcja
)= x 0 X7

a, x =0,

jest ciagta w 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a = 1, poniewaz
limy_of(x) =1, a f(0) =a.
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(2) Funkcja

=4 x 70
a, x =0,
jest ciagta w 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a = 1, poniewaz
limy_of(x) =1, a f(0) =a.
(3) Funkcja f(x) = 1/x jest ciagta na D =R\ {0}. Jesli xo € D i (x,)
jest ciagiem o wyrazach z D takim, ze x, — xp, to 1/x, — 1/xo,
poniewaz xp # 0.
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(2) Funkcja

— x#0,

X

a, x =0,
jest ciagta w 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a = 1, poniewaz
limy_of(x) =1, a f(0) =a.
(3) Funkcja f(x) = 1/x jest ciagta na D =R\ {0}. Jesli xo € D i (x,)
jest ciagiem o wyrazach z D takim, ze x, — xp, to 1/x, — 1/xo,

poniewaz xp # 0.
(4) Funkcja

x # 0,

1
f(x) =< x’
a, x=0,

jest nieciagta w 0 dla kazdego a € R, gdyz

lim f(x)= lim f(x) = —oo0.
xltgtr (X) +oo, X_I}I’E_ (X) >
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Twierdzenie o lokalnym zachowaniu znaku

Jedli f: D — R jest ciagta w xop € D i f(xp) # 0, to istnieje r > 0 takie,
ze
xeD, |x—x|<r = f(x)f(x)>0.

Zatem f(x) ma w tym otoczeniu taki sam znak jak f(xo).
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Twierdzenie o lokalnym zachowaniu znaku

Jedli f: D — R jest ciagta w xop € D i f(xp) # 0, to istnieje r > 0 takie,
ze
xeD, |x—x|<r = f(x)f(x)>0.

Zatem f(x) ma w tym otoczeniu taki sam znak jak f(xo).

Twierdzenie o dziataniach na funkcjach ciagtych

Niech f,g : D — R beda ciagte w xo € D. Wéwczas f + g, f — g oraz fg
s ciagte w xp.

Jesli ponadto g(xp) # 0, to iloraz /g jest ciagly w xg na swojej
dziedzinie {x € D : g(x) # 0}.
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Z ciagtosci funkcji statych, funkcji x — x i twierdzenia o dziataniach
wynika ciagtos¢ wielomianéw na R oraz funkcji wymiernych P/Q na
{x: Q(x) # 0}, gdzie P, Q s3 wielomianami, Q # 0.

W. Domitrz Funkcje, granice, ciggtos¢



Z ciagtosci funkcji statych, funkcji x — x i twierdzenia o dziataniach
wynika ciagtos¢ wielomianéw na R oraz funkcji wymiernych P/Q na
{x: Q(x) # 0}, gdzie P, Q s3 wielomianami, Q # 0.

Ciagtos$¢ funkcji wyktadniczej x — a* dla a > 0.

Dla a > 1 z monotonicznosci potegowania otrzymujemy

1
<= = a¥Yr<ah<al/n
n

Poniewaz al/" — 1ia~ /" = 1, dla kazdego € > 0 mozna dobraé n tak,

aby oba oszacowania réznity sie od 1 o mniej niz e. Stad lim,_oa" = 1.
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Z ciagtosci funkcji statych, funkcji x — x i twierdzenia o dziataniach
wynika ciagtos¢ wielomianéw na R oraz funkcji wymiernych P/Q na
{x: Q(x) # 0}, gdzie P, Q s3 wielomianami, Q # 0.

Ciagtos$¢ funkcji wyktadniczej x — a* dla a > 0.

Dla a > 1 z monotonicznosci potegowania otrzymujemy

1
<= = a¥Yr<ah<al/n
n

Poniewaz al/" — 1ia~ /" = 1, dla kazdego € > 0 mozna dobraé n tak,
aby oba oszacowania réznity sie od 1 o mniej niz e. Stad lim,_oa" = 1.
Dla 0 < a < 1 stosujemy ten wynik do (1/a)~", a dla a = 1 wynik jest
oczywisty. Dla dowolnego xg € R:

lim 20" = 20 |im a" = a%.
h—0 h—0
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Twierdzenie o ciagtosci funkcji ztozonej

Niech f : D — E i h: E — R, gdzie D, E C R. Jedli f jest ciggta w
xo € D, a h jest ciagta w f(xp), to ho f jest ciagta w xg.
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Twierdzenie o ciagtosci funkcji ztozonej

Niech f : D — E i h: E — R, gdzie D, E C R. Jedli f jest ciggta w
xo € D, a h jest ciagta w f(xp), to ho f jest ciagta w xg.

Ciagtosc¢ funkcji trygonometrycznych.
Funkcja sin x jest ciggta na R. Zatem cos x = sin(x + 7/2) réwniez jest
ciggta na R.
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Twierdzenie o ciagtosci funkcji ztozonej

Niech f : D — E i h: E — R, gdzie D, E C R. Jedli f jest ciggta w
xo € D, a h jest ciagta w f(xp), to ho f jest ciagta w xg.

Ciagtosc¢ funkcji trygonometrycznych.

Funkcja sin x jest ciagta na R. Zatem cos x = sin(x + 7/2) réwniez jest
ciggta na R.

Z twierdzenia o ilorazie funkcji ciagtych wynika, ze

sin x
tgx = 2 jest ciagta na R 24 kr: k€ Z),
g x o jest ciagta na R\ {w/2 + k= }

ctgx = Z'onﬁ jest ciagta na R\ {krm : k € Z}.
nx
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Twierdzenie o ciagtosci funkcji odwrotne;j

Niech A C R bedzie niepustym przedziatem. Jesli funkcja

f: A— R jest ciagta i Sci$le monotoniczna, to f(A) jest
przedziatem, a funkcja odwrotna f=1 : f(A) — A jest ciagta i $ciéle
monotoniczna w tym samym kierunku co f.
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Twierdzenie o ciagtosci funkcji odwrotne;j

Niech A C R bedzie niepustym przedziatem. Jesli funkcja

f: A— R jest ciagta i Sci$le monotoniczna, to f(A) jest
przedziatem, a funkcja odwrotna f=1 : f(A) — A jest ciagta i $ciéle
monotoniczna w tym samym kierunku co f.

Wynika stad ciggto$¢ nastepujacych funkcji na podanych

dziedzinach:
Funkcja ‘ Dziedzina
log,x (a>0, a#1)| (0,+00)
arcsin x, arccos x [—1,1]
arctg x, arcctg x R
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Przyktad (1):
o(x) = sin(x®2 +1) = (ho )(x),

gdzie
f(x) = x> +1, h(u) = sin u.

Obie funkcje sa ciagte na R, zatem ¢ réwniez jest ciggta na R.
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Przyktad (2):
Y(x) =200 = (g o p)(x),

gdzie (x) = sin(x? + 1) oraz g(v) = 2". Obie funkcje s3 ciagte, zatem
1) jest ciggta na R.
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Przyktad (2):
Y(x) =200 = (g o p)(x),

gdzie (x) = sin(x? + 1) oraz g(v) = 2". Obie funkcje s3 ciagte, zatem
1) jest ciggta na R.

Twierdzenie o granicy ztozenia z funkcja ciagta

Niech f : D — E i h: E — R, gdzie D, E C R, a xp bedzie punktem
skupienia D. Jesli limy_,,, f(x) =L € E i h jest ciagta w L, to

Jim h(F(x)) = h (X@;O f(x)> = h(L).
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Przyktady:
(1) Jesli f(x) > a>0ig(x) = beR przy x — xo, to dla x z dziedziny,
dostatecznie bliskich xo i réznych od xp, mamy f(x) > 0 i

lim f(x)g(x) = lim e8X)INf(x) = gblna — b,
X—*Xo X—rXo
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Przyktady:
(1) Jesli f(x) > a>0ig(x) = beR przy x — xo, to dla x z dziedziny,
dostatecznie bliskich xo i réznych od xp, mamy f(x) > 0 i

lim f(x)g(x) = lim e8X)INf(x) = gblna — b,
X—*Xo X—rXo

(2) Dlaa>0,a#1oraz x> —1, x #0:

im 108a(1 +x)

T 1/x
x—0 x —Xlgnologa((l—i—x) )

=log,e = —.
a Ina
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Przyktady:
(1) Jesli f(x) > a>0ig(x) = beR przy x — xo, to dla x z dziedziny,
dostatecznie bliskich xo i réznych od xp, mamy f(x) > 0 i

lim f(x)g(x) = lim e8X)INf(x) = gblna — b,
X—*Xo X—rXo

(2) Dlaa>0,a#1oraz x> —1, x #0:

im 108a(1 +x)

T 1/x
x—0 x —Xlgnologa((l—i—x) )

=log,e = —.
a Ina

(3) Z ciagtosci cosinusa:

lim cos (Sm(ﬂ-x)> = cos (7r lim sm(7rx)> =cosm = —1.
x—0 X
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Twierdzenie o wartosci posredniej (wtasnosé Darboux)

Niech a < b, a f : [a, b] — R bedzie ciagta. Jesli
min{f(a), f(b)} < d < max{f(a),f(b)},

to istnieje ¢ € (a, b) takie, ze f(c) = d.
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Twierdzenie o wartosci posredniej (wtasnosé Darboux)

Niech a < b, a f : [a, b] — R bedzie ciagta. Jesli
min{f(a), f(b)} < d < max{f(a),f(b)},

to istnieje ¢ € (a, b) takie, ze f(c) = d.

Przyktady:
(1) Réwnanie sinx — x + 1 = 0 ma rozwiazanie. Funkcja
f(x) =sinx — x + 1 jest ciagta i

f0)=1>0, f(37/2)=—3n/2<0.

Zatem istnieje ¢ € (0,37/2) takie, ze f(c) = 0.
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Twierdzenie o wartosci posredniej (wtasnosé Darboux)

Niech a < b, a f : [a, b] — R bedzie ciagta. Jesli
min{f(a), f(b)} < d < max{f(a),f(b)},

to istnieje ¢ € (a, b) takie, ze f(c) = d.

Przyktady:
(1) Réwnanie sinx — x + 1 = 0 ma rozwiazanie. Funkcja
f(x) =sinx — x + 1 jest ciagta i

f0)=1>0, f(3m/2)=—3r/2<0.
Zatem istnieje ¢ € (0,37/2) takie, ze f(c) = 0.
(2) Funkcja f(x) = x3/4 — sin(7x) + 3 przyjmuje warto$¢ 8/3 w

przedziale (—2,2), poniewaz jest ciagta oraz

f(—2)=1<8/3<5="f(2).
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Twierdzenie Weierstrassa

Niech a,b € R, a < b. Jedli f : [a, b] — R jest ciagta, to jest
ograniczona i osigga na [a, b] swoje minimum i maksimum:

dM >0 Vxelab] |f(x) <M,

Jdei, o € [a, b] : f(c1) = sup f(x),
x€|a,b]
f(e) = Xei?afb] f(x).
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Twierdzenie Weierstrassa

Niech a,b € R, a < b. Jedli f : [a, b] — R jest ciagta, to jest
ograniczona i osigga na [a, b] swoje minimum i maksimum:

IM >0 Vxelab] |f(x) <M,

Jdei, o € [a, b] : f(c1) = sup f(x),
x€|a,b]
f(e) = xei?afb] f(x).

Uwaga: na przedziale otwartym funkcja ciggta nie musi by¢
ograniczona ani osiagac swoich kreséw. Na (0, 1) funkcja

f(x) = 1/x jest nieograniczona z gory, a g(x) = x jest
ograniczona, lecz nie osigga ani kresu dolnego 0, ani gérnego 1.
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Punkty nieciagtosci

Niech f: D — R i xp € D. Punkt xo nazywamy izolowanym punktem
nieciggfosci, jesli f jest nieciagta w X i istnieje r > 0 takie, ze f jest
ciggta w kazdym punkcie zbioru

(D N(xo—r,x+ r)) \ {x0}
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Punkty nieciggtosci

Niech f: D — R i xp € D. Punkt xo nazywamy izolowanym punktem
nieciggfosci, jesli f jest nieciagta w X i istnieje r > 0 takie, ze f jest
ciagta w kazdym punkcie zbioru

(D N(xo—r,x+ r)) \ {x0}

.

Rodzaje nieciaggtosci

Niech dodatkowo xy bedzie punktem skupienia dziedziny z obu stron.
Punkt nieciagtosci jest:

© | rodzaju, jesli obie granice jednostronne s3 skoriczone (ich réwnos¢
oznacza nieciggto$¢ usuwalng, a réznosé¢ — skokows);

@ /I rodzaju, jesli co najmniej jedna z granic jednostronnych jest
niewtasciwa albo nie istnieje.

A
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(1) Niech E = {1/(km) : k € Z\ {0}} oraz
1
——, x¢& EU{0},
f(x) = < sin(1/x) # {0}

0, x € EU{0}.
Kazdy punkt xx = 1/(km), k # 0, jest izolowanym punktem nieciagtosci
Il rodzaju: granice jednostronne sa nieskonczone i maja przeciwne znaki.
Punkt O réwniez jest punktem nieciggtosci, poniewaz
up=1/(r/2+42nm) - 0i f(u,) =1 # £(0). Nie jest izolowanym
punktem nieciagtosci, gdyz 1/(nm) — 0 i kazdy z tych punktéw nalezy do
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(2) Niech
x|
-_— Z
Fx) = { sinx’ < FTE
0, x € nZ.
Punkt O jest izolowanym punktem nieciggtosci | rodzaju (skokowej),
poniewaz
lim f(x) =1, lim f(x)=-1.

x—0t x—0—
Punkty km, k € Z \ {0}, sa izolowanymi punktami nieciagtosci |l rodzaju:
ich granice jednostronne s3 nieskonczone i maja przeciwne znaki.
40+

20+

40
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(3) Dla funkgji

0, x =0,
punkt O jest izolowanym punktem nieciggtosci |l rodzaju; zadna z granic
jednostronnych w 0 nie istnieje.
Istotnie, dla dowolnego y € [—1, 1] wybierzmy
a = arcsiny € [-m/2,7m/2] i przyjmijmy

F(x) = {sin(l/x), x #0,

1 1
= 0F, X, = ———— — 0"
o+ 2nm o —2nm

X,

n

(n>1).

Wtedy f(x]) = f(x;) = y. Wybierajac dwa rézne y, wykluczamy
istnienie kazdej z granic jednostronnych.

1.0

05+

-0.10 -0.06 0.05 0.10
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Funkcja Dirichleta

F(x) = 1, xeQ,
70, xeR\Q.

Funkcja ta nie jest ciagta w zadnym punkcie.
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Funkcja Dirichleta

f(X)_ ]-7 Xe@a
10, xeR\Q.

Funkcja ta nie jest ciagta w zadnym punkcie.

Dowdd. Ustalmy xp € R i e = 1/2. Kazde otoczenie xg zawiera
zaréwno liczby wymierne, jak i niewymierne. Zatem dla kazdego
6 > 0 istnieje x takie, ze

|x —xo0| < 0 oraz If(x) — f(x0)|=1>¢.

Warunek ciggtosci nie jest wiec spetniony w zadnym xg. O
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