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Pochodna funkgji

Niech bedzie dana funkcja f : D — R i niech
dr>0 (xo—r,xo+r)CD.
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Pochodna funkgji

Niech bedzie dana funkcja f : D — R i niech
dr>0 (xo—r,xo+r)CD.

Jedli istnieje granica wiasciwa tzw. ilorazu réznicowego

)=o) e+ Ax) = f(
X—+X0 X — X0 Ax—0 Ax

%) (g

to te granice nazywamy pochodna funkcji f w punkcie xg i
oznaczamy f'(xg) lub (o).

.
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Pochodna funkgji

Niech bedzie dana funkcja f : D — R i niech
dr>0 (xo—r,xo+r)CD.

Jedli istnieje granica wiasciwa tzw. ilorazu réznicowego

)=o) e+ Ax) = f(
X—+X0 X — X0 Ax—0 Ax

%) (g

to te granice nazywamy pochodna funkcji f w punkcie xg i
oznaczamy f'(xg) lub (o).

.

Jesli funkcja ma pochodna w xg, to méwimy, ze jest
rézniczkowalna w punkcie xp.
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lloraz réznicowy - interpretacja graficzna

Niech o bedzie katem nachylenia prostej siecznej przechodzacej
przez punkty (x, f(x)) i (xo, f(x0)). Wtedy

_ f(x) = f(x) _ fx0) — f(x)
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Prosta styczna do wykresu w punkcie

Proste sieczne przechodzace przez punkty (x, f(x)) i (xo, (x0)) dla
x — xp daza do prostej stycznej do wykresu w punkcie (xo, f(xp)).
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Prosta styczna do wykresu w punkcie

Proste sieczne przechodzace przez punkty (x, f(x)) i (xo, (x0)) dla
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Interpretacja geometryczna pochodnej

Tangens kata nachylenia siecznej przechodzacej przez punkty
(x,f(x)) i (x0,f(x0)) jest ilorazem réznicowym z definicji
pochodnej. Gdy x — xg, to iloraz réznicowy dazy do pochodne;j
f'(xo), a tangens kata nachylenia siecznych dazy do tangensa kata
nachylenia prostej stycznej do wykresu funkgji f(x) w punkcie xp.
Stad tga = '(xp).

(%o, f(xo))

20

051
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Interpretacja fizyczna pochodnej - predkos¢ chwilowa

Punkt P porusza sie po prostej OX. Wspétrzedna x = s(t) punktu
jest funkcja od czasu t.

lloraz réznicowy w jest srednia predkoscia miedzy
chwila tg i chwila tp + At.
Pochodna v(ty) = s'(tp) = lima¢—s
(chwilowa) w chwili to.

0 w jest predkoscia

—e @ 2 B=
0 s(tp) s(fp + At)
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Przyktady:

(1) Korzystajac z definicji wyznaczy¢ pochodna funkg;ji
f(x) = 3x% — 4x

f(x 4+ Ax) = 3(x + Ax)? — 4(x + Ax) =
3x2 4 6xAx + 3(Ax)? — 4x — 4Ax

FOEB) 1) _ SXAXE3(APAAX _ 6 L 3N 4 — 6x—4 = F/(x)
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(2) f(x) = v/x
f(x+Ax) = Vx+ Ax = f(x+ Ax) — f(x) = Vx + Ax — /x

. f(x+Ax)—f(x . VX+Ax—/x

limax—o ( A)z ) — limax—o Ax VX

= |imAX_>0 1 -1 f! X)
VXx+Ax++/x 24/x
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(2) f(x) = v/x
f(x+Ax) = Vx+ Ax = f(x+ Ax) — f(x) = Vx + Ax — /x

. f(x+Ax)—f(x . Vx+Ax—+/x
limax—o % = limax—o T\f

1 _ 1
= limaxso oz = o = T (%)

Pochodne jednostronne
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(2) f(x) = v/x
f(x+Ax) = Vx+ Ax = f(x+ Ax) — f(x) = Vx + Ax — /x

. f(x+Ax)—f(x . X+Ax—/x
limax so % _ |,mlAX_>0 7\/Ax\f —
_ _ _

= limaxso oz = o = T (%)

Pochodne jednostronne

f(xo) = lim,, o %&EX") — pochodna prawostronna
/ 0 f)—f(x) _
f' (x0) = lim,, L ~%—x _ — pochodna lewostronna
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(2) f(x) = v/x
f(x+Ax) = Vx+ Ax = f(x+ Ax) — f(x) = Vx + Ax — /x

. f(x+Ax)—f(x . X+Ax—/x
||max_>0 7( ,_,)3 ( ) = |||"qax_>0 T Ax f =
_ 'm _ £/

limax—o Vx+DAx++/x 2y/x f (X)

Pochodne jednostronne

f(xo) = lim,, o %}ig’“’) — pochodna prawostronna
f' (xo) = lim__, - %}iéx") — pochodna lewostronna

Uwaga

| o
.

f'(xp) — istnieje <= istnieja skoriczone pochodne jednostronne
f1(x0), f_(xo) i sa sobie réwne.
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Przyktady: (1) f(x) =sinx, xp =0

F(0) = limy—so 9=FO = jim, o sinx = 1
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Przyktady: (1) f(x) =sinx, xp =0

f'(0) = limy—0 =) — Jim,_,q Sinx — 1

(2) f(x) = |x| nie jest rézniczkowalna w xg = 0. Dowdd:.
£1(0) = lim, 0+ 2 = lim, 0+ X = 1.

£(0) = lim,_,o- 2 =
istnieje. [

|x]

= lim,_,o- - = —1. Wigc limy_,0 - nie

f(x)=Ix]
1.0-
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Tw. (warunek konieczny istnienia pochodnej)

Jesli f'(xp) — istnieje = f jest ciagta w xo.

Uwaga. W powyzszym twierdzeniu implikacja w druga strone nie
zachodzi, np. f(x) = |x| jest ciagta i nie jest rézniczkowalna w
x =0.

Dowdd Tw.:

<|imHXO TI=F00) — f1(30) €R A limysn (X — X0) = 0) N

X—Xo
= limy g [F(x) = F(x0)] = limycpg LEEEE0) (5 — ) =

= f'(x0) -0 =0 = limy_x, f(x) = f(x0) = f - ciagta w xo.
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Definicja (Pochodne wyzszych rzedéw)

Jedli f'(x) istnieje Vx € X, to w X okreslona jest funkcja
RDODX>x—f(x)eR

Pochodna tej funkgji (o ile istnieje) nazywamy druga pochodna
funkcji f i oznaczamy f”(x) = (f'(x))’.

Ogélnie: F(H1)(x) = (F(N(x))’
Ozn. f(M(x) = %(x)
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Definicja (Pochodne wyzszych rzedéw)

Jedli f'(x) istnieje Vx € X, to w X okreslona jest funkcja
RDODX>x—f(x)eR

Pochodna tej funkgji (o ile istnieje) nazywamy druga pochodna
funkcji f i oznaczamy f”(x) = (f'(x))’.

Ogélnie: F(H1)(x) = (F(N(x))’
Ozn. f(M(x) = %(x)

f"(x) = (f'(x)) = limax—o —f/(X+AAX)_f/(X)

X
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Definicja (Pochodne wyzszych rzedéw)

Jedli f'(x) istnieje Vx € X, to w X okreslona jest funkcja
RDODX>x—f(x)eR

Pochodna tej funkgji (o ile istnieje) nazywamy druga pochodna
funkcji f i oznaczamy f”(x) = (f'(x))’.

Ogélnie: F(H1)(x) = (F(N(x))’
Ozn. f(M(x) = %(x)

F/(x) = (f(x)) = limax—o %{);W(X) .
f(n+1)(x) — (f(n)(x))/ — limay o0 f (X+AAX)27f (x)
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Definicja (Pochodne wyzszych rzedéw)

Jedli f'(x) istnieje Vx € X, to w X okreslona jest funkcja
RDODX>x—f(x)eR

Pochodna tej funkgji (o ile istnieje) nazywamy druga pochodna
funkcji f i oznaczamy f”(x) = (f'(x))’.

Ogélnie: F(H1)(x) = (F(N(x))’
Ozn. f(M(x) = %(x)

f"(x) = (f'(x)) = limax—o —f/(X+AAX)_f/(X)

X

FrD (x) = (FD(x)) = lim a o TnCHBA=F) jeseli funkeja

ma pochodne f(X)(xo) dla k =1,--- , n to méwimy, ze jest
n-krotnie rézniczkowalna w xp.
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Interpretacja fizyczna drugiej pochodnej - przyspieszenie

Punkt P porusza sie po prostej OX. Wspétrzedna x = s(t) punktu
jest funkcja od czasu t.
Pochodna v(ty) = s'(to) = limat—o
(chwilowa) w chwili tp.

S(to%fz—f(to) jest predkoscia

Druga pochodna a(vy) = s”(to) = v/(to) = limas—so w

jest przyspieszeniem w chwili tp.

—e e ® '
0 s(tp) S(fp + At)
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Podstawowe wzory
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Podstawowe wzory

ef(x)=ceR, f'(x)=0
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Podstawowe wzory

ef(x)=ceR, f'(x)=0

f(x+Ax)

Dowdd: f'(x) = limax_o AX*f(X) = limax—0 5= = 0.1
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Podstawowe wzory

ef(x)=ceR, f'(x)=0

f(x+Ax)—f(x . —
FOABAI) — limp, o S5 = 0.0

Dowdd: f'(x) = limax_o

e (x"Y =nx"1 xcR, neN
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Podstawowe wzory

ef(x)=ceR, f'(x)=0

f Ax)—f . —
FOABAI) — limp, o S5 = 0.0

Dowdd: f'(x) = limax_o -

e (x"Y =nx"1 xcR, neN

s . . x+Ax)"—x"
Dowdd: (x")" = limax—o % =
n n
x"-‘,—( 1 )X"le+< 5 )X"Z(Ax)z—l—...—l—(Ax)"—x"
limax—so A = nx""1.0
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o (x*) =ax*1 x>0, a€R

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne



o (x*) =ax*1 x>0, a€R

, ) Ax)Y —x
Dowdd: (x)" = limax—o % =
: (1+5)"-1 4 1 -1
limax—ox* - —%— 3 =x%a- L =ax*" " [

X
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o (x*) =ax*1 x>0, a€R

, ) Ax)Y —x

Dowdd: (x)" = limax—o % =

: (1+5)"-1 4 1 -1
limax—ox* - —%— 3 =x%a- L =ax*" " [

X

e (&) =a"-Ina, a>0,xeR
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o (x*) =ax*1 x>0, a€R
£, ay _|; (x+AX)*—x* _
Dowéd: (x*)" = limax—0 ——pr—— =

() 1

limax—ox* - *—%— 3 =x%-a- % =ax® 1. O
X
e (&) =a"-Ina, a>0,xeR
, . X+AX __ ox . Ax__
Dowdd:(a*)" = limax—0 =5 = limax—oa*- anl =a3%-Ina.lJ
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o (x*) =ax*1 x>0, a€R
£, ay _|; (x+AX)*—x* _
Dowéd: (x*)" = limax—0 ——pr—— =

() 1

limax—ox* - *—%— 3 =x%-a- % =ax® 1. O
X
e (&) =a"-Ina, a>0,xeR
‘7. /T X HAX_ gx T aBx_1 -
Dowéd:(a*) = limax—o &3 = limax—0a* - 27—~ = a*-Ina.l]

° (ex)/ = X

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne



o (x*) =ax*1 x>0, a€R
£, ay _|; (x+AX)*—x* _
Dowéd: (x*)" = limax—0 ——pr—— =

() 1

limax—ox* - *—%— 3 =x%-a- % =ax® 1. O
X
e (&) =a"-Ina, a>0,xeR
‘7. /T X HAX_ gx T aBx_1 -
Dowéd:(a*) = limax—o &3 = limax—0a* - 27—~ = a*-Ina.l]

° (ex)/ = X

e (sinx)’ = cosx
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o (x*) =ax*1 x>0, a€R
L0 (v | (x+Ax)*—x*
Dowéd: (x*)" = limax—0 Ay

(1+5)"-1 1

limayx_so x% - A e =x%a % =ax® 1. O
e (a¥) =a"-Ina, a>0 xeR
, x+Ax X . Ax__
Dowdd:(a*)" = limax—0 =5 = limax—oa*- anl =a3%-Ina.lJ

° (ex)/ — ex
e (sinx)’ = cosx

. . . in(x+Ax)—si

Dowdd: (sinx)" = limax—o w =

. ZSln—cos(x—I—AX) sin 2% AX

limax—o —23x—2= = limax—0 —&2 - COs (X—i— &%) = cos x.

O
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e (cosx)' = —sinx
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e (cosx)' = —sinx

Dowdd: R N
/ : cos(x+Ax)—cos x . —2sin S¥sin(x+5*)
(cosx) = limax—o % = limax—o e =
. sin % . Ax .
liMax_s0 ——a2= - Sin (X + 7) = —sinx.[]
2
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e (cosx)' = —sinx

Dowdd: R N
/ : cos(x+Ax)—cos x . —2sin S¥sin(x+5*)
(cosx) = limax—o % = limax—o e =
. sin % . Ax .
liMax_s0 ——a2= - Sin (x + 7) = —sinx.[]
2

Tw. (o dziataniach arytmetycznych na pochodnych)

Jedli /i g’ istnieja i ¢ € R, to istnieja:
(FLg) =Ff=+g, (cf)=c-f

Reguta Leibniza: (f-g)' =f -g+f-g

f\ f-g—f-g
(-2 o
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Reguta Leibniza

(f-g)=f-g+f-g

DDy
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Al




Dowdéd tw.:
F(x) = f(x)-&(x)
F(x+Ax)—F(x) _

limax—o Ax
Fxt Ax) 8 (x-Ax)—F(x) 8 () HF(x)-g(x-Ax)—F(x)-g(x+Ax) _

= limax—0 Ax
= limax—o 7f(X+AAX))( Fx) g(x + Ax) + gi(XJFAAX) g(x) . flx)| =

= f(x) - g(x) +&'(x) - f(x) = F'(x) = [f(x) - g(x)]
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Dowdéd tw.:
F(x) = f(x)-&(x)
F(x+Ax)—F(x) _

limax—o Ax
Fxt Ax) 8 (x-Ax)—F(x) 8 () HF(x)-g(x-Ax)—F(x)-g(x+Ax) _

= limax—0 Ax
= limax—o 7f(X+AAX))( Fx) g(x + Ax) + gi(XJFAAX) g(x) . flx)| =

= F(x) - g(x) + &'(x) - F(x) = F'(x) = [f(x) - g(x)]
H(x) =23, g(x) £ 0

g(x)’
f(x+Ax)  f(x)
H(x+Ax) H(x) _ |ImA 0 0B e(x) _

limay_s Ax

_ |imAx . f(x+Ax)g(x) (X(lgjL(Zt)A)E)ﬁ(xx)g(X) f(x)e(x) _
B e
_ [%]/D
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Podstawowe wzory c.d.

) Analiza, Wykfad: Pochodne



Podstawowe wzory c.d.

. !
o (tgx) = (X)) = A

1

sin? x

o (ctgx) = —
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Podstawowe wzory c.d.

; /
o (tgx) = (X)) = A

1

sin? x

o (ctgx)' = —

Tw. (o pochodnej funkgji odwrotnej)

Jedli funkcja y = f(x) jest ciagta i Scisle monotoniczna w przedziale
(a, b) i w punkcie xg € (a, b) ma pochodna f/(x) # 0, to funkcja
x = g(y) odwrotna do niej ma w punkcie yo = f(xp) pochodna

1
g/(yO) = m |Xo=g(yo)

A\
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Dowdd tw.:

y=1Ff(x) <= x=gly)

/ — gly)—gv) _ |; x=x0 _ _
g (_yO) - l'my—>yo Y=Y - ||mX_)X0 f(X)—f%Xo) -
— i 1 _ 1
= ||mx—>X0 f)—flo) — 1‘-/(X0)D

X*XO
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Dowdd tw.:

y=1Ff(x) <= x=gly)

! — | gly)—gv) _ |; x=x0 _ _
g'(yo) = limy o S50 = liMssg 76 =0) =
T 1 1
= ||mx—)X0 f)—flo) — f-/(Xo)D

X*XO
Podstawowe wzory c.d.

o (log, %)’ = i
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Dowdd tw.:

y=1Ff(x) <= x=gly)

! — | gly)—gv) _ |; x=x0 _ _
g'(yo) = limy o S50 = liMssg 76 =0) =
T 1 1
= ||mx—)X0 f)—flo) — f-/(Xo)D

X*XO
Podstawowe wzory c.d.

o (log, %)’ = i

Dowéd: y =log,x <— x = a¥

r_ 1 1 _ 1
(Iogax) T (&¥)Y 7 &Ina” xlna

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne



Dowdd tw.:

y=1Ff(x) <= x=gly)

! — | gly)—gv) _ |; x=x0 _ _
g'(y0) = limy—yo 555=0 % = liMxos 7~ 760) =
= lim L = =7

X—x0 TR-Fog) — F(x0)
X*XO
Podstawowe wzory c.d.
1

o (log, x)' = xIna
Dowéd: y =log,x <— x = a¥

/1 1 _ 1
(Iogax) T (a¥) T @Ina T xlna

o (Inx) =

X =~

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne



Dowdd tw.:

y=1Ff(x) <= x=gly)

! — | gly)—gv) _ |; x=x0 _ _
g'(y0) = limy—yo 555=0 % = liMxos 7~ 760) =
= lim L = =7

X—x0 TR-Fog) — F(x0)
X*XO
Podstawowe wzory c.d.
1

o (log, x)' = xIna
Dowéd: y =log,x <— x = a¥

_ 1 _ 1 _ 1
(IOgaX)I T (&¥)Y 7 &Ina” xlna
_1
° (ln X)/ =X
: 1
o (arcsinx)’ = =

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne



Dowdd tw.:

y=1Ff(x) <= x=gly)

! — | gly)—gv) _ |; x=x0 _ _
g'(y0) = limy—yo 555=0 % = liMxos 7~ 760) =
= lim L = =7

X—x0 TR-Fog) — F(x0)
X*XO
Podstawowe wzory c.d.
1

° (|Oga X)/ ~ XIna
Dowéd: y =log,x <— x = a¥

/1 1 _ 1
(Iogax) T (a¥) T @Ina T xlna

: 1
e (arcsinx) = i
Dowéd: y = arcsinx <= x =siny, ye€(—3,5), x€(—-1,1)

O

sy = 1 1 _ 1 Sy
(arcsmx) T (siny)) T cosy 1=sin?y V122

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne



e (arccos x)' = —ﬁ

W. Domitrz (slajdy 5zyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne



e (arccos x)' = —ﬁ

Dowéd:y = arccosx <= x =cosy, y € (0,7), x € (—1,1)
1 1

_ 1 — _ 1 ]
(cosy)’ siny \/1—cos2y Vi-x2'

(arccos x)' =

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne



e (arccos x)' = —ﬁ

Dowéd:y = arccosx <= x =cosy, y € (0,7), x € (—1,1)

f_ 1 _ 1 _ ___1 _ 1
(arccosx)' = o537 =~y = T, s
r_ 1
® (arCth) =132

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne



e (arccos x)' = 1

T VIee
Dowéd:y = arccosx <= x=cosy, y € (0,7), xe (-1,1
y

’r_ 1 _ 1 _ 1 _ 1 M

(arccosx)' = o537 =~y = T, s
1

° (arCth)/ = 1+7
Dowdd: y = arctgx <= x=tgy, ye(-3,5%)

I _ 1 _ 1 2., cos® y _
(arctg x) = ey ~ = COS”y = oo, =

_ 1 _ 1
T 1+tg2y T 1—|—x2'D

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne



e (arccos x)' = 1

T VIee
Dowéd:y = arccosx <= x=cosy, y € (0,7), xe (-1,1
y

’r_ 1 _ 1 _ 1 _ 1 M

(arccosx)' = o537 =~y = T, s
1

° (arCth)/ = 1+7
Dowdd: y = arctgx <= x=tgy, ye(-3,5%)

I _ 1 _ 1 2., cos® y _
(arctg x) = ey ~ = COS”y = oo, =

_ 1 _ 1
T 1+tg2y T 1—|—x2'D

o (arcctgx) = ——5

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne



e (arccosx) = ——=2

V1-x2
Dowéd:y = arccosx <= x =cosy, y € (0,7), x € (—1,1)
’r_ 1 _ 1 _ 1 _ 1 M
(arccosx)' = o537 =~y = T, s
o (arctgx) = 1+X2
Dowdd: y = arctgx <= x=tgy, ye(-3,5%)
I _ 1 _ 1 2 cos? y
(arctg x)' = i —— COS™Y = 2y ety =

_ 1 _ 1
T 1+tg2y T 1—|—x2'D

e (arcctg x)' = —H%

Dowdd:y = arcctgx <= x =ctgy, y € (0,7)

/I _ 1 _ 1 a2 sin? y
(arcctg X) = (etgyy — = 12 - sin~y = cos2y+sm y
sinc y
_ 1 _ 1 ‘7‘
T ldctg?y T 14x2T

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne



Tw. (o pochodnej funkgji ztozonej)

Jesli funkcja u = h(x) ma pochodna h'(x) w punkcie x, a funkcja
y = f(u) ma pochodna f/(u) w punkcie u = h(x), to funkcja
ztozona ¢(x) = f[h(x)] ma w punkcie x pochodna

¢'(x) = f'(h(x)) - '(x)

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne



Tw. (o pochodnej funkgji ztozonej)

Jesli funkcja u = h(x) ma pochodna h'(x) w punkcie x, a funkcja
y = f(u) ma pochodna f/(u) w punkcie u = h(x), to funkcja
ztozona ¢(x) = f[h(x)] ma w punkcie x pochodna

¢'(x) = f'(h(x)) - '(x)

Przyktad:

[2arctg (sin x)]’ — parctg(sinx) . |n92. 1+? 5— + COS X
SN~ X

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne



(L)Vx#0 (In|x]) =1

(Inx) =1
(n(—x)) = & (1) = &

x> 0= (In|x|)
x < 0= (In|x])

(2) Pochodna logarytmiczna

[n [N =

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne



(L)Vx#0 (In|x]) =1

(Inx) =1
(n(—x)) = & (1) = &

x> 0= (In|x|)
x < 0= (In|x])

(2) Pochodna logarytmiczna

InlF G = 755

Przyktad:

x3(x2
f(X) =3 7§ 5_+X1)

In|f(x)] =In|x|+ 1In|x®+ 1] — & In|5 — x|
F1(x) = £0x) - [In[F (I

3(x24+1
mgzﬂggg[3g?§h+%?%

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne



Styczna do wykresu funkgji.

Jesli funkcja f : D — R jest rézniczkowana w xg to réwnanie
stycznej do wykresu jej funkcji w punkcie (xp, f(x0)) ma postaé:

y = f'(x0) - (x = x0) + f(x0),

bo tangens kata nachylenia do osi OX prostej stycznej do wykresu
funkeji £ w punkcie (xo, f(xp)) to f'(xo).

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne



Styczna do wykresu funkgji.

Jesli funkcja f : D — R jest rézniczkowana w xg to réwnanie
stycznej do wykresu jej funkcji w punkcie (xp, f(x0)) ma postaé:

y = f'(x0) - (x = x0) + f(x0),

bo tangens kata nachylenia do osi OX prostej stycznej do wykresu
funkcji £ w punkcie (xo, f(xp)) to f'(xo).
Jesli limyy, F=T00) — oo tub limyy,

réwnanie stycznej ma postaé x = xg.

F)—F0) _ _

X—x0 o0, to

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne



Styczna do wykresu funkgji.

Jesli funkcja f : D — R jest rézniczkowana w xg to réwnanie
stycznej do wykresu jej funkcji w punkcie (xp, f(x0)) ma postaé:

y = f'(x0) - (x = x0) + f(x0),

bo tangens kata nachylenia do osi OX prostej stycznej do wykresu
funkcji £ w punkcie (xo, f(xp)) to f'(xo).
Jesli limyy, F=T00) — oo tub limyy,

réwnanie stycznej ma postaé x = xg.

F)—F0) _ _

X—x0 o0, to

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne



Styczna do funkgji f(x) = arcsin(x) w punkcie (3, Z

. 1 1 .
(arcsinx)' = =— = y = M(x—xoﬂ—arcsm(xo)

1 N 2 ( 1)+ T

— = — X _—— —

0T T VT AT T2 T
2,
al

2 - i 2

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne



Styczna do funkgji f(x) = arcsin(x) w punkcie (0, 0).

y = M(X — xp) + arcsin(xg), xo = 0=y = x.

P




W punktach x = —1, x = 1 funkcje arcsin x , arccos x nie maja
pochodnych jednostronnych (granice ilorazéw réznicowych sa
niewtasciwe), np.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne



W punktach x = —1, x = 1 funkcje arcsin x , arccos x nie maja
pochodnych jednostronnych (granice ilorazéw réznicowych sa
niewtasciwe), np.

arcsin x—arcsin(—1)

lim, 1+ x—(=1)
y = arcsin x, x€[-11]
= X =siny, ye[_g’%] B
x = -1t =y -7
o S an SR e -
= |Imy—>—%+ siny—sin(_%) N Ilmy_’_g+ 25i"%(y+g)cosé(y_%) N
1 ™
. i(r+3) 1 =
= |'myﬁ*§+ sing(y+3) cosz(y-3) e

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne



Styczna do funkcji f(x) =

-2 g 1 2

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne



Styczna do funkgji f(x) = arcsin(x) w punkcie (1, %).
5
oL

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne



Normalna ( czyli prostapadta do stycznej) do wykresu funkgji.

Niech funkcja f : D — R bedzie rézniczkowalna w punkcie xp.
Prosta normalna do wykresu funkcji f w punkcie (xp, f(x0)) to
prosta prostpadta do stycznej w tym punkcie.
Jedli o jest katem nachylnia do osi OX prostej stycznej, to kat
nachylenia prostej normalnej to « + 7, bo proste przecinaja si¢
prostopadle w (xo, f(x0)). Wiemy, ze tga = f'(xp). Stad

1 1

tg(a + g) = —ctg(a) = e = o)

Dlatego réwnanie normalnej do f w (xp, f(xp)) ma postaé:

< (x — x0) + f(x0), jesli f'(x0) # O.

Jesli f/(x0) = 0 to réwnanie normalnej do f w (xo, f(xo)) ma
postaé: x = Xxg

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne



Styczna i normalna do paraboli

Wyznaczy¢ réwnanie stycznej i normalnej do paraboli y = x? — 4x
w punktach o odcietej x =1i x = 2.

f(x)=x?>—4x = f'(x)=2x—4

x=1=1f(1)=-3,f(1) =
styczna: y = —2(x — 1) —3
normalna: y = 3(x —1) =3 1

x=2=1f(2)=-4,f(2)=0
styczna: y = —4, normalna: x =2

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz)

Analiza, Wyktad: Pochodne



Styczna i normalna do paraboli y = x> —4x w x =1

styczna: y = f2x — 1, normalna: y = %x — %
o
5L
2 5 .
Al
/f

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne




Styczna i normalna do paraboli y = x> —4x w x = 2

styczna: y = —4, normalna: x =2

-2 6

2+

1

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne



Styczne i normalne do okregu

Wyznaczy¢ réwnania stycznych i normalnych do okregu
x? 4+ y? —2x + 4y — 3 = 0 w punktach przeciecia z osia OX.

2 2 _ _a_
{x—i—y 2x+4y —3=0 A= (-1,0), B = (3,0)
y=0
rézniczkujemy réwnanie okregu wzgledem x:

2x+2y -y =244y =0=y = 2+y:>yA—l yB:—l
dla A: styczna: y = x+ 1, normalna: y = —x — 1.

dla B : styczna: y = —x + 3, normalna: y = x — 3.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne



Styczne i normalne do cykloidy

Wyznaczy¢ réwnanie stycznej i normalnej do cykloidy
x(t)=t—sint, y(t)=1—costdlat= 7.

x(B)=2-1,y(%) =1, %(t)=1—cost, %(t)=sint

dt
dy . st t
dy o E(t) _ sint _ 2sinzcoss t
dx(t) - %(t) ~ 1—cost 25in2§f = ctg 2
dy (3) =1= styczna:y =x— 5 +2,normalna: y = —x + %
dx \2 Y ny 2 ) ny 2

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne



Kat miedzy krzywymi y = f(x) i y = g(x)
Kat miedzy krzywymi y = f(x) i y = g(x) w punkcie ich przeciecia

(%0, F(x0)) = (x0,&(x0)) jest to kat v € [0, Z] miedzy stycznymi
do tych krzywych w tym punkcie.

251

2.0+

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne



Kat miedzy krzywymi y = f(x) i y = g(x)

Kat miedzy krzywymi y = f(x) i y = g(x) w punkcie ich przeciecia
(%0, F(x0)) = (x0,&(x0)) jest to kat v € [0, Z] miedzy stycznymi

do tych krzywych w tym punkcie.

25

20+

s
' 2

-0.5 0.5

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz)

1.5 2.0

Analiza, Wyktad: Pochodne

2.5




Kat miedzy krzywymi y = f(x) i y = g(x)

Kat miedzy krzywymi y = f(x) i y = g(x) w punkcie ich przeciecia
(%0, F(x0)) = (x0,&(x0)) jest to kat v € [0, Z] miedzy stycznymi
do tych krzywych w tym punkcie.

25-
20+
15+
A
05+
-05 05 1.0 1.5 2.0 25

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne



Kat miedzy krzywymi y = f(x) i y = g(x)

Twierdzenie

Kat miedzy krzywymi y = f(x) i y = g(x) w punkcie
(x0, f(x0)) = (x0,&(x0)) wynosi

v arctg’%)g(’&z) , 1+ f'(x0) g'(x0) #0
z, 1+ f(x0)-g'(x)=0

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne



Kat miedzy krzywymi y = f(x) i y = g(x)

Twierdzenie

Kat miedzy krzywymi y = f(x) i y = g(x) w punkcie
(x0, f(x0)) = (x0,&(x0)) wynosi

f'(x0)—g&'(x0)
e { arctg )

1+f’xo)g(xo) ’ 1+f’( )g(XO)#O
2, ].-|-f/( 0)- (Xo)ZO

Dowdd: tg(a — ) = % ,tga = f(x0),tg 8 = g'(x0)-
v€[0,%) = tgy > 0= tgy = [tg(a — B)|

Wektory kierunkowe prostych stycznych to

u=(Ltga) = (1,'(x)) oraz v = (1, g 8) = (1,&'(x0)). (o — B)
to kat miedzy u i v.

Ich iloczyn skalarny réwny jest ue v =1+ f'(x0) - g’(x0). lloczyn
skalarny ue v =1+ f/(x) - g'(x0) = 0 jesli niezerowe wektory u i
v sa prostopadte czyli kat miedzy nimi to =7. Stad v = 7.[J

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne



Przyktady:

(1) Pod jakim katem przecinaja sie krzywe f(x) = sinx i
g(x) = cos x.

sinx =cosx = x =7+ km, f'(x)=cosx, g'(x)=—sinx
V2, V2
v = arctg ‘ 21112 = arctg 2v/2
2

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne



2) Pod jakim katem przecinaja sie prosta x +y —4 = 0 i parabola
J
2y =8 — x?

x+y—4=0
2y =8 — x?

f(x)=—x+4=1'(x)=-1 Vx
g = 52 445 gx) = —x= g(0) =0, g(2) = -2

= A=(0,4), B=(22)

va = arctgl = % , 7B = arctg | _1{;52 ‘ = arctg%

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne



Sasiedztwo punktu

Twierdzenie de I'Hospitala

Sasiedztwem punktu xg nazywamy zbiér

S(x0,r) = (x0 = r;x0) U (x0,x0 +r) = (x0 — r,x0 + r) \ {x0}

dla pewnego r > 0.

Twierdzenie de | Hospltala

Jedli dziedziny funkcji £, £ zawieraja S(xo, r) dla pewnego r > 0,
liMsmg F(X) = liMyoses g(gx — 0 lub

limy_sx, F(x) = limy_x, g(x) = 00 (400 lub —0c0) oraz istnieje
granica limy_,», % (wtasciwa lub niewtasciwa), to istnieje granica

f(x)

limy ., 209 i sa sobie rowne:

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne



Uwaga:

Powyzsze twierdzenie zachodzi tez dla
X—)X(;r, X = Xy , X = +00, X = —00.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne



Uwaga:

Powyzsze twierdzenie zachodzi tez dla
X—)X(;r, X = Xy , X = +00, X = —00.

Przyktady:

e—l-x _ [g] — Iimx_>0 e’;;l — [%] — |imx_)0 % = %

(1) Iimx—>0 X2

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne



Uwaga:

Powyzsze twierdzenie zachodzi tez dla
X—)X(;r, X = Xy , X = +00, X = —00.

Przyktady:
(1) limxo €557 = [§] = limxso S5t = [g] = limaso & = 3
(2) limy_o+ XxInx =[0- 00] = limy_,o+ )'('1—); =[2]=
= lim,_o+ % = lim,_o+ (—2x%> =0
—1x2

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne



Uwaga:

Powyzsze twierdzenie zachodzi tez dla
X—)X(;“, X = Xy , X = +00, X = —00.

Przyktady:
(1) limeoyo €37 = [ = limyo 5t =[] = limeo § = 2
(2) |imX_>0+ \/)?lnX = [0 . OO] = |imX_>0+ :17); = [%] =
1
= |imX_>()+ %_% = |imX_>0+ (—2X%> =0
~1x
1
( ) mxﬁ+oo x% = [OOO] = limy_s oo elnxx — liMys 400 e%lnx _
=e' =1
1
|imx—>+oo InTX =[2]=limy 1005 =0

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne



(4) limsoo 5o [
w tym przypadku nie mozemy zastosowa¢ tw. de I'Hospitala, bo

granica ilorazu pochodnych nie istnigje limy_ }ﬁ%

sin x

N 1- .
wiec I|mx_>ool+$ =1,bo o0, |sinx] <1
X

X

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne



(4) limsoo 5o [
w tym przypadku nie mozemy zastosowa¢ tw. de I'Hospitala, bo

granica ilorazu pochodnych nie istnigje limy_ }ﬁ%

sin x

. . 1— 1 .
wiec I|mx_>ooﬁ =1,bo ; =0, [sinx] <1
H 1 1\ _ o x—sinx __ [07] _
(5) limy—0 (sinx - ;) - [OO - OO] = limy—0 xsinx [6] -
— i 1—cos x . sin x _
= im0 sin x+xcosx limx—o 2cosx—xsinx 0

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne



Asymptoty funkgji

) Analiza, Wykfad: Pochodne



Asymptoty funkcji

Prosta x = ¢ nazywamy asymptota pionowa lewostronna funkcji
y = f(x), jesli lim,_ - f(x) = —o0 lub lim,_, .- f(x) = +o0.

Prosta x = ¢ nazywamy asymptota pionowa prawostronna funkgcji
y = f(x), jesli lim_, .+ f(x) = —o0 lub lim_, .+ f(x) = +o0.

Prosta x = ¢ nazywamy asymptota pionowa obustronna funkcji
y = f(x), jesli jest asymptota lewostronna i prawostronna.

A

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne



Asymptota pionowa obustronna ( i pozioma obustronna )

0.5+

-10 -5 5 10
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Prosta y = mx + k nazywamy asymptota ukosna lewostronna
(pozioma, gdy m = 0) wykresu funkgji y = f(x), jesli

lim [f(x) —mx—k]=0

X—>—00

Prosta y = mx + k nazywamy asymptota ukosna prawostronna
(pozioma, gdy m = 0) wykresu funkgji y = f(x), jesli

lim [f(x) —mx—k]=0

X——+400

Prosta y = mx + k nazywamy asymptota ukosna obustronna
funkcji y = f(x), jesli jest asymptota lewostronna i prawostronna.

v
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Asymptoty ukosna obustronne i pionowa obustronna

20

10

=20 -10 3 10 20

20
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Twierdzenie

Prosta y = mx + k jest asymptota ukosna prawostronna funkgji
y=f(x) <

m= lim ) A k= lim [f(x)— mx]

xX—+oo X X—+00o

Analogiczne twierdzenie zachodzi dla asymptoty ukos$nej
lewostronnej.
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Twierdzenie

Prosta y = mx + k jest asymptota ukosna prawostronna funkgji
y=f(x) <

m= lim ) A k= lim [f(x)— mx]

xX—+oo X X—+00o

Analogiczne twierdzenie zachodzi dla asymptoty ukos$nej
lewostronnej.

Dowdd tw.:
"= iMoo f(X) — mx — k] =0 A Iimx%+oo% — 0=
= limy—100 [@ - m- é =0=limys400 @ =m
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limy—too[f(x) = mx — k] =0 A limy400 k = k =

= limy_oo[f(x) — mx] = k

" iMoo [F(X) = mx] = k A limyso0 k = k =
= limyx—4oo[f(x) — mx — k] = 0.1
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limy—too[f(x) = mx — k] =0 A limy400 k = k =
= limy_oo[f(x) — mx] = k
" limypoo [ F(X) = mx] =k A limy s poo k = k =
= limyx—4oo[f(x) — mx — k] = 0.1
Przyktady:
(1) Wyznaczy¢, jesli istnieja, wszystkie asymptoty funkcji
f _ x®43x
(X) — x+2
D =R\ {-2}

X0 # —2 = limy_5, f(x) = f(x0) € R — brak asymptot pionowych
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xo=-2: f(x)>0 <= x(x+3)(x+2)>0=
lim,_,_o— f(x) = 400, lim,_,_o+ f(x) = —00 = x = =2
asymptota pionowa obustronna
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xo=-2: f(x)>0 <= x(x+3)(x+2)>0=

lim,_,_o— f(x) = 400, lim,_,_o+ f(x) = —00 = x = =2

asymptota pionowa obustronna
f(x)

x>+3x f(x)

m = Iimx_>+oo —~ = ||mx_)+oo 2+ 2x =1= Iimx_)_oo v
. . 2,3

k = limy_4oo[f(X) — mx] = limy_ 400 [Xxi; —x| =

= liMmx—s 00 5 = 1 = limyos—oo[f(x) — X]

= y = x + 1 — asymptota ukosna obustronna
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(2) Wyznaczyé asymptoty funkcji f(x) = x + Sinx

X
D =R\ {0}
limx_y0 (x + S0%) = 1 = brak asymptot pionowych
m = ||mxﬁ+oo fTX) = IImX*)+OO (1 + SInX) =1= |imX*>700 @
k = limy_ 1 oo[f(x) —mx] = limy_ 4 S'?(X =0=limy_s_ S"‘TX =

= y = x - asymptota uko$na obustronna
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Tw. (o zachowaniu stabej nieréwnosci w granicy funkcji)

Jesdli funkcje f,g: D — R, () # D C R maja w punkcie xo granice
wihasciwe limy_,,, f(x) = a, limy_x, g(x) = bii
dr>0Vxe DNS(x,r) f(x)<g(x)=a<hb.
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Funkcja f : D — R ma w punkcie xg € D maksimum lokalne, jesli
36 >0Vx € S(x0,0)ND f(x)< f(xo).

Funkcjaf : D — R ma w punkcie xg minimum lokalne, jesli
3§ >0Vx € S(x0,9)ND f(x) = f(x).

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne



Funkcja f : D — R ma w punkcie xg € D maksimum lokalne, jesli
36 >0Vx € S(x0,0)ND f(x)< f(xo).

Funkcjaf : D — R ma w punkcie xg minimum lokalne, jesli
3§ >0Vx € S(x0,9)ND f(x) = f(x).

Jesli w powyzszej definicji zamiast <, > sa <, > to maksimum,
minimum jest lokalne witasciwe.
Maksima i minima nazywamy ekstremami, sa to ekstrema lokalne.
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Przyktady:

(1) Funkcja f(x) =|sinx| ma w (—m,7) minimum lokalne
whasciwe w x = 0 i maksima lokalnew x = -3 ix =5

36 =7 Vxe5(0,8) [sinx|>|sin0
36=2Vxe S(—%,0) |sinx| <|sin(=%)]

N o
analogicznie dla x = 7
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Przyktady:

(1) Funkcja f(x) =|sinx| ma w (—m,7) minimum lokalne
whasciwe w x = 0 i maksima lokalnew x = -3 ix =5

36 =7 Vxe5(0,8) [sinx|>|sin0
36=2Vxe S(—%,0) |sinx| <|sin(=%)]
analogicznie dla x = 5

(2) Funkcja f(x) = x* nie ma ekstremum w x = 0

Vé>03x e 5(0,0) f(x)> f(0) - brak maksimum
Vé>03xe 5(0,0) f(x)< f(0)- brak minimum

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne



Tw. (warunek konieczny istnienia ekstremum)

Jesli f ma w punkcie xp ekstremum i '(xp) istnieje, to '(xp) = 0.
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Tw. (warunek konieczny istnienia ekstremum)

Jesli f ma w punkcie xp ekstremum i '(xp) istnieje, to '(xp) = 0.

05+
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Tw. (warunek konieczny istnienia ekstremum)

Jesli f ma w punkcie xp ekstremum i '(xp) istnieje, to '(xp) = 0.

Dowdd:

Dla maksimum:

Vx € (xo—rx) —g
= 0< f(x)="1"(x)= J’r(xo)
dla minimum. [

dr>0Vx € S(x,r) f(x)<f(x)=
Vx € (x0,x0 +r) Tfbe) o

)=o) 5 g (7

0=

f'(x0) = 0 Analogicznie
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Uwaga:

(1) W powyzszym twierdzeniu implikacja odwrotna nie zachodzi,
np. dla f(x) = x3, xo = 0, pochodna '(0) = 0, a funkcja nie ma
ekstremum w tym punkcie.

f(x)=x
(]

0.5

(2) Funkcja moze osiaga¢ ekstremum tylko w tych punktach
nalezacych do dziedziny, w ktérych pochodna sie zeruje lub nie
istnieje, np. f(x) = |x| ma minimum w punkcie 0 i f nie jest
rézniczkowalna w 0.
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Tw. (Rolle'a)

Jedli funkcja f : [a, b] — R jest ciagta na przedziale domnknietym
[a, b] i ma pochodna w (a, b) oraz f(a) = f(b), to
dce(ab) f'(c)=0.

1.04 ,

0.5/

-1.0-
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Tw. (Rolle'a)

Jedli funkcja f : [a, b] — R jest ciagta na przedziale domknietym
[a, b] i ma pochodna w (a, b) oraz f(a) = f(b), to
dce(ab) f'(c)=0.

1.04 ,

0.5/

-1.0
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Dowdd:

Z tw. Weierstrassa funkcja jest ograniczona w [a, b] i

da,o€la bl f(a)= inf f(x), f(c)= sup f(x)
as<x<bh a<x<h
Jesdli f(c1) = f(c2), to funkcja jest stata w [a, b] i
Vx € (a,b) f'(x)=0.
Jedli f(c1) # f(c2) i f(a) = f(b), to c1 € (a,b) lub & € (a, b).
Jeslinp. ¢1 € (a,b), to f'(c1) =0, bo f ma w ¢; minimum

lokalne, a jedli ¢ € (a, b), to f'(c2) =0, bo f ma w ¢ maksimum
lokalne. [
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Tw. (Lagrange'a)

Jedli £ : [a, b] — R jest ciagta na przedziale domnknietym [a, b] i
rézniczkowalna w (a, b), to

Jce(ab) f(b)—f(a)="f'(c)-(b—a)
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Tw. (Lagrange'a)
Jedli £ : [a, b] — R jest ciagta na przedziale domnknietym [a, b] i
rézniczkowalna w (a, b), to

Jce(ab) f(b)—f(a)="f'(c)-(b—a)
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Dowdd:
. _ f(b)—f(a) . .
Funkcja h(x) = f(x) — =55~ - (x — a) — f(a) spetnia zatozenia

tw. Rolle’a, bo h(b) = h(a) =0 i H istnieje w (a, b).
Stad 3c € (a,b) H(c)=f'(c) - f(b) (a) — 0]
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Przyktad:

Dla funkcji f(x) = x3 znalez¢é punkty, w ktérych styczne sa
réwnolegte do siecznej przechodzacej przez punkty A = (—1,—1) i
B =(2,8).

Funkcja f jest ciagta na [—1,2], ’ istnieje Vx € (—1,2) =
=3dce(-1,2) f2)—f(-1)=f(c)-(2—-(-1))=9=9c%=
=cag=1,0=-1=M :(1,1), MQZ(—].,—].)

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne



Whioski z tw. Lagrange'a

Jedli funkcja f jest rézniczkowalna w (a, b), to:
(1) Vx € (a,b) fi(x)=0=3AcRVYxe (ab) f(x)=A

(2) Vx € (a,b) f'(x) > 0= f jest rosnaca w (a, b)
(3) Vx € (a,b) f'(x) < 0= f jest malejaca w (a, b)

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Pochodne



Whioski z tw. Lagrange'a

Jedli funkcja f jest rézniczkowalna w (a, b), to:
(1) Vx € (a,b) fi(x)=0=3AcRVYxe (ab) f(x)=A

(2) Vx € (a,b) f'(x) > 0= f jest rosnaca w (a, b)
(3) Vx € (a,b) f'(x) < 0= f jest malejaca w (a, b)

Dowdd (2): Niech x1,x € (a,b) i x1 < xa.
Funkcja f|[X17X2] spetnia zatozenia Tw. Lagrange'a.
Stad istnieje ¢ € (x1, x2) taki, ze L}i(’q) = f'(c) > 0.

X

Skoro x1 < xp to f(x2) — f(x1) >0 czg/li1 f(x1) < f(x2).
Dowdd (1) i (3) analogicznie.[]
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Przyktady:

(1) Funkcja sinus hiperboliczny sinh x = shx = €=£— jest
rosnaca w R, bo Vx € R (shx) = % =coshx =chx >0
(cosinus hiperboliczny).
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Przyktady:

(1) Funkcja sinus hiperboliczny sinh x = shx = exf2efx jest

rosnaca w R, bo Vx € R (shx) = % =coshx =chx >0
(cosinus hiperboliczny).

(2) Réwnanie 3x° + 15x — 8 = 0 ma dokfadnie jeden pierwiastek
rzeczywisty, bo

f(x) = 3x° + 15x — 8 spetnia zatozenia tw. Lagrange'a,
f'(x) = 15x* +15 >0 Vx € R = funkcja jest rosnaca,
ponadto limy_, o F(X) = 400, limy_s_oo f(x) = —00 =

f ma jedno miejsce zerowe, wiec réwnanie ma jeden pierwiastek
rzeczywisty.
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(3) Wykaza¢, ze arccos x + arcsinx = 5, Vx € [-1,1]

f(x) = arccos x + arcsin x spetnia zatozenia tw. Lagrange'a,

f'(x) = —ﬁ + ﬁ = 0 = funkcja jest stata na [—1,1],
f(1) =arccosl +arcsinl =0+ 5 = f(x) =5 =

arccos x + arcsin x = g
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(3) Wykaza¢, ze arccos x + arcsinx = 5, Vx € [-1,1]

f(x) = arccos x + arcsin x spetnia zatozenia tw. Lagrange'a,

f'(x) = —ﬁ + ﬁ = 0 = funkcja jest stata na [—1,1],

f(1) =arccosl +arcsinl =0+ 5 = f(x) =5 =

arccos x + arcsin x = 5

(4) Wykaza¢, ze arctgx < x — ¢x*> Vx € (0,1)

f(x) = arctg x — x + ¢x> spetnia zatozenia tw. Lagrange'a,

X2 x2—1
f'(x) = W ~1+43 2((1+x2))

Vx € (0,1) f'(x) < 0= funkcja jest malejaca i
£(0) = 0= f(x) <0

= arctgx < x — ¢x> Vx € (0,1)
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Twierdzenie
Niech f : (a, b) — R jest rézniczkowalna w (a, b). Wtedy:

(1) f - niemalejaca w (a,b) = Vx € (a,b) f'(x) >0
(2) f - nierosnaca w (a,b) = Vx € (a,b) f'(x) <0

Dowdd (1): Niech x € (a, b). Wtedy dla kazdego Ax > 0 takiego,
ze (x + Ax) € (a, b) mamy x + Ax > x. Stad wynika,ze
f(x+ Ax) > f(x) = f(x + Ax) — f(x) > 0. Wiec dla kazdego

f(x+Ax)—f(x)
Ax

Ax > 0 mamy > 0. Przechodzac do granicy

otrzymujemy f/(x) = limax—o w > 0. Dowdd (2)
analogicznie. [
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