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Pochodna funkcji

Niech bȩdzie dana funkcja f : D → R i niech
∃ r > 0 (x0 − r , x0 + r) ⊂ D.

Definicja

Jeśli istnieje granica w laściwa tzw. ilorazu różnicowego

lim
x→x0

f (x) − f (x0)

x − x0
= lim

∆x→0

f (x0 + ∆x) − f (x0)

∆x
∈ R

to tȩ granicȩ nazywamy pochodna̧ funkcji f w punkcie x0 i
oznaczamy f ′(x0) lub df

dx (x0).

Jeśli funkcja ma pochodna̧ w x0, to mówimy, że jest
różniczkowalna w punkcie x0.
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Niech bȩdzie dana funkcja f : D → R i niech
∃ r > 0 (x0 − r , x0 + r) ⊂ D.

Definicja
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Jeśli funkcja ma pochodna̧ w x0, to mówimy, że jest
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Iloraz różnicowy - interpretacja graficzna

Niech α bȩdzie ka̧tem nachylenia prostej siecznej przechodza̧cej
przez punkty (x , f (x)) i (x0, f (x0)). Wtedy

tgα =
f (x) − f (x0)

x − x0
=

f (x0) − f (x)

x0 − x
.
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Prosta styczna do wykresu w punkcie

Proste sieczne przechodza̧ce przez punkty (x , f (x)) i (x0, f (x0)) dla
x → x0 da̧ża̧ do prostej stycznej do wykresu w punkcie (x0, f (x0)).
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W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Pochodne



Prosta styczna do wykresu w punkcie

Proste sieczne przechodza̧ce przez punkty (x , f (x)) i (x0, f (x0)) dla
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Interpretacja geometryczna pochodnej

Tangens ka̧ta nachylenia siecznej przechodza̧cej przez punkty
(x , f (x)) i (x0, f (x0)) jest ilorazem różnicowym z definicji
pochodnej. Gdy x → x0, to iloraz różnicowy da̧ży do pochodnej
f ′(x0), a tangens ka̧ta nachylenia siecznych da̧ży do tangensa ka̧ta
nachylenia prostej stycznej do wykresu funkcji f (x) w punkcie x0.
Sta̧d tgα = f ′(x0).
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Interpretacja fizyczna pochodnej - prȩdkość chwilowa

Punkt P porusza siȩ po prostej OX . Wspó lrzȩdna x = s(t) punktu
jest funkcja̧ od czasu t.
Iloraz różnicowy s(t0+∆t)−s(t0)

∆t jest średnia̧ prȩdkościa̧ miȩdzy
chwila̧ t0 i chwila̧ t0 + ∆t.
Pochodna v(t0) = s ′(t0) = lim∆t→0

s(t0+∆t)−s(t0)
∆t jest prȩdkościa̧

(chwilowa̧) w chwili t0.
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Przyk lady:

(1) Korzystaja̧c z definicji wyznaczyć pochodna̧ funkcji
f (x) = 3x2 − 4x

f (x + ∆x) = 3(x + ∆x)2 − 4(x + ∆x) =
3x2 + 6x∆x + 3(∆x)2 − 4x − 4∆x

f (x+∆x)−f (x)
∆x = 6x∆x+3(∆x)2−4∆x

∆x = 6x+3∆x−4 → 6x−4 = f ′(x)
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(2) f (x) =
√
x

f (x + ∆x) =
√
x + ∆x ⇒ f (x + ∆x) − f (x) =

√
x + ∆x −

√
x

lim∆x→0
f (x+∆x)−f (x)

∆x = lim∆x→0

√
x+∆x−

√
x

∆x =
= lim∆x→0

1√
x+∆x+

√
x

= 1
2
√
x

= f ′(x)

Pochodne jednostronne

Definicja

f ′+(x0) = limx→x+
0

f (x)−f (x0)
x−x0

– pochodna prawostronna

f ′−(x0) = limx→x−0

f (x)−f (x0)
x−x0

– pochodna lewostronna

Uwaga

f ′(x0) – istnieje ⇐⇒ istnieja̧ skończone pochodne jednostronne
f ′+(x0), f ′−(x0) i sa̧ sobie równe.
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Przyk lady: (1) f (x) = sin x , x0 = 0

f ′(0) = limx→0
f (x)−f (0)

x−0 = limx→0
sin x
x = 1

(2) f (x) = |x | nie jest różniczkowalna w x0 = 0. Dowód:.

f ′+(0) = limx→0+
|x |
x = limx→0+

x
x = 1.

f ′−(0) = limx→0−
|x |
x = limx→0−

−x
x = −1. Wiȩc limx→0

|x |
x nie

istnieje.
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Tw. (warunek konieczny istnienia pochodnej)

Jeśli f ′(x0) – istnieje ⇒ f jest cia̧g la w x0.

Uwaga. W powyższym twierdzeniu implikacja w druga̧ stronȩ nie
zachodzi, np. f (x) = |x | jest cia̧g la i nie jest różniczkowalna w
x = 0.
Dowód Tw.:(

limx→x0

f (x)−f (x0)
x−x0

= f ′(x0) ∈ R ∧ limx→x0(x − x0) = 0
)
⇒

⇒ limx→x0 [f (x) − f (x0)] = limx→x0

f (x)−f (x0)
x−x0

· (x − x0) =
= f ′(x0) · 0 = 0 ⇒ limx→x0 f (x) = f (x0) ⇒ f - cia̧g la w x0.
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Definicja (Pochodne wyższych rzȩdów)

Jeśli f ′(x) istnieje ∀ x ∈ X , to w X określona jest funkcja

R ⊃ X ∋ x → f ′(x) ∈ R

Pochodna̧ tej funkcji (o ile istnieje) nazywamy druga̧ pochodna̧
funkcji f i oznaczamy f ′′(x) = (f ′(x))′.

Ogólnie: f (n+1)(x) =
(
f (n)(x)

)′
Ozn. f (n)(x) = dnf

dxn (x)

f ′′(x) = (f ′(x))′ = lim∆x→0
f ′(x+∆x)−f ′(x)

∆x

f (n+1)(x) = (f (n)(x))′ = lim∆x→0
f (n)(x+∆x)−f (n)(x)

∆x Jezeli funkcja

ma pochodne f (k)(x0) dla k = 1, · · · , n to mówimy, że jest
n-krotnie różniczkowalna w x0.
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Interpretacja fizyczna drugiej pochodnej - przyspieszenie

Punkt P porusza siȩ po prostej OX . Wspó lrzȩdna x = s(t) punktu
jest funkcja̧ od czasu t.
Pochodna v(t0) = s ′(t0) = lim∆t→0

s(t0+∆t)−f (t0)
∆t jest prȩdkościa̧

(chwilowa̧) w chwili t0.

Druga pochodna a(v0) = s ′′(t0) = v ′(t0) = lim∆t→0
v(t0+∆t)−v(t0)

∆t
jest przyspieszeniem w chwili t0.
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Podstawowe wzory

• f (x) = c ∈ R, f ′(x) = 0

Dowód: f ′(x) = lim∆x→0
f (x+∆x)−f (x)

∆x = lim∆x→0
c−c
∆x = 0.

• (xn)′ = nxn−1 x ∈ R, n ∈ N

Dowód: (xn)′ = lim∆x→0
(x+∆x)n−xn

∆x =

lim∆x→0

xn+

 n
1

xn−1∆x+

 n
2

xn−2(∆x)2+...+(∆x)n−xn

∆x = nxn−1.
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Dowód: (xn)′ = lim∆x→0
(x+∆x)n−xn

∆x =

lim∆x→0

xn+

 n
1

xn−1∆x+

 n
2

xn−2(∆x)2+...+(∆x)n−xn

∆x = nxn−1.
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• (xα)′ = αxα−1, x > 0, α ∈ R

Dowód: (xα)′ = lim∆x→0
(x+∆x)α−xα

∆x =

lim∆x→0 x
α · (1+ ∆x

x )
α−1

∆x
x

· 1
x = xα · α · 1

x = αxα−1.

• (ax)′ = ax · ln a, a > 0, x ∈ R
Dowód:(ax)′ = lim∆x→0

ax+∆x−ax

∆x = lim∆x→0 a
x · a∆x−1

∆x = ax · ln a.
• (ex)′ = ex

• (sin x)′ = cos x

Dowód: (sin x)′ = lim∆x→0
sin(x+∆x)−sin x

∆x =

lim∆x→0
2 sin ∆x

2
cos(x+ ∆x

2
)

∆x = lim∆x→0
sin ∆x

2
∆x
2

· cos
(
x + ∆x

2

)
= cos x .
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x )
α−1

∆x
x

· 1
x = xα · α · 1

x = αxα−1.

• (ax)′ = ax · ln a, a > 0, x ∈ R
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• (cos x)′ = − sin x

Dowód:

(cos x)′ = lim∆x→0
cos(x+∆x)−cos x

∆x = lim∆x→0
−2 sin ∆x

2
sin(x+ ∆x

2
)

∆x =

lim∆x→0 −
sin ∆x

2
∆x
2

· sin
(
x + ∆x

2

)
= − sin x .

Tw. (o dzia laniach arytmetycznych na pochodnych)

Jeśli f ′ i g ′ istnieja̧ i c ∈ R, to istnieja̧:

(f ± g)′ = f ′ ± g ′, (cf )′ = c · f ′

Regu la Leibniza : (f · g)′ = f ′ · g + f · g ′(
f

g

)′
=

f ′ · g − f · g ′

g2
, g ̸= 0
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• (cos x)′ = − sin x
Dowód:

(cos x)′ = lim∆x→0
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∆x = lim∆x→0
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2
sin(x+ ∆x

2
)

∆x =

lim∆x→0 −
sin ∆x

2
∆x
2

· sin
(
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2
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(f ± g)′ = f ′ ± g ′, (cf )′ = c · f ′

Regu la Leibniza : (f · g)′ = f ′ · g + f · g ′(
f

g

)′
=

f ′ · g − f · g ′

g2
, g ̸= 0
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• (cos x)′ = − sin x
Dowód:

(cos x)′ = lim∆x→0
cos(x+∆x)−cos x

∆x = lim∆x→0
−2 sin ∆x

2
sin(x+ ∆x

2
)

∆x =

lim∆x→0 −
sin ∆x

2
∆x
2

· sin
(
x + ∆x

2

)
= − sin x .

Tw. (o dzia laniach arytmetycznych na pochodnych)

Jeśli f ′ i g ′ istnieja̧ i c ∈ R, to istnieja̧:

(f ± g)′ = f ′ ± g ′, (cf )′ = c · f ′

Regu la Leibniza : (f · g)′ = f ′ · g + f · g ′(
f

g

)′
=

f ′ · g − f · g ′

g2
, g ̸= 0
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Regu la Leibniza

(f · g)′ = f ′ · g + f · g ′
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Dowód tw.:

F (x) = f (x) · g(x)

lim∆x→0
F (x+∆x)−F (x)

∆x =

= lim∆x→0
f (x+∆x)·g(x+∆x)−f (x)·g(x)+f (x)·g(x+∆x)−f (x)·g(x+∆x)

∆x =

= lim∆x→0

[
f (x+∆x)−f (x)

∆x · g(x + ∆x) + g(x+∆x)−g(x)
∆x · f (x)

]
=

= f ′(x) · g(x) + g ′(x) · f (x) = F ′(x) = [f (x) · g(x)]′

H(x) = f (x)
g(x) , g(x) ̸= 0

lim∆x→0
H(x+∆x)−H(x)

∆x = lim∆x→0

f (x+∆x)
g(x+∆x)

− f (x)
g(x)

∆x =

= lim∆x→0
f (x+∆x)g(x)−f (x)g(x+∆x)+f (x)g(x)−f (x)g(x)

g(x+∆x)g(x)∆x =

= lim∆x→0

f (x+∆x)−f (x)
∆x

·g(x)− g(x+∆x)−g(x)
∆x

·f (x)

g(x)·g(x+∆x) = f ′(x)·g(x)−g ′(x)·f (x)
g2(x)

=

=
[
f (x)
g(x)

]′
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Dowód tw.:
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= lim∆x→0
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= lim∆x→0
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f (x+∆x)−f (x)

∆x · g(x + ∆x) + g(x+∆x)−g(x)
∆x · f (x)

]
=

= f ′(x) · g(x) + g ′(x) · f (x) = F ′(x) = [f (x) · g(x)]′

H(x) = f (x)
g(x) , g(x) ̸= 0

lim∆x→0
H(x+∆x)−H(x)

∆x = lim∆x→0

f (x+∆x)
g(x+∆x)

− f (x)
g(x)

∆x =

= lim∆x→0
f (x+∆x)g(x)−f (x)g(x+∆x)+f (x)g(x)−f (x)g(x)

g(x+∆x)g(x)∆x =

= lim∆x→0

f (x+∆x)−f (x)
∆x

·g(x)− g(x+∆x)−g(x)
∆x

·f (x)

g(x)·g(x+∆x) = f ′(x)·g(x)−g ′(x)·f (x)
g2(x)

=

=
[
f (x)
g(x)

]′
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Podstawowe wzory c.d.

• (tg x)′ =
(

sin x
cos x

)′
= 1

cos2 x

• (ctg x)′ = − 1
sin2 x

Tw. (o pochodnej funkcji odwrotnej)

Jeśli funkcja y = f (x) jest cia̧g la i ścísle monotoniczna w przedziale
(a, b) i w punkcie x0 ∈ (a, b) ma pochodna̧ f ′(x) ̸= 0, to funkcja
x = g(y) odwrotna do niej ma w punkcie y0 = f (x0) pochodna̧

g ′(y0) =
1

f ′(x0)
|x0=g(y0)
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Dowód tw.:

y = f (x) ⇐⇒ x = g(y)

g ′(y0) = limy→y0

g(y)−g(y0)
y−y0

= limx→x0
x−x0

f (x)−f (x0) =

= limx→x0
1

f (x)−f (x0)
x−x0

= 1
f ′(x0)

Podstawowe wzory c.d.

• (loga x)′ = 1
x ln a

Dowód: y = loga x ⇐⇒ x = ay

(loga x)′ = 1
(ay )′ = 1

ay ln a = 1
x ln a

• (ln x)′ = 1
x

• (arcsin x)′ = 1√
1−x2

Dowód: y = arcsin x ⇐⇒ x = sin y , y ∈ (−π
2 ,

π
2 ), x ∈ (−1, 1)

(arcsin x)′ = 1
(sin y)′ = 1

cos y = 1√
1−sin2 y

= 1√
1−x2
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• (arccos x)′ = − 1√
1−x2

Dowód:y = arccos x ⇐⇒ x = cos y , y ∈ (0, π), x ∈ (−1, 1)

(arccos x)′ = 1
(cos y)′ = − 1

sin y = − 1√
1−cos2 y

= − 1√
1−x2

.

• (arctg x)′ = 1
1+x2

Dowód: y = arctg x ⇐⇒ x = tg y , y ∈ (−π
2 ,

π
2 )

(arctg x)′ = 1
(tg y)′ = 1

1
cos2 y

= cos2 y = cos2 y
cos2 y+sin2 y

=

= 1
1+tg2 y

= 1
1+x2 .

• (arcctg x)′ = − 1
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Dowód: y = arctg x ⇐⇒ x = tg y , y ∈ (−π
2 ,

π
2 )

(arctg x)′ = 1
(tg y)′ = 1

1
cos2 y

= cos2 y = cos2 y
cos2 y+sin2 y

=

= 1
1+tg2 y

= 1
1+x2 .

• (arcctg x)′ = − 1
1+x2
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Dowód:y = arccos x ⇐⇒ x = cos y , y ∈ (0, π), x ∈ (−1, 1)

(arccos x)′ = 1
(cos y)′ = − 1

sin y = − 1√
1−cos2 y

= − 1√
1−x2

.

• (arctg x)′ = 1
1+x2
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Tw. (o pochodnej funkcji z lożonej)

Jeśli funkcja u = h(x) ma pochodna̧ h′(x) w punkcie x , a funkcja
y = f (u) ma pochodna̧ f ′(u) w punkcie u = h(x), to funkcja
z lożona φ(x) = f [h(x)] ma w punkcie x pochodna̧

φ′(x) = f ′(h(x)) · h′(x)

Przyk lad:[
2arctg (sin x)

]′
= 2arctg (sin x) · ln 2 · 1

1+sin2 x
· cos x
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Uwaga

(1) ∀ x ̸= 0 (ln |x |)′ = 1
x

x > 0 ⇒ (ln |x |)′ = (ln x)′ = 1
x

x < 0 ⇒ (ln |x |)′ = (ln(−x))′ = 1
−x · (−1) = 1

x

(2) Pochodna logarytmiczna

[ln |f (x)|]′ =
f ′(x)

f (x)

Przyk lad:

f (x) = 3

√
x3(x2+1)

5√5−x

ln |f (x)| = ln |x | + 1
3 ln |x2 + 1| − 1

15 ln |5 − x |

f ′(x) = f (x) · [ln |f (x)|]′

f ′(x) = 3

√
x3(x2+1)

5√5−x
·
[

1
x + 2x

3 · 1
x2+1

+ 1
15 · 1

5−x

]
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Styczna do wykresu funkcji.

Jeśli funkcja f : D → R jest różniczkowana w x0 to równanie
stycznej do wykresu jej funkcji w punkcie (x0, f (x0)) ma postać:

y = f ′(x0) · (x − x0) + f (x0),

bo tangens ka̧ta nachylenia do osi OX prostej stycznej do wykresu
funkcji f w punkcie (x0, f (x0)) to f ′(x0).

Jeśli limx→x0

f (x)−f (x0)
x−x0

= +∞ lub limx→x0

f (x)−f (x0)
x−x0

= −∞, to
równanie stycznej ma postać x = x0.
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Styczna do funkcji f (x) = arcsin(x) w punkcie (1
2 ,

π
6 ).

(arcsin x)′ = 1√
1−x2

⇒ y = 1√
1−x2

0

(x − x0) + arcsin(x0)

x0 =
1

2
⇒ y =

2√
3

(x − 1

2
) +

π

6
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Styczna do funkcji f (x) = arcsin(x) w punkcie (0, 0).

y = 1√
1−x2

0

(x − x0) + arcsin(x0), x0 = 0 ⇒ y = x .
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W punktach x = −1, x = 1 funkcje arcsin x , arccos x nie maja̧
pochodnych jednostronnych (granice ilorazów różnicowych sa̧
niew laściwe), np.

limx→−1+
arcsin x−arcsin(−1)

x−(−1) =

=

∥∥∥∥∥∥
y = arcsin x , x ∈ [−1, 1]
x = sin y , y ∈

[
−π

2 ,
π
2

]
x → −1+ ⇐⇒ y → −π

2
+

∥∥∥∥∥∥ =

= limy→−π
2

+
y+π

2

sin y−sin(−π
2 )

= limy→−π
2

+
y+π

2

2 sin 1
2 (y+π

2 ) cos 1
2 (y−π

2 )
=

= limy→−π
2

+

1
2 (y+π

2 )
sin 1

2 (y+π
2 )

· 1
cos 1

2 (y−π
2 )

= +∞
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=
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[
−π

2 ,
π
2

]
x → −1+ ⇐⇒ y → −π

2
+

∥∥∥∥∥∥ =

= limy→−π
2

+
y+π

2

sin y−sin(−π
2 )

= limy→−π
2

+
y+π

2

2 sin 1
2 (y+π

2 ) cos 1
2 (y−π

2 )
=

= limy→−π
2

+

1
2 (y+π

2 )
sin 1

2 (y+π
2 )

· 1
cos 1

2 (y−π
2 )

= +∞
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Styczna do funkcji f (x) = arcsin(x) w punkcie (−1,−π
2 ).
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Styczna do funkcji f (x) = arcsin(x) w punkcie (1, π2 ).
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Normalna ( czyli prostapad la do stycznej) do wykresu funkcji.

Niech funkcja f : D → R bȩdzie różniczkowalna w punkcie x0.
Prosta normalna do wykresu funkcji f w punkcie (x0, f (x0)) to
prosta prostpad la do stycznej w tym punkcie.
Jeśli α jest ka̧tem nachylnia do osi OX prostej stycznej, to ka̧t
nachylenia prostej normalnej to α + π

2 , bo proste przecinaja̧ siȩ
prostopadle w (x0, f (x0)). Wiemy, że tgα = f ′(x0). Sta̧d

tg(α +
π

2
) = −ctg(α) = − 1

tgα
= − 1

f ′(x0)
.

Dlatego równanie normalnej do f w (x0, f (x0)) ma postać:

y = − 1

f ′(x0)
· (x − x0) + f (x0), jeśli f ′(x0) ̸= 0.

Jeśli f ′(x0) = 0 to równanie normalnej do f w (x0, f (x0)) ma
postać: x = x0
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Styczna i normalna do paraboli

Wyznaczyć równanie stycznej i normalnej do paraboli y = x2 − 4x
w punktach o odciȩtej x = 1 i x = 2.
f (x) = x2 − 4x ⇒ f ′(x) = 2x − 4

x = 1 ⇒ f (1) = −3, f ′(1) = −2
styczna: y = −2(x − 1) − 3 = −2x − 1
normalna: y = 1

2 (x − 1) − 3 = 1
2x − 7

2

x = 2 ⇒ f (2) = −4, f ′(2) = 0
styczna: y = −4, normalna: x = 2

W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Pochodne



Styczna i normalna do paraboli y = x2 − 4x w x = 1

styczna: y = −2x − 1, normalna: y = 1
2x − 7

2
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Styczna i normalna do paraboli y = x2 − 4x w x = 2

styczna: y = −4, normalna: x = 2
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Styczne i normalne do okrȩgu

Wyznaczyć równania stycznych i normalnych do okrȩgu
x2 + y2 − 2x + 4y − 3 = 0 w punktach przeciȩcia z osia̧ OX .{

x2 + y2 − 2x + 4y − 3 = 0
y = 0

⇒ A = (−1, 0) , B = (3, 0)

różniczkujemy równanie okrȩgu wzglȩdem x :

2x + 2y · y ′ − 2 + 4y ′ = 0 ⇒ y ′ = 1−x
2+y ⇒ y ′A = 1 , y ′B = −1

dla A : styczna: y = x + 1, normalna: y = −x − 1.

dla B : styczna: y = −x + 3, normalna: y = x − 3.
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Styczne i normalne do cykloidy

Wyznaczyć równanie stycznej i normalnej do cykloidy
x(t) = t − sin t , y(t) = 1 − cos t dla t = π

2 .

x
(
π
2

)
= π

2 − 1 , y
(
π
2

)
= 1, dx

dt (t) = 1 − cos t, dy
dt (t) = sin t

dy
dx (t) =

dy
dt

(t)
dx
dt

(t)
= sin t

1−cos t =
2 sin t

2
cos t

2

2 sin2 t
2

= ctg t
2

dy
dx

(
π
2

)
= 1 ⇒ styczna: y = x − π

2 + 2 , normalna: y = −x + π
2
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Ka̧t miȩdzy krzywymi y = f (x) i y = g(x)

Ka̧t miȩdzy krzywymi y = f (x) i y = g(x) w punkcie ich przeciȩcia
(x0, f (x0)) = (x0, g(x0)) jest to ka̧t γ ∈

[
0, π2

]
miȩdzy stycznymi

do tych krzywych w tym punkcie.
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Ka̧t miȩdzy krzywymi y = f (x) i y = g(x)

Twierdzenie

Ka̧t miȩdzy krzywymi y = f (x) i y = g(x) w punkcie
(x0, f (x0)) = (x0, g(x0)) wynosi

γ =

{
arctg

∣∣∣ f ′(x0)−g ′(x0)
1+f ′(x0)·g ′(x0)

∣∣∣ , 1 + f ′(x0) · g ′(x0) ̸= 0
π
2 , 1 + f ′(x0) · g ′(x0) = 0

Dowód: tg (α− β) = tgα−tg β
1+tgα·tg β , tgα = f ′(x0), tg β = g ′(x0).

γ ∈
[
0, π2

)
⇒ tgγ ≥ 0 ⇒ tgγ = |tg(α− β)|

Wektory kierunkowe prostych stycznych to
u = (1, tgα) = (1, f ′(x0)) oraz v = (1, tg β) = (1, g ′(x0)). (α− β)
to ka̧t miȩdzy u i v .
Ich iloczyn skalarny równy jest u • v = 1 + f ′(x0) · g ′(x0). Iloczyn
skalarny u • v = 1 + f ′(x0) · g ′(x0) = 0 jeśli niezerowe wektory u i
v sa̧ prostopad le czyli ka̧t miȩdzy nimi to ±π

2 . Sta̧d γ = π
2 .
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v sa̧ prostopad le czyli ka̧t miȩdzy nimi to ±π

2 . Sta̧d γ = π
2 .
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Przyk lady:

(1) Pod jakim ka̧tem przecinaja̧ siȩ krzywe f (x) = sin x i
g(x) = cos x .

sin x = cos x ⇒ x = π
4 + kπ, f ′(x) = cos x , g ′(x) = − sin x

γ = arctg

∣∣∣∣ √
2

2
+

√
2

2

1− 1
2

∣∣∣∣ = arctg 2
√

2
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(2) Pod jakim ka̧tem przecinaja̧ siȩ prosta x + y − 4 = 0 i parabola
2y = 8 − x2{

x + y − 4 = 0
2y = 8 − x2 ⇒ A = (0, 4) , B = (2, 2)

f (x) = −x + 4 ⇒ f ′(x) = −1 ∀ x

g(x) = −1
2x

2 + 4 ⇒ g ′(x) = −x ⇒ g ′(0) = 0 , g ′(2) = −2

γA = arctg 1 = π
4 , γB = arctg

∣∣ −1+2
1+2

∣∣ = arctg 1
3
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Twierdzenie de l’Hospitala

Sa̧siedztwo punktu

Sa̧siedztwem punktu x0 nazywamy zbiór

S(x0, r) = (x0 − r , x0) ∪ (x0, x0 + r) = (x0 − r , x0 + r) \ {x0}

dla pewnego r > 0.

Twierdzenie de l’Hospitala

Jeśli dziedziny funkcji f
g ,

f ′

g ′ zawieraja̧ S(x0, r) dla pewnego r > 0,
limx→x0 f (x) = limx→x0 g(x) = 0 lub
limx→x0 f (x) = limx→x0 g(x) = ∞ (+∞ lub −∞) oraz istnieje

granica limx→x0

f ′(x)
g ′(x) (w laściwa lub niew laściwa), to istnieje granica

limx→x0

f (x)
g(x) i sa̧ sobie równe:

lim
x→x0

f (x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g ′(x)
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Uwaga:

Powyższe twierdzenie zachodzi też dla
x → x+

0 , x → x−0 , x → +∞, x → −∞.

Przyk lady:

(1) limx→0
ex−1−x

x2 = [ 0
0 ] = limx→0

ex−1
2x = [ 0

0 ] = limx→0
ex

2 = 1
2

(2) limx→0+

√
x ln x = [0 · ∞] = limx→0+

ln x

x−
1
2

= [∞∞ ] =

= limx→0+

1
x

− 1
2
x−

3
2

= limx→0+

(
−2x

1
2

)
= 0

(3) limx→+∞ x
1
x = [∞0] = limx→+∞ e ln x

1
x = limx→+∞ e

1
x

ln x =
= e0 = 1

limx→+∞
ln x
x = [∞∞ ] = limx→+∞

1
x
1 = 0
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Uwaga:

Powyższe twierdzenie zachodzi też dla
x → x+

0 , x → x−0 , x → +∞, x → −∞.

Przyk lady:

(1) limx→0
ex−1−x

x2 = [ 0
0 ] = limx→0

ex−1
2x = [ 0

0 ] = limx→0
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2 = 1
2

(2) limx→0+

√
x ln x = [0 · ∞] = limx→0+

ln x

x−
1
2

= [∞∞ ] =

= limx→0+

1
x

− 1
2
x−

3
2

= limx→0+

(
−2x

1
2

)
= 0

(3) limx→+∞ x
1
x = [∞0] = limx→+∞ e ln x

1
x = limx→+∞ e

1
x

ln x =
= e0 = 1

limx→+∞
ln x
x = [∞∞ ] = limx→+∞

1
x
1 = 0
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Uwaga:

Powyższe twierdzenie zachodzi też dla
x → x+

0 , x → x−0 , x → +∞, x → −∞.

Przyk lady:

(1) limx→0
ex−1−x

x2 = [ 0
0 ] = limx→0

ex−1
2x = [ 0

0 ] = limx→0
ex

2 = 1
2

(2) limx→0+

√
x ln x = [0 · ∞] = limx→0+

ln x

x−
1
2

= [∞∞ ] =

= limx→0+

1
x

− 1
2
x−

3
2

= limx→0+

(
−2x

1
2

)
= 0

(3) limx→+∞ x
1
x = [∞0] = limx→+∞ e ln x

1
x = limx→+∞ e

1
x

ln x =
= e0 = 1

limx→+∞
ln x
x = [∞∞ ] = limx→+∞

1
x
1 = 0
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Uwaga:

Powyższe twierdzenie zachodzi też dla
x → x+

0 , x → x−0 , x → +∞, x → −∞.

Przyk lady:

(1) limx→0
ex−1−x

x2 = [ 0
0 ] = limx→0

ex−1
2x = [ 0

0 ] = limx→0
ex

2 = 1
2

(2) limx→0+

√
x ln x = [0 · ∞] = limx→0+

ln x

x−
1
2

= [∞∞ ] =

= limx→0+

1
x

− 1
2
x−

3
2

= limx→0+

(
−2x

1
2

)
= 0

(3) limx→+∞ x
1
x = [∞0] = limx→+∞ e ln x

1
x = limx→+∞ e

1
x

ln x =
= e0 = 1
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ln x
x = [∞∞ ] = limx→+∞

1
x
1 = 0
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(4) limx→∞
x−sin x
x+sin x

[∞
∞
]

w tym przypadku nie możemy zastosować tw. de l’Hospitala, bo
granica ilorazu pochodnych nie istnieje limx→∞

1−cos x
1+cos x

wiȩc limx→∞
1− sin x

x

1+ sin x
x

= 1, bo 1
x → 0 , | sin x | ⩽ 1

(5) limx→0

(
1

sin x − 1
x

)
= [∞−∞] = limx→0

x−sin x
x sin x =

[
0
0

]
=

= limx→0
1−cos x

sin x+x cos x = limx→0
sin x

2 cos x−x sin x = 0
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(4) limx→∞
x−sin x
x+sin x

[∞
∞
]

w tym przypadku nie możemy zastosować tw. de l’Hospitala, bo
granica ilorazu pochodnych nie istnieje limx→∞

1−cos x
1+cos x

wiȩc limx→∞
1− sin x

x

1+ sin x
x

= 1, bo 1
x → 0 , | sin x | ⩽ 1

(5) limx→0

(
1

sin x − 1
x

)
= [∞−∞] = limx→0

x−sin x
x sin x =

[
0
0

]
=

= limx→0
1−cos x

sin x+x cos x = limx→0
sin x

2 cos x−x sin x = 0
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Asymptoty funkcji

Definicja

Prosta̧ x = c nazywamy asymptota̧ pionowa̧ lewostronna̧ funkcji
y = f (x), jeśli limx→c− f (x) = −∞ lub limx→c− f (x) = +∞.

Prosta̧ x = c nazywamy asymptota̧ pionowa̧ prawostronna̧ funkcji
y = f (x), jeśli limx→c+ f (x) = −∞ lub limx→c+ f (x) = +∞.

Prosta̧ x = c nazywamy asymptota̧ pionowa̧ obustronna̧ funkcji
y = f (x), jeśli jest asymptota̧ lewostronna̧ i prawostronna̧.
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Asymptoty funkcji
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Asymptota pionowa obustronna ( i pozioma obustronna )
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Definicja

Prosta̧ y = mx + k nazywamy asymptota̧ ukośna̧ lewostronna̧
(pozioma̧, gdy m = 0) wykresu funkcji y = f (x), jeśli

lim
x→−∞

[f (x) −mx − k] = 0

Prosta̧ y = mx + k nazywamy asymptota̧ ukośna̧ prawostronna̧
(pozioma̧, gdy m = 0) wykresu funkcji y = f (x), jeśli

lim
x→+∞

[f (x) −mx − k] = 0

Prosta̧ y = mx + k nazywamy asymptota̧ ukośna̧ obustronna̧
funkcji y = f (x), jeśli jest asymptota̧ lewostronna̧ i prawostronna̧.
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Asymptoty ukośna obustronne i pionowa obustronna
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Twierdzenie

Prosta y = mx + k jest asymptota̧ ukośna̧ prawostronna̧ funkcji
y = f (x) ⇐⇒

m = lim
x→+∞

f (x)

x
∧ k = lim

x→+∞
[f (x) −mx ]

Analogiczne twierdzenie zachodzi dla asymptoty ukośnej
lewostronnej.

Dowód tw.:

” ⇒ ” : limx→+∞[f (x) −mx − k] = 0 ∧ limx→+∞
1
x = 0 ⇒

⇒ limx→+∞

[
f (x)
x −m − k

x

]
= 0 ⇒ limx→+∞

f (x)
x = m
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Twierdzenie

Prosta y = mx + k jest asymptota̧ ukośna̧ prawostronna̧ funkcji
y = f (x) ⇐⇒

m = lim
x→+∞

f (x)

x
∧ k = lim

x→+∞
[f (x) −mx ]

Analogiczne twierdzenie zachodzi dla asymptoty ukośnej
lewostronnej.

Dowód tw.:

” ⇒ ” : limx→+∞[f (x) −mx − k] = 0 ∧ limx→+∞
1
x = 0 ⇒

⇒ limx→+∞

[
f (x)
x −m − k

x

]
= 0 ⇒ limx→+∞

f (x)
x = m
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limx→+∞[f (x) −mx − k] = 0 ∧ limx→+∞ k = k ⇒
⇒ limx→+∞[f (x) −mx ] = k

” ⇐ ” : limx→+∞[f (x) −mx ] = k ∧ limx→+∞ k = k ⇒
⇒ limx→+∞[f (x) −mx − k] = 0.

Przyk lady:

(1) Wyznaczyć, jeśli istnieja̧, wszystkie asymptoty funkcji

f (x) = x2+3x
x+2 .

D = R \ {−2}

x0 ̸= −2 ⇒ limx→x0 f (x) = f (x0) ∈ R – brak asymptot pionowych
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limx→+∞[f (x) −mx − k] = 0 ∧ limx→+∞ k = k ⇒
⇒ limx→+∞[f (x) −mx ] = k

” ⇐ ” : limx→+∞[f (x) −mx ] = k ∧ limx→+∞ k = k ⇒
⇒ limx→+∞[f (x) −mx − k] = 0.

Przyk lady:

(1) Wyznaczyć, jeśli istnieja̧, wszystkie asymptoty funkcji

f (x) = x2+3x
x+2 .

D = R \ {−2}

x0 ̸= −2 ⇒ limx→x0 f (x) = f (x0) ∈ R – brak asymptot pionowych
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x0 = −2 : f (x) > 0 ⇐⇒ x(x + 3)(x + 2) > 0 ⇒
limx→−2− f (x) = +∞, limx→−2+ f (x) = −∞ ⇒ x = −2
asymptota pionowa obustronna

m = limx→+∞
f (x)
x = limx→+∞

x2+3x
x2+2x

= 1 = limx→−∞
f (x)
x

k = limx→+∞[f (x) −mx ] = limx→+∞

[
x2+3x
x+2 − x

]
=

= limx→+∞
x

x+2 = 1 = limx→−∞[f (x) − x ]
⇒ y = x + 1 – asymptota ukośna obustronna
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x0 = −2 : f (x) > 0 ⇐⇒ x(x + 3)(x + 2) > 0 ⇒
limx→−2− f (x) = +∞, limx→−2+ f (x) = −∞ ⇒ x = −2
asymptota pionowa obustronna

m = limx→+∞
f (x)
x = limx→+∞

x2+3x
x2+2x

= 1 = limx→−∞
f (x)
x

k = limx→+∞[f (x) −mx ] = limx→+∞

[
x2+3x
x+2 − x

]
=

= limx→+∞
x

x+2 = 1 = limx→−∞[f (x) − x ]
⇒ y = x + 1 – asymptota ukośna obustronna
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(2) Wyznaczyć asymptoty funkcji f (x) = x + sin x
x

D = R \ {0}

limx→0

(
x + sin x

x

)
= 1 ⇒ brak asymptot pionowych

m = limx→+∞
f (x)
x = limx→+∞

(
1 + sin x

x2

)
= 1 = limx→−∞

f (x)
x

k = limx→+∞[f (x)−mx ] = limx→+∞
sin x
x = 0 = limx→−∞

sin x
x ⇒

⇒ y = x - asymptota ukośna obustronna
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Tw. (o zachowaniu s labej nierówności w granicy funkcji)

Jeśli funkcje f , g : D → R , ∅ ≠ D ⊂ R maja̧ w punkcie x0 granice
w laściwe limx→x0 f (x) = a , limx→x0 g(x) = b i
∃ r > 0 ∀ x ∈ D ∩ S(x0, r) f (x) ⩽ g(x) ⇒ a ⩽ b.
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Ekstrema funkcji

Definicja

Funkcja f : D → R ma w punkcie x0 ∈ D maksimum lokalne, jeśli
∃ δ > 0 ∀ x ∈ S(x0, δ) ∩ D f (x) ⩽ f (x0).

Funkcjaf : D → R ma w punkcie x0 minimum lokalne, jeśli
∃ δ > 0 ∀ x ∈ S(x0, δ) ∩ D f (x) ⩾ f (x0).

Jeśli w powyższej definicji zamiast ⩽, ⩾ sa̧ <, > to maksimum,
minimum jest lokalne w laściwe.
Maksima i minima nazywamy ekstremami, sa̧ to ekstrema lokalne.
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Przyk lady:

(1) Funkcja f (x) = | sin x | ma w (−π, π) minimum lokalne
w laściwe w x = 0 i maksima lokalne w x = −π

2 i x = π
2

∃ δ = π
4 ∀ x ∈ S(0, δ) | sin x | > | sin 0|

∃ δ = π
4 ∀ x ∈ S(−π

2 , δ) | sin x | < | sin
(
−π

2

)
|

analogicznie dla x = π
2

(2) Funkcja f (x) = x3 nie ma ekstremum w x = 0

∀ δ > 0 ∃ x ∈ S(0, δ) f (x) > f (0) - brak maksimum

∀ δ > 0 ∃ x ∈ S(0, δ) f (x) < f (0) - brak minimum
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Przyk lady:
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Tw. (warunek konieczny istnienia ekstremum)

Jeśli f ma w punkcie x0 ekstremum i f ′(x0) istnieje, to f ′(x0) = 0.
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Tw. (warunek konieczny istnienia ekstremum)

Jeśli f ma w punkcie x0 ekstremum i f ′(x0) istnieje, to f ′(x0) = 0.

Dowód:

Dla maksimum:

∃ r > 0 ∀ x ∈ S(x0, r) f (x) ⩽ f (x0) ⇒

∀ x ∈ (x0, x0 + r) f (x)−f (x0)
x−x0

⩽ 0

∀ x ∈ (x0 − r , x0) f (x)−f (x0)
x−x0

⩾ 0

}
⇒

⇒ 0 ⩽ f ′−(x0) = f ′(x0) = f ′+(x0) ⩽ 0 ⇒ f ′(x0) = 0 Analogicznie
dla minimum.
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Uwaga:
(1) W powyższym twierdzeniu implikacja odwrotna nie zachodzi,
np. dla f (x) = x3, x0 = 0, pochodna f ′(0) = 0, a funkcja nie ma
ekstremum w tym punkcie.

(2) Funkcja może osia̧gać ekstremum tylko w tych punktach
należa̧cych do dziedziny, w których pochodna siȩ zeruje lub nie
istnieje, np. f (x) = |x | ma minimum w punkcie 0 i f nie jest
różniczkowalna w 0.
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Tw. (Rolle’a)

Jeśli funkcja f : [a, b] → R jest cia̧g la na przedziale domnkniȩtym
[a, b] i ma pochodna̧ w (a, b) oraz f (a) = f (b), to
∃ c ∈ (a, b) f ′(c) = 0.
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∃ c ∈ (a, b) f ′(c) = 0.
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Dowód:

Z tw. Weierstrassa funkcja jest ograniczona w [a, b] i

∃ c1 , c2 ∈ [a, b] f (c1) = inf
a⩽x⩽b

f (x) , f (c2) = sup
a⩽x⩽b

f (x)

Jeśli f (c1) = f (c2), to funkcja jest sta la w [a, b] i
∀ x ∈ (a, b) f ′(x) = 0.

Jeśli f (c1) ̸= f (c2) i f (a) = f (b), to c1 ∈ (a, b) lub c2 ∈ (a, b).

Jeśli np. c1 ∈ (a, b), to f ′(c1) = 0, bo f ma w c1 minimum
lokalne, a jeśli c2 ∈ (a, b), to f ′(c2) = 0, bo f ma w c2 maksimum
lokalne.
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Tw. (Lagrange’a)

Jeśli f : [a, b] → R jest cia̧g la na przedziale domnkniȩtym [a, b] i
różniczkowalna w (a, b), to

∃ c ∈ (a, b) f (b) − f (a) = f ′(c) · (b − a)
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Tw. (Lagrange’a)
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∃ c ∈ (a, b) f (b) − f (a) = f ′(c) · (b − a)
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Dowód:

Funkcja h(x) = f (x) − f (b)−f (a)
b−a · (x − a) − f (a) spe lnia za lożenia

tw. Rolle’a, bo h(b) = h(a) = 0 i h′ istnieje w (a, b).

Sta̧d ∃ c ∈ (a, b) h′(c) = f ′(c) − f (b)−f (a)
b−a = 0.
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Przyk lad:

Dla funkcji f (x) = x3 znaleźć punkty, w których styczne sa̧
równoleg le do siecznej przechodza̧cej przez punkty A = (−1,−1) i
B = (2, 8).
Funkcja f jest cia̧g la na [−1, 2], f ′ istnieje ∀ x ∈ (−1, 2) ⇒
⇒ ∃ c ∈ (−1, 2) f (2) − f (−1) = f ′(c) · (2 − (−1)) ⇒ 9 = 9c2 ⇒
⇒ c1 = 1 , c2 = −1 ⇒ M1 = (1, 1) , M2 = (−1,−1)
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Wnioski z tw. Lagrange’a

Jeśli funkcja f jest różniczkowalna w (a, b), to:
(1) ∀ x ∈ (a, b) f ′(x) = 0 ⇒ ∃A ∈ R ∀ x ∈ (a, b) f (x) ≡ A

(2) ∀ x ∈ (a, b) f ′(x) > 0 ⇒ f jest rosna̧ca w (a, b)

(3) ∀ x ∈ (a, b) f ′(x) < 0 ⇒ f jest maleja̧ca w (a, b)

Dowód (2): Niech x1, x2 ∈ (a, b) i x1 < x2.
Funkcja f |[x1,x2] spe lnia za lożenia Tw. Lagrange’a.

Sta̧d istnieje c ∈ (x1, x2) taki, że f (x2)−f (x1)
x2−x1

= f ′(c) > 0.
Skoro x1 < x2 to f (x2) − f (x1) > 0 czyli f (x1) < f (x2).
Dowód (1) i (3) analogicznie.
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Wnioski z tw. Lagrange’a
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Przyk lady:

(1) Funkcja sinus hiperboliczny sinh x = sh x = ex−e−x

2 jest

rosna̧ca w R, bo ∀ x ∈ R (sh x)′ = ex+e−x

2 = cosh x = ch x > 0
(cosinus hiperboliczny).

(2) Równanie 3x5 + 15x − 8 = 0 ma dok ladnie jeden pierwiastek
rzeczywisty, bo

f (x) = 3x5 + 15x − 8 spe lnia za lożenia tw. Lagrange’a,

f ′(x) = 15x4 + 15 > 0 ∀ x ∈ R ⇒ funkcja jest rosna̧ca,

ponadto limx→+∞ f (x) = +∞, limx→−∞ f (x) = −∞ ⇒

f ma jedno miejsce zerowe, wiȩc równanie ma jeden pierwiastek
rzeczywisty.
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(3) Wykazać, że arccos x + arcsin x = π
2 , ∀ x ∈ [−1, 1]

f (x) = arccos x + arcsin x spe lnia za lożenia tw. Lagrange’a,

f ′(x) = − 1√
1−x2

+ 1√
1−x2

= 0 ⇒ funkcja jest sta la na [−1, 1],

f (1) = arccos 1 + arcsin 1 = 0 + π
2 ⇒ f (x) ≡ π

2 ⇒
arccos x + arcsin x = π

2

(4) Wykazać, że arctg x < x − 1
6x

3 ∀ x ∈ (0, 1)

f (x) = arctg x − x + 1
6x

3 spe lnia za lożenia tw. Lagrange’a,

f ′(x) = 1
1+x2 − 1 + 1

2x
2 = x2(x2−1)

2(1+x2)

∀ x ∈ (0, 1) f ′(x) < 0 ⇒ funkcja jest maleja̧ca i
f (0) = 0 ⇒ f (x) < 0

⇒ arctg x < x − 1
6x

3 ∀ x ∈ (0, 1)
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Twierdzenie

Niech f : (a, b) → R jest rózniczkowalna w (a, b). Wtedy:

(1) f - niemaleja̧ca w (a, b) ⇒ ∀ x ∈ (a, b) f ′(x) ⩾ 0

(2) f - nierosna̧ca w (a, b) ⇒ ∀ x ∈ (a, b) f ′(x) ⩽ 0

Dowód (1): Niech x ∈ (a, b). Wtedy dla każdego ∆x > 0 takiego,
że (x + ∆x) ∈ (a, b) mamy x + ∆x > x . Sta̧d wynika,że
f (x + ∆x) ≥ f (x) ⇒ f (x + ∆x) − f (x) ≥ 0. Wiȩc dla każdego

∆x > 0 mamy f (x+∆x)−f (x)
∆x ≥ 0. Przechodza̧c do granicy

otrzymujemy f ′(x) = lim∆x→0
f (x+∆x)−f (x)

∆x ≥ 0. Dowód (2)
analogicznie.
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