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Pochodna funkgji

Niech f : D - R, D C R, oraz (xo — r,xo + r) C D dla pewnego
r> 0.
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Pochodna funkgji
Niech f : D - R, D C R, oraz (xo — r,xo + r) € D dla pewnego
r> 0.

.

Jedli istnieje skonczona granica ilorazu réznicowego

i F0) = fx) _ . flxo + h) = f(x)

X—rXp X — Xo h—0 h

€R,

to nazywamy ja pochodng funkcji f w punkcie xg i oznaczamy
przez '(xg) lub g—i(xo).

.
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Pochodna funkgji

Niech f : D - R, D C R, oraz (xo — r,xo + r) € D dla pewnego
r> 0.

.

Jedli istnieje skonczona granica ilorazu réznicowego

i F0) = fx) _ . flxo + h) = f(x)

X—rXp X — Xo h—0 h

€R,

to nazywamy ja pochodng funkcji f w punkcie xg i oznaczamy
przez '(xg) lub g—i(xo).

A

Jesli funkcja ma pochodna w punkcie xg, to méwimy, ze jest
rézniczkowalna w tym punkcie. Przyrost h oznacza takze Ax.
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lloraz réznicowy — interpretacja graficzna

Niech x # xp, a a bedzie katem nachylenia do osi OX sieczne;j
przechodzacej przez punkty (x, f(x)) i (xo, f(x0)). Wtedy

f(x) = f(x0) _ flx) = f(x)

tga = = c
X — X0 X0 — X
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Prosta styczna do wykresu w punkcie

Jesli f jest rézniczkowalna w xp, to dla x — xg, x # Xp, sieczne
przechodzace przez (x, f(x)) i (xo, f(x0)) daza do stycznej do
wykresu w punkcie (xo, f(xp)).
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Prosta styczna do wykresu w punkcie
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Prosta styczna do wykresu w punkcie

Jesli f jest rézniczkowalna w xp, to dla x — xg, x # Xp, sieczne
przechodzace przez (x, f(x)) i (xo, f(x0)) daza do stycznej do
wykresu w punkcie (xo, f(xp)).
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Interpretacja geometryczna pochodnej

Niech f bedzie rézniczkowalna w xg. Tangens kata nachylenia
siecznej jest ilorazem réznicowym. Gdy x — xp, iloraz ten dazy do
f'(xo0). Zatem dla kata « nachylenia stycznej do wykresu w punkcie
(x0, f(x0)) mamy

tga = f'(xo).

(xo, f(x0))
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Interpretacja fizyczna pochodnej — predkos¢ chwilowa

Punkt P porusza sie po osi OX. Jego wspdtrzedna s(t) jest
funkcja czasu. lloraz

s(to + At) — s(to)

At
At ) #07

opisuje Srednig predkos¢ miedzy chwilami tg i tg + At. Jesli s jest
rézniczkowalna w tg, to predko$¢ chwilowa wynosi

s(to + At) — s(to)

to) =5s'(tp) = i )
v(to) = s'(to) ALEO At )
S . . >
0 s(tg) s(fp + At)
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Obliczanie pochodnej z definicji

Przykfad 1. Wyznaczy¢ pochodna funkgji f(x) = 3x2 — 4x.

f(x + h) = 3(x 4+ h)*> — 4(x + h)
= 3x° + 6xh + 3h% — 4x — 4h.

Dla h # 0 otrzymujemy

f(x + h) — f(x) _ 6xh+3h>—4h

p p =6x+3h—4.

Stad dla kazdego x € R

f'(x) = );@0(6)( +3h—4)=06x—4
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Przyktad 2. Dla f(x) = /x i x > 0 mamy

f'(x) = lim Vxth=vx I'm ! !
= n50 h h=0 /X + h+/x  2yx
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Przyktad 2. Dla f(x) = /x i x > 0 mamy

F(x) = lim Vx+h—x . 1 1
)= h thO\/m+\/)?72\/)?'

Pochodne jednostronne

Jesli f jest okreSlona w xg i w odpowiednim jednostronnym otoczeniu
tego punktu, definiujemy — o ile granice s3 skonczone —
f(x)—f f(x)—f
(%) = I|m —(X) (XO), ' (x0) = lim —(X) (XO).

x—rxg X — Xp X=Xy X — Xo
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Przyktad 2. Dla f(x) = /x i x > 0 mamy

f'(x) = lim Vxth=vx = lim ! _ 1 .
h—0 h 0 yX A+ h4 X 2Vx

Pochodne jednostronne

Jesli f jest okreSlona w xg i w odpowiednim jednostronnym otoczeniu
tego punktu, definiujemy — o ile granice s3 skonczone —

(%) = lim. f(x) - f(xo)7 £ (x0) = lim f(x) — f(x0)
X X =29 X=Xy X — Xo

Dla punktu wewnetrznego dziedziny f’(xp) istnieje wtedy i tylko wtedy,
gdy obie pochodne jednostronne istniejg i sa réwne.
Funkcja v/x nie ma skoficzonej pochodnej prawostronnej w 0, bo
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Przykfad 1. Dla f(x) = sin x mamy

£(0) = lim sinx —sin0 4

x—0 X
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Przykfad 1. Dla f(x) = sin x mamy

sinx —sin0

f'(0) = lim =1.

x—0 X
Przykfad 2. Funkcja f(x) = |x| nie jest rézniczkowalna w 0:
ffr(O) = lim — =1, f (0) = lim m =—1.

x—0t X x—0— X

Pochodne jednostronne sa rézne, wiec f/(0) nie istnieje. O

fx)=Ix|
1.0

0.8+
0.6~
0.4+

0.2+

. : : =X
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Twierdzenie: rézniczkowalnos¢ pocigga za soba ciggtosé

Jesli funkcja f jest rézniczkowalna w xp, to jest ciagta w xg.

Implikacja odwrotna nie zachodzi: f(x) = |x| jest ciggta w 0, ale
nie jest tam rézniczkowalna.

Dowdd. Dla x # xg mamy

f(x)—f(x) = f(Xl—)quXO)(X — Xp)-
Zatem
XIi_)rrJ(O(f(x) — f(x0)) = f'(x0) - 0=0,
czyli limy_x, f(x) = f(x0)- O
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Pochodne wyzszych rzedéw

Jesli f jest rozniczkowalna na otwartym przedziale /, to jej pochodna jest
funkcja f’ : | — R. Pochodna funkgcji ' nazywamy druga pochodna
funkcji f:

F(0) = (7Y (x) = fim T 2T

)

o ile granica istnieje i jest skonczona. )
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Pochodne wyzszych rzedéw

Jesli f jest rozniczkowalna na otwartym przedziale /, to jej pochodna jest
funkcja f’ : | — R. Pochodna funkgcji ' nazywamy druga pochodna
funkcji f:

F(0) = (7Y (x) = fim T 2T

)

o ile granica istnieje i jest skonczona.

Przyjmujac f(© = f, definiujemy rekurencyjnie

f(")(x + h) — F(N(x)
h—>0 h '

Fr(x) = (F7) (x) =

Wymagamy, aby (") by’ra okreslona w otoczeniu x. Stosujemy tez
oznaczenie f("(x) = 41 (x).
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Pochodne wyzszych rzedéw

Jesli f jest rozniczkowalna na otwartym przedziale /, to jej pochodna jest
funkcja f’ : | — R. Pochodna funkgcji ' nazywamy druga pochodna
funkcji f:
! h) —f’
fl/(x) — (f/),(X) = ||m (X + ) (X),
h—0 h

o ile granica istnieje i jest skonczona.

Przyjmujac f(© = f, definiujemy rekurencyjnie

f(”)(x + h) — F(N(x)
h—>0 h '

Fr(x) = (F7) (x) =

Wymagamy, aby (") by’ra okreslona w otoczeniu x. Stosujemy tez
oznaczenie f("(x) = 41 (x).

Dla n > 1 funkcja jest n-krotnie rézniczkowalna w xg, jesli f("=1) jest
okres$lona w otoczeniu xg i ma pochodna w xg.
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Interpretacja drugiej pochodnej — przyspieszenie

Punkt P porusza sie po osi OX, a jego wsp6trzedna s(t) jest
dwukrotnie rézniczkowalng funkcja czasu. Predko$¢ chwilowa

Wynosi
s(to + At) — s(to)

O

Przyspieszenie w chwili ty jest réwne

v(to + At) — v(to)

to) = s"(tp) = V/(tp) = i )
a(to) = &"(t0) = V() = fim, ==, |
—e & 2 —
0 s(tp) s(tp +At)
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Podstawowe wzory

Dla funkgji statej f(x) = ¢, gdzie ¢ € R, mamy

F(x) = lim CTC = 0.
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Podstawowe wzory

Dla funkgji statej f(x) = ¢, gdzie ¢ € R, mamy

c—c
f'(x) = lim —— =0.
(x) = lim ; 0
Ponadto (x)' =1, a dla catkowitego n > 2
n—1

(x") = nx""*, x € R.

Dowdd. Ze wzoru dwumianowego, dla h # 0,

n__ o n n
(x+h)"—x S Z <”> Sk k=1
h e’ k

Przy h — 0 sktadniki sumy daza do zera. Stad (x")' = nx"~1. W
zapisie wielomianu przyjmujemy x° = 1. [
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Podstawowe wzory — cigg dalszy

Potega rzeczywista: (x*)' = ax®~! dla x > 0, a € R. Podstawiajac
t = h/x i korzystajac ze znanej granicy, otrzymujemy

h)® — x® 1+t)*—1
lim M = x*1im % = ax® 1
h—0 h t—0 t
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Podstawowe wzory — cigg dalszy

Potega rzeczywista: (x*)' = ax®~! dla x > 0, a € R. Podstawiajac
t = h/x i korzystajac ze znanej granicy, otrzymujemy

h)® — x® 1+t)*—1
lim M = x*1im % = ax® 1
h—0 h t—0 t

Funkcja wyktadnicza: (a¥) = a*Ilnadlaa> 0, x € R:

ax+h _ 3 h _
lim ——— = 3" lim

=a"lna.
h—0 h h—0

W szczegélnosci (€)' = €*; dla a = 1 pochodna wynosi 0.
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Podstawowe wzory — cigg dalszy

Potega rzeczywista: (x*)' = ax®~! dla x > 0, a € R. Podstawiajac
t = h/x i korzystajac ze znanej granicy, otrzymujemy
(X+h)a_xa a—1 ||m (1+t)a_1 _ a—1

lim ———— = x ax
h—0 h t—0 t

Funkcja wyktadnicza: (a¥) = a*Ilnadlaa> 0, x € R:
ax+h _ 3 h _

Iim —_— = aX Iim
h—0 h h—0

=a"lna.

W szczegélnosci (€)' = €*; dla a = 1 pochodna wynosi 0.

Sinus: (sinx)’ = cosx dla x € R (katy w radianach):

__sin(x+h)—sinx  sin(h/2) B
i|1T>10 p = IITTO h cos(x + h/2) = cos x.
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Cosinus: (cosx)’ = —sinx dla x € R:

. cos(x +h) —cosx sin(h/2)
A h = Am= h/2 sin(x +h/2)
= —sinx.
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Cosinus: (cosx)’ = —sinx dla x € R:

. cos(x +h) —cosx sin(h/2)
A h = Am= h/2 sin(x +h/2)
= —sinx.

Dziatania arytmetyczne na pochodnych

Jesli f i g sa rézniczkowalne w xg, a ¢ € R, to
(f £ 8)'(x0) = f'(x0) £ &'(x0),
(cf) (x0) = cf'(x0),
(fg) (x0) = f'(x0)g(x0) + f(x0)g’ (x0).

Jesli dodatkowo g(xg) # 0, to

<f)l () = [ 00)EC0) = Flo)g’(x0)

E g(x0)?
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Reguta Leibniza

Dla funkgcji f i g rézniczkowalnych w rozwazanym punkcie

(fg) = f'g+fg'.

y oy AR
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Dowody regut dla iloczynu i ilorazu

Zatézmy, ze f i g sa rézniczkowalne w x. Dla F = fg i h # 0 mamy

F(x+h)— F(x)  f(x+h)—f(x)

_ g(x +h) — g(x)
h h ’

h

g(x + h)+ f(x)
Poniewaz g jest ciagta w x, po przejsciu do granicy otrzymujemy

F'(x) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x).
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Dowody regut dla iloczynu i ilorazu

Zatézmy, ze f i g sa rézniczkowalne w x. Dla F = fg i h # 0 mamy

gx+h) —g(x)
- .

F(x+h)— F(x)  f(x+h)—f(x)
h - h

g(x + h)+ f(x)

Poniewaz g jest ciagta w x, po przejsciu do granicy otrzymujemy
F'(x) = f'(x)g(x) + f(x)g’(x).

Jedli g(x) # 0, to z ciagtosci g wynika, Ze takze g(x + h) # 0 dla
dostatecznie matych h. Dla H = f/g mamy

f(x + h) — f(x)

H(x+h) = H(x) _ &) —f(x)

h g(x + h)g(x)

gx+h) —g(x)
h

Stad
: iy F'(x)g(x) — f(x)g'(x)
H'(x) = 202 . O
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Podstawowe wzory — cigg dalszy

. !
(tgx) = (S|nx> -1 cosx # 0,

cosx/)  cos?x’

(ctgx) = — sinx # 0.

sin‘ x
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Podstawowe wzory — cigg dalszy

cosx/)  cos?x’

. !
(tgx) = (S|nx> -1 cosx # 0,

1
——, sinx # 0.
sin” x

(ctgx)' = -

Twierdzenie o pochodnej funkcji odwrotne;j

Niech f : (a, b) — R bedzie ciggta i $cisle monotoniczna. Zatézmy, ze

xo € (a, b), a pochodna f’(xp) istnieje i jest niezerowa. Wéwczas funkcja
odwrotna g : f((a, b)) — (a, b) jest rézniczkowalna w punkcie yo = f(xp)
i

/( )_ 1 - 1
&V = F00) T Flg(o)’

W. Domitrz Pochodne



Dowdd twierdzenia o funkcji odwrotnej. Ciggtos¢ funkcji odwrotnej
daje y = yo = g(y) — xo. Dla y = f(x), dzieki r6znowarto$ciowosci f,
otrzymujemy

g(y) —gly) _ X=X 1

/ — |_ o\ J o\ _ I = .
gl = im e T = Foe) ~ i)
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Dowdd twierdzenia o funkcji odwrotnej. Ciggtos¢ funkcji odwrotnej
daje y = yo = g(y) — xo. Dla y = f(x), dzieki r6znowarto$ciowosci f,

otrzymujemy
B _ 1
o) = lim BB xe 1
g (yo) = fim == —" o Fx) — f(x0)  F(x0)

Logarytm. Dla a >0, a# 1, x > 0 oraz y = log, x:

X |

1 1
(log, x) alna  xlna’ (Inx)
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Dowdd twierdzenia o funkcji odwrotnej. Ciggtos¢ funkcji odwrotnej
daje y = yo = g(y) — xo. Dla y = f(x), dzieki r6znowarto$ciowosci f,
otrzymujemy

/ = lim M = |lim X" = L
g (yO) - y|—>yo Y=Y ><I—>Xo f(X) - f(XO) f/(XO) .

Logarytm. Dla a >0, a# 1, x > 0 oraz y = log, x:

1 1

1
I _ _ [——
(log, x) T &lna xlna’ (Inx) X

Arcus sinus. Dla x € (—1,1) i y = arcsinx mamy y € (—7/2,7/2),
wiec cosy > 0 i

T 11
cosy \/1—sin?y V1—x2

(arcsinx) =
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Arcus cosinus. Dla x € (—1,1) oraz y = arccos x € (0, 7):

(arc cosx) 1 1 1
arc X) = —— = — — — .
siny V/1—cos?y V1—x2
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Arcus cosinus. Dla x € (—1,1) oraz y = arccos x € (0, 7):

(arc cosx) 1 1 1
arc X) = —— = — — — .
siny V/1—cos?y V1—x2

Arcus tangens. Dla x € R oraz y = arctgx € (—n/2,7/2):

11
1+tg2y 1+4+x2

(arctg x) = cos?y =
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Arcus cosinus. Dla x € (—1,1) oraz y = arccos x € (0, 7):

(arccos x)’ 1 L !
I X) = —— = — = — .
siny V/1—cos?y V1—x2

Arcus tangens. Dla x € R oraz y = arctgx € (—n/2,7/2):

1 1

arctg x) = cos’ y = = .
(arctg x) Y 1+tg?y 1+x2

Arcus cotangens. Przyjmujemy gataz arcctg : R — (0, 7). Dla
y = arcctg x:
1 1

arcctg x)' = —sin?y = — =— )
(arcctg x) Y= gy - 11
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Twierdzenie o pochodnej funkcji ztozonej

Niech h bedzie rézniczkowalna w xg, a f —w ug = h(xp). Zatbézmy,
ze ztozenie ¢ = f o h jest okre$lone w otoczeniu xg. Woéwczas ¢
jest rézniczkowalna w xp i

¢'(x0) = f'(h(x0))h' (x0)-
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Twierdzenie o pochodnej funkcji ztozonej

Niech h bedzie rézniczkowalna w xg, a f —w ug = h(xp). Zatbézmy,
ze ztozenie ¢ = f o h jest okre$lone w otoczeniu xg. Woéwczas ¢
jest rézniczkowalna w xp i

¢'(x0) = f'(h(x0)) K (x0)-
Przyktad. Dla kazdego x € R

COs X

[zarctg(sin x):|/ — oarctg(sinx) |1 o —
1 +sin“x
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Rézniczkowanie logarytmiczne

Dla x # 0 mamy (In |x])’ = 1/x: dla x > 0 r6zniczkujemy Inx, a dla
x < 0 —In(—x). Jedli f jest rézniczkowalna i f(x) # 0, to

I GO = -
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Rézniczkowanie logarytmiczne

Dla x # 0 mamy (In |x])’ = 1/x: dla x > 0 r6zniczkujemy Inx, a dla
x < 0 —In(—x). Jedli f jest rézniczkowalna i f(x) # 0, to

I GO = -

Przyktad. Rozwazmy rzeczywiste pierwiastki nieparzystych stopni:

Jx3(x2+1)  xvx2+1
I5—x  ¥5-x'

f(x) =

x # 5.
Dla x ¢ {0,5}:

1 1
In|f(x)] =In|x| + gln(x2 +1)— 5 In|5— x|,

f’(x)_f(x)<1+ 2x + 5 ! )

x  3(x2+1) 5(5 — x)
W punkcie 0 obliczamy pochodna z definicji:
f(h vh2+1
f'(0) = lim LIC) 5y,

h—0 h h—0 ¥/5 — h
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Styczna do wykresu funkgji

Jesli f jest rézniczkowalna w xp, to styczna do jej wykresu w
punkcie (xo, f(x0)) ma réwnanie

y = f'(x0)(x — x0) + f(x0).

Jej wspétczynnik kierunkowy jest réwny f/(xo).
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Styczna do wykresu funkgji

Jesli f jest rézniczkowalna w xp, to styczna do jej wykresu w
punkcie (xo, f(x0)) ma réwnanie

y = f'(x0)(x — x0) + f(x0).

Jej wspétczynnik kierunkowy jest réwny f/(xo).

Jesli f jest ciggta w xp, a granica
f(x)—f~
)~ o)
X—rX0 X — X0

wynosi +00 lub —oo, to wykres ma w tym punkcie styczna
pionowa o réwnaniu x = xp.

Na koncu przedziatu dziedziny rozpatrujemy odpowiedniag granice
jednostronng i ciggto$é jednostronna.
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Styczna do wykresu funkgji f(x) = arcsin x
W punkcie (%, %) mamy f'(1/2) = Stqd

2( 1>+7r
=—|(x—2 —.
Y= 2) "6

2

L I I )
-2 -1 1 2

=2k
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Styczna do wykresu funkcji f(x) = arcsin x

W punkcie (0,0) mamy f’(0) = 1, wiec styczna ma réwnanie

Yy =Xx.
2,




Styczne pionowe na koncach dziedziny

Funkcje arcsinx i arccos x sg ciggte na [—1,1], alew x = =1 i x =1 nie
maja skonczonych pochodnych jednostronnych.
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Styczne pionowe na koncach dziedziny

Funkcje arcsinx i arccos x sg ciggte na [—1,1], alew x = =1 i x =1 nie
maja skonczonych pochodnych jednostronnych.

Na przyktad, podstawiajac x =siny oraz t =y + 7/2 — 07,

otrzymujemy x = —cost i
) arcsin x — arcsin(—1) . t
lim = lim ——
x——1+ x+1 t—0+ 1 —cost

' t/2 1
30+ sin(t/2) sin(t/2)

= +400.

Takze przy x — 17 iloraz réznicowy dla arcsin dazy do +oc0. Dla arc cos
obie odpowiednie granice wynosza —oo.

Styczne do obu wykreséw na koncach dziedziny s3 pionowe: x = —1 oraz
x=1.
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Styczna do wykresu funkcji f(x) = arcsin x

W punkcie (=1, —7/2) styczna ma réwnanie x = —1.
2,

-2 e 1 2

2L
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Styczna do wykresu funkcji f(x) = arcsin x

W punkcie (1,7/2) styczna ma réwnanie x = 1.
2,

-2 -1 2

2L
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Normalna do wykresu funkgji

Normalna do wykresu w punkcie (xg, f(xp)) to prosta przechodzaca
przez ten punkt i prostopadta do stycznej.

Niech f bedzie rézniczkowalna w xg. Jesli f'(xp) # 0, wspdtczynnik
kierunkowy normalnej wynosi
1 1
t )=——""=———,
S0t = g T TP 0)
gdzie « jest katem nachylenia stycznej do osi OX. Zatem réwnanie
normalnej ma postac

y = 7f/(X0) (X - XO) + f(XO)'

Jedli f/(x0) = 0, styczna jest pozioma, a normalna ma réwnanie
X = Xp-
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Styczna i normalna do paraboli

Wyznaczyé styczne i normalne do paraboli y = x*> — 4x w
punktach o odcietych 1i 2.

f(x) = x? — 4x, f'(x) = 2x — 4.
Dla x = 1: f(1) = -3, f'(1) = —2.

styczna: y = —2(x — 1) =3 = —2x — 1,

normalna: y = 3(x —1) =3 = 3x — L.
Dla x = 2: f(2) = —4, f'(2) = 0.

styczna: y = —4, normalna: x = 2.
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Styczna i normalna do paraboli w punkcie (1, —3)

Dla y = x? — 4x otrzymujemy:

NI~

styczna: y = —2x — 1, normalna: y = %x —

/’
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Styczna i normalna do paraboli w punkcie (2, —4)

Dla y = x? — 4x otrzymujemy:

styczna: y = —4, normalna: x = 2.

L L
-2 6

2k
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Styczne i normalne do okregu

Wyznaczy¢ styczne i normalne do okregu x? 4+ y?2 —2x+4y —3=0w
punktach przeciecia z osig OX.

y=0 = x?’—-2x—-3=0, A=(-1,0), B=(3,0).
W otoczeniu tych punktéw gérna gataz okregu jest wykresem funkcji
y=-24++8—(x-1)%
Rézniczkujac réwnanie okregu wzgledem x, otrzymujemy

,  1—x

oy 42

2x +2yy' =2+ 4y’ =0, y
W punktach A i B mianownik jest niezerowy, a nachylenia wynosza
odpowiednio 1 i —1. Zatem

‘ styczna normalna
Bly=—x+3 y=x-3
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Styczna i normalna do cykloidy

Dla x(t) =t —sint, y(t) =1 —cost i tog = m/2 mamy
P=(3-11), x'(t)=1—cost, y'(t)=sint.

Poniewaz x’(ty) = 1 # 0, lokalnie

d "(t int t d

d_y() _ _snt _ ot A

dx x'(t) 1—cost 2 dx {2
Zatem

styczna: y = x — 5 + 2, normalna: y = —x + 7.
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lloczyn skalarny w R?

lloczyn skalarny wektoréw u = (u1, u2) i v = (vi, v2) to liczba
u-v =uivy + Usxvs.

Dtugos¢ wektora u wynosi

llul| = \/uf—i-u% =+/u-u.

Jesli oba wektory sa niezerowe, a « € [0, 7] jest katem miedzy
nimi, to

u-v=|ull|lv] cosc.
Zatem niezerowe wektory s3 prostopadte wtedy i tylko wtedy, gdy
u-v=0 (czyli o« =7/2).
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Kat miedzy krzywymi y = f(x) i y = g(x)

Zatézmy, ze krzywe maja styczne w punkcie przeciecia

(x0, f(x0)) = (x0,&(x0)). Katem miedzy krzywymi nazywamy

mniejszy z katéw miedzy tymi stycznymi, czyli v € [0, 7/2].
251

20
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Kat miedzy krzywymi y = f(x) i y = g(x)

Zatézmy, ze krzywe maja styczne w punkcie przeciecia

(x0, f(x0)) = (x0,&(x0)). Katem miedzy krzywymi nazywamy

mniejszy z katéw miedzy tymi stycznymi, czyli v € [0, 7/2].
251

20
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Kat miedzy krzywymi y = f(x) i y = g(x)
Zatézmy, ze krzywe maja styczne w punkcie przeciecia
(x0, f(x0)) = (x0,&(x0)). Katem miedzy krzywymi nazywamy
mniejszy z katéw miedzy tymi stycznymi, czyli v € [0, 7/2].

25
20
15+
A
05
-05 05 1.0 15 20 25
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Kat miedzy krzywymi

Twierdzenie

Niech f(x0) = g(x0), a f i g beda rézniczkowalne w xp. Dla m; = /(xg) i
my = g'(x0) kat miedzy wykresami wynosi

my — mp
1+ mimy
7'['/2, 1—|—m1m2:0.

arctg ; 14+ mmy #0,
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Kat miedzy krzywymi

Twierdzenie

Niech f(x0) = g(x0), a f i g beda rézniczkowalne w xp. Dla m; = /(xg) i
my = g'(x0) kat miedzy wykresami wynosi

my — mp
1+ mimy
7'['/2, 1—|—m1m2:0.

arctg ; 14+ mmy #0,

Dowéd. Niech o i 3 beda katami nachylenia stycznych. Dla
14 mymy # 0 mamy

tgy = [tg(la - B)| =

‘m1—m2

1+ mipmyp

Jedli 1+ mymy = 0, wektory kierunkowe stycznych u = (1, my) i
v = (1, my) spetniaja u- v = 0. S3 wiec prostopadte i v = 7/2. O
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Kat przeciecia wykresow sinusa i cosinusa

Punkty przeciecia spetniaja
sinx = cosx < xk:%+k7r, k eZ.

Dla f(x) = sinx, g(x) = cosx mamy

Flx) = (1) 22

Zatem w kazdym punkcie przeciecia

v = arctg

1)k
(11)1>f‘ = arctg(2V/2).
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Katy przeciecia prostej i paraboli

Rozwazmy prostg x + y — 4 = 0 i parabole 2y = 8 — x2. Ich
punkty przeciecia to A = (0,4) i B=(2,2).
fix)=4-x, f(x)=-1, gx)=4-1x% g(x)=—x
W punkcie A nachylenia wynoszg —1 i 0, wiec
; ‘ —1-— O‘ T
= arc =—
s 110

=
W punkcie B nachylenia wynosza —1 i —2, wiec

BT T (C(—2) T Ry

W. Domitrz Pochodne



Twierdzenie de I'Hospitala

Sasiedztwo punktu

Dla r > 0 sasiedztwem punktu xp € R nazywamy zbiér

S(x0,r) = (x0 — r,x0) U (x0, %0 + r)-

Twierdzenie de |'Hospitala

Niech f i g beda rézniczkowalne w S(xo, r) oraz niech g(x) # 0 i
g'(x) # 0 w tym zbiorze. Zatézmy, ze przy x — xg

f(x) =0, g(x)—=0 lub [f(x)]— 400, |g(x)]— +o0.
f'(x)

Jedli istnieje granica L = lim ——% w zbiorze R U {—o00, +o0}, to
x=% g'(x)
f
lim ﬁ = L.
x=% g(x)

A
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Twierdzenie stosuje sie takze do granic jednostronnych i granic w 400,
przy odpowiednich zatozeniach w jednostronnym sasiedztwie lub na

odpowiedniej potprostej. Zapis g oznacza uzycie reguty de I'Hospitala.
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Twierdzenie stosuje sie takze do granic jednostronnych i granic w 400,
przy odpowiednich zatozeniach w jednostronnym sasiedztwie lub na

odpowiedniej potprostej. Zapis g oznacza uzycie reguty de I'Hospitala.
1. Dwukrotnie otrzymujemy iloraz typu 0/0:

—1—XH . eX—IE e 1
x—0 x2 x—>mO 2x o 0 2 2

W. Domitrz Pochodne



Twierdzenie stosuje sie takze do granic jednostronnych i granic w 400,
przy odpowiednich zatozeniach w jednostronnym sasiedztwie lub na

odpowiedniej potprostej. Zapis g oznacza uzycie reguty de I'Hospitala.
1. Dwukrotnie otrzymujemy iloraz typu 0/0:

e —1—xu, e —-14ng ex 1
I m =

x—0 x2 x—=0  2x 0 2 2

2. lloczyn typu 0 - (—o0) przeksztatcamy w iloraz:

|
lim v/xInx = lim — & lim (=2v/%) =0.
x—0*t x—0

- x—1/2
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Twierdzenie stosuje sie takze do granic jednostronnych i granic w 400,
przy odpowiednich zatozeniach w jednostronnym sasiedztwie lub na

odpowiedniej potprostej. Zapis g oznacza uzycie reguty de I'Hospitala.
1. Dwukrotnie otrzymujemy iloraz typu 0/0:

e —1—xu, e —-14ng ex 1
I m =

x—0 x2 x—=0  2x 0 2 2

2. lloczyn typu 0 - (—o0) przeksztatcamy w iloraz:
Inx n
Xg]&ﬁnx im =73 |m( Vx)

3. Dla potegi typu oc® najpierw obliczamy

. Inx u
lim — = Ilim —=0.
x—+oo X X—+o0o X
Stad lim x* = lim ™/ =& =1.
X—+00 X—~+00
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. . X —sinx l—cosx - -
4. Rozwazmy x—llToo X Tenx lloraz pochodnych {7225 nie ma granicy:
dla x, = 2nm wynosi 0, a dla y, = 2n7m + 7/2 wynosi 1. Ponadto
1+ cosx = 0 w punktach (2n + 1)7w. Zatozenia reguty de I'Hospitala nie

sg wiec spetnione. Bezposrednio otrzymujemy

. X — sinx . 1 —sinx/x
lim ——— = |lim ————
x—+00 X +sinx  x—+oo 1 4 sinx/x

)

poniewaz |sinx/x| < 1/x — 0.
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4. Rozwazmy lim ﬂ lloraz pochodnych
x—r+00 X + SIN X

dla x, = 2nm wynosi 0, a dla y, = 2n7m + 7/2 wynosi 1. Ponadto

1+ cosx = 0 w punktach (2n + 1)7w. Zatozenia reguty de I'Hospitala nie

sg wiec spetnione. Bezposrednio otrzymujemy

1—cos x
1+-cos x

nie ma granicy:

. X — sinx . 1 —sinx/x
lim ——— = |lim ————
x—+00 X +sinx  x—+oo 1 4 sinx/x

)

poniewaz |sinx/x| < 1/x — 0.

5. Po sprowadzeniu réznicy do wspélnego mianownika:

. 1 1 . x—sinx
lim - - — [im ——
x—0 \ SIn X X x—0 XSsInx

H . 1 — cosx
= lim ——
x—0 sin X + X COS X
H .. sin x
=lim——=0

x—02CcosX — xsin x

W. Domitrz Pochodne



Asymptoty pionowe

Niech ¢ bedzie punktem skupienia dziedziny z rozwazanej strony.
Prosta x = ¢ jest lewostronng asymptotg pionowa wykresu f, jesli

lim f(x)=+oc0 lub lim f(x)= —oc.

X—C™ X—C™

Jest prawostronng asymptota pionowa, jesli

lim f(x) =400 lub lim f(x)= —o0.

x—ct x—ct

Jest obustronng asymptota pionowa, gdy spetnia oba warunki.
Znaki granic jednostronnych moga by¢ rézne.
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Obustronne asymptoty: pionowa i pozioma

151

0.5+
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Asymptoty ukosne i poziome

Niech m, k € R, a dziedzina f bedzie nieograniczona w
rozwazanym kierunku. Prosta y = mx + k jest asymptota wykresu

f:
lewostronnga, jesli li)ry [f(x) — mx — k] =0,

prawostronng, jesli (x) —mx — k] =0.

lim [f
X—r—+00
Dla m #£ 0 nazywamy ja asymptota ukosng, a dla m =0 —
asymptota pozioma.

Asymptota jest obustronna, jesli ta sama prosta jest asymptota
lewostronng i prawostronna.
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Obustronne asymptoty: ukosna i pionowa
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Wyznaczanie asymptoty w +o00

Niech dziedzina f bedzie nieograniczona z géry. Prosta y = mx + k,

gdzie m, k € R, jest asymptota prawostronng wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieja skonczone granice

lim fx) =m, lim [f(x)— mx] = k.
xX—+o0o X X——+00

Dla m # 0 asymptota jest ukosna, a dla m = 0 — pozioma.

Analogicznie postepujemy w —oo, dla dziedziny nieograniczonej z dotu.
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Wyznaczanie asymptoty w +o00
Niech dziedzina f bedzie nieograniczona z géry. Prosta y = mx + k,
gdzie m, k € R, jest asymptota prawostronng wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieja skonczone granice

f(x)

lim —=% = lim [f(x) — mx] = k.
Al = ™I i

Dla m # 0 asymptota jest ukosna, a dla m = 0 — pozioma.

Analogicznie postepujemy w —oo, dla dziedziny nieograniczonej z dotu.
Dowéd (=). Jedli r(x) = f(x) —mx —k — 0, to

f k
X X X

co daje pierwsza granice.
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Dalszy ciag dowodu. Dla r(x) = f(x) — mx — k — 0 mamy réwniez
f(x) — mx =k+r(x) — k.

(<) Jesli f(x) — mx — k, to f(x) — mx — k — 0, co jest definicja
asymptoty. [
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Dalszy ciag dowodu. Dla r(x) = f(x) — mx — k — 0 mamy réwniez
f(x) — mx =k+r(x) — k.

(<) Jesli f(x) — mx — k, to f(x) — mx — k — 0, co jest definicja
asymptoty. [
Przyktad 1. Wyznaczy¢ wszystkie asymptoty funkgji

x2 4+ 3x
X +2

F(x) = . D=R\{-2}

W kazdym punkcie xo # —2 funkcja jest ciagta, zatem

lim f(x) = f(x) € R.

X—r X0

Jedynym kandydatem na asymptote pionowa jest wiec prosta x = —2.
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Asymptota pionowa funkcji wymierne;j

Dla f(x) =X +3X licznik dazy do —2 przy x — —2. Mianownik
zmienia znak wugc

lim f(x) = +o0, lim f(x)=
X——2~ x——2F
Zatem x = —2 jest obustronng asymptota pionowa.

_‘r_( ) = X4 %x o x(x+3)

X+ 2L X+2

x(x+43)(x+2) =0 & x=0 v x=-2 v x=-38

Hx) >0 &> x(x+3)(x+2) >0 > xe (-23,-2)v(0,00)

26)<0 &=» X(x#3)(x+2)< 0 &> xe o ,-3) v (-2,0)
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Asymptota ukosna funkcji wymierne;j

Dla f(x) =X 2+3x otrzymujemy w obu kierunkach:

+
. f(x) _ x?43x
m= lim — = |lm — =1,
x—+too X x—4o00 x2 + 2x
X
k= Xﬂr:lrgoo[f(x) B X] X—>:|:oo x + 2

Prosta y = x 4+ 1 jest obustronng asymptota uko$ng. Mozna to
réwniez odczytaé z rozktadu

2

f(x)=x+1-— ——
() =x+1- .

f(x)—(x+1) —0 (x— £o0).
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Asymptoty funkcji f(x) = x + sin x/x

Dziedzing jest D = R\ {0}. Funkgcja jest ciagta w kazdym punkcie
dziedziny, a ponadto

x—0 X

lim <x+ SmX) =1.

Nie ma wiec asymptot pionowych. W obu kierunkach
nieskonczonosci

m— lim <1+smx>:1’ k— lim "X _g

x—*+o0 x2 x—=Foo X

Jedyna asymptota uko$na jest zatem prosta y = x; jest to
asymptota obustronna. Asymptot poziomych nie ma.
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Zachowanie stabej nieréwnosci przy przejsciu do granicy

Niech f,g : D — R, gdzie D C R, a xg niech bedzie punktem
skupienia D. Zatézmy, ze istniejg skonczone granice

lim f(x) = a, lim g(x) = b.

X—X0 X—>X0
Jesli dla pewnego r > 0 zachodzi
Vx € DN S(xo, r) f(x) < g(x),

to a<b.

Twierdzenie zachodzi réwniez dla granic jednostronnych, przy
odpowiednim jednostronnym warunku skupienia dziedziny.
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Ekstrema lokalne funkcji

Niech f : D — R i xp € D. Funkcja ma w xo maksimum lokalne, jesli
36 >0 Vx e DN S(x,0) f(x) < f(xo0)-

Ma w xo minimum lokalne, jesli

36 >0 Vxe DN S(x,0) f(x) > f(xo0)-

A
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Ekstrema lokalne funkcji

Niech f : D — R i xp € D. Funkcja ma w xo maksimum lokalne, jesli
36 >0 Vx e DN S(x,0) f(x) < f(xo0)-

Ma w xo minimum lokalne, jesli

36 >0 Vxe DN S(x,0) f(x) > f(xo0)-

V,

Jesli w tych warunkach zastgpimy < przez < albo > przez >, otrzymamy
odpowiednio maksimum lokalne wtasciwe albo minimum lokalne wtasciwe
(nazywane tez $cistymi).

Maksima i minima lokalne nazywamy ekstremami lokalnymi.
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1. Na przedziale (—, 7) funkcja f(x) = |sin x| ma minimum lokalne
wtasciwe w 0 oraz maksima lokalne wtasciwe w —7m/2 i w/2. Wystarczy
przyja¢ § = w/4:

0<|x|<d = [sinx]|>0=1r(0),
O<|x+7/2|<d = |[sinx|]<1l="f(-n/2).

Analogicznie uzasadniamy maksimum w 7 /2.
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1. Na przedziale (—, 7) funkcja f(x) = |sin x| ma minimum lokalne
wtasciwe w 0 oraz maksima lokalne wtasciwe w —7m/2 i w/2. Wystarczy
przyja¢ § = w/4:

0<|x|<d = [sinx]|>0=1r(0),
O<|x+7/2|<d = |[sinx|]<1l="f(-n/2).

Analogicznie uzasadniamy maksimum w /2.

2. Funkgja f(x) = x3 nie ma ekstremum lokalnego w 0. Dla kazdego
0 > 0 punkty x; =§/2 i x_ = —0/2 naleza do 5(0,0), a

f(xy) > f(0) =0> f(x_).

W kazdym sasiedztwie 0 wystepuja zatem warto$ci wieksze i mniejsze od
f(0).
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Twierdzenie Fermata — warunek konieczny ekstremum

Jesli xp jest punktem wewnetrznym dziedziny, funkcja f ma w nim
ekstremum lokalne i jest w nim rézniczkowalna, to f/(xp) = 0.
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Twierdzenie Fermata — warunek konieczny ekstremum

Jesli xp jest punktem wewnetrznym dziedziny, funkcja f ma w nim
ekstremum lokalne i jest w nim rézniczkowalna, to f/(xp) = 0.

05 —
; . ; . . | —_———— I
1 2 3

05+
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Twierdzenie Fermata — warunek konieczny ekstremum

Jesli xp jest punktem wewnetrznym dziedziny, funkcja f ma w nim
ekstremum lokalne i jest w nim rézniczkowalna, to f'(xp) = 0.

Dowdd dla maksimum. Wybierzmy r > 0 tak mate, aby (xo — r,xo + r)
zawierat sie w dziedzinie i f(x) < f(xo) dla wszystkich x z tego
przedziatu. Wtedy

Mgo dla x € (xp,x0 + r),
X — Xo

Mzo dla x € (xo — r, %0)-
X — Xo

Poniewaz f jest rézniczkowalna w xg, otrzymujemy
0 S fi(Xo) = f/(Xo) = f+/(X0) § 07

a wiec f'(xg) = 0. Dowdd dla minimum jest analogiczny. O
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1. Warunek f’(xp) = 0 nie wystarcza do istnienia ekstremum. Na
przyktad dla f(x) = x3 mamy f/(0) = 0, lecz f nie ma ekstremum w 0.

f(x)=x*
1.0

0.5

2. Kandydatami na ekstrema wewnatrz dziedziny s3 punkty, w ktérych
pochodna jest réwna zeru lub nie istnieje. Na przyktad |x| ma minimum
w 0, mimo ze nie jest tam rézniczkowalna.

Osobno nalezy sprawdzi¢ nalezace do dziedziny punkty brzegowe, np.
korice przedziatu. Funkcja f(x) = x na [0,1] ma minimum w 0 i
maksimum w 1.
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Twierdzenie Rolle'a

Niech a,b € R i a < b. Jesli funkcja f : [a, b] — R jest ciagta na
[a, b], rézniczkowalna na (a, b) i f(a) = f(b), to

Jc € (a,b) f'(c) =0.

-1.0-
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Twierdzenie Rolle'a

Niech a,b € R i a < b. Jesli funkcja f : [a, b] — R jest ciagta na
[a, b], rézniczkowalna na (a, b) i f(a) = f(b), to

Jc € (a,b) f'(c) =0.

1.0¢ .

=-1.0
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Dowéd twierdzenia Rolle’a

Z twierdzenia Weierstrassa istnieja c¢1, ¢z € [a, b] takie, ze

f(c1) = Xg}glb] f(x), fle) = Xren[?z] f(x).

Jedli f(a1) = f(c2), funkcja jest stata na [a, b], wiec f'(c) =0 dla
kazdego ¢ € (a, b).

Jedli f(c1) < f(c), to z réwnosci f(a) = f(b) wynika, ze
przynajmniej jeden z punktéw c1, ¢, lezy w (a, b).

W tym punkcie funkcja osiaga ekstremum lokalne i jest

rézniczkowalna, wiec na mocy twierdzenia Fermata jej pochodna
jest rébwna zeru. O
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Twierdzenie Lagrange'a

Niech a,b € R i a < b. Jesli funkcja f : [a, b] — R jest ciagta na
[a, b] i rézniczkowalna na (a, b), to

Jc € (a, b) f(b) — f(a) = f'(c)(b — a).

-1.0 -0.5 L 0.5 1.0 1.5 2.0
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Twierdzenie Lagrange'a

Niech a,b € R i a < b. Jesli funkcja f : [a, b] — R jest ciagta na
[a, b] i rézniczkowalna na (a, b), to

Jc € (a, b) f(b) — f(a) = f'(c)(b — a).
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Dowéd twierdzenia Lagrange’'a

Zdefiniujmy

h(x) = f(x) — f(a) — W(X —a).

Funkcja h jest ciagta na [a, b], rézniczkowalna na (a, b) oraz
h(a) = h(b) = 0. Spetnia wiec wszystkie zatozenia twierdzenia
Rolle'a.

Istnieje zatem ¢ € (a, b) takie, ze

H(c)=f'(c) — f(bg:g(a) =0.

Po przeksztatceniu otrzymujemy

f(b) - f(a) = f'(c)(b—a). [
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Styczne réwnolegte do siecznej

Dla f(x) = x® znalez¢é punkty wykresu, w ktérych styczne sa réwnolegte
do siecznej przechodzacej przez A= (—1,—1) i B=(2,8). Jej
wspotczynnik kierunkowy wynosi

Rozwiazujemy réwnanie f'(x) = m na catej dziedzinie funkcji:
3x*=3 <= x=1lubx=-1.

Szukane punkty to My = (1,1) i M, = (-1, -1).

Zwiazek z twierdzeniem Lagrange'a

Twierdzenie zastosowane na [—1, 2] zapewnia punkt ¢ € (—1,2)
spetniajacy f'(c) = 3. W tym otwartym przedziale jedynym rozwigzaniem
jest ¢ = 1. Punkt x = —1 jest koncem przedziatu i nie jest takim
punktem c.
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Whioski z twierdzenia Lagrange’'a

Niech f bedzie rézniczkowalna na otwartym przedziale (a, b).
© Jedli f/(x) = 0 dla kazdego x € (a, b), to f jest stata na (a, b).
Q@ Jedli f'(x) > 0 dla kazdego x € (a, b), to f jest Scisle rosnaca.

© Jedli f/(x) < 0 dla kazdego x € (a, b), to f jest Scisle malejaca.
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Whioski z twierdzenia Lagrange’'a

Niech f bedzie rézniczkowalna na otwartym przedziale (a, b).
© Jedli f/(x) = 0 dla kazdego x € (a, b), to f jest stata na (a, b).
Q@ Jedli f'(x) > 0 dla kazdego x € (a, b), to f jest Scisle rosnaca.

© Jedli f'(x) < 0 dla kazdego x € (a, b), to f jest SciSle malejaca.

Dowéd punktu 2. Niech a < x; < xo < b. Funkgcja f jest ciggta na
[x1, 2] i rézniczkowalna na (x1, x2). Istnieje wiec ¢ € (xi1, x2) takie, ze

f(x) — f(x)

X2 — X1

=f'(c) > 0.

Poniewaz x;, — x; > 0, mamy f(xp) > f(x1). Pozostate dwa wnioski
dowodzimy analogicznie. O
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1. Sinus hiperboliczny. Funkcja

. e —e X
sinhx =shx= ——
2
jest $cidle rosnaca na R, poniewaz
: e +e*
(sinhx)" = — = coshx =chx >0

dla kazdego x € R. Funkcje cosh nazywamy cosinusem hiperbolicznym.
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1. Sinus hiperboliczny. Funkcja

. e —e X
sinhx =shx= ——
2
jest Scisle rosnagca na R, poniewaz
: e +e*
(sinhx)" = — = coshx =chx >0

dla kazdego x € R. Funkcje cosh nazywamy cosinusem hiperbolicznym.

2. Liczba pierwiastkéw réwnania. Niech f(x) = 3x°® + 15x — 8.
Poniewaz

f'(x)=15x*+15>0  (x €R),
funkcja jest écisle rosnaca i ma co najwyzej jedno miejsce zerowe. Z
ciggtosci oraz nieréwnosci f(0) = —8 < 0 < 10 = f(1) wynika, ze ma
miejsce zerowe w (0,1). Réwnanie 3x> + 15x — 8 = 0 ma wiec doktadnie
jeden pierwiastek rzeczywisty.
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3. Wykaza¢, ze arccos x + arcsinx = w/2 dla x € [—1,1]. Funkcja
f(x) = arccos x + arcsin x jest ciggta na [—1,1], adla |x| < 1

B 1 + 1
Vi—x2 J1-x2

Jest wiec stata na (—1,1), a dzieki ciagtosci — réwniez na [—1, 1].
Poniewaz f(0) = /2, otrzymujemy zadana tozsamos¢.

f'(x) = =0.
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3. Wykaza¢, ze arccos x + arcsinx = w/2 dla x € [—1,1]. Funkcja
f(x) = arccos x + arcsin x jest ciagta na [-1,1], adla |x| <1
1 1
f'(x) = — + =0.
) VIi—x2  J1-x2
Jest wiec stata na (—1,1), a dzieki ciagtosci — réwniez na [—1, 1].
Poniewaz f(0) = 7/2, otrzymujemy zadana tozsamos$¢.

4. Wykaza¢, ze arctgx < x — x3/6 dla x € (0,1). Niech
F(x) = arctgx — x + x3/6. Wéwczas F(0) =0 i

1 2 2 2_1
1 XX 0 gax<),

/ —
P =15 2~ 21+ X2

Z twierdzenia Lagrange’a na [0, x] istnieje ¢ € (0, x) takie, ze
F(x) — F(0) = F'(c)x < 0.

Zatem arctg x < x — x3/6 dla kazdego x € (0,1).
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Monotoniczno$¢ a znak pochodnej

Niech f : (a, b) — R bedzie r6zniczkowalna.
© Jesli f jest niemalejaca, to f'(x) > 0 dla kazdego x € (a, b).
@ Jedli f jest nierosnaca, to f/'(x) < 0 dla kazdego x € (a, b).

Dowdd punktu 1. Ustalmy x € (a, b). Dla dostatecznie matego h > 0,
takiego ze x + h € (a, b), z monotonicznosci wynika f(x + h) > f(x), a
wiec
f(x+ h)—f(x)
h
Przechodzac do granicy prawostronnej i korzystajac z rézniczkowalnosci,
mamy

> 0.

f(x+h)—f(x) -

f'(x) = lim > 0.

h—0+ h

Dowdéd punktu 2 jest analogiczny. O
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