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Tw. (I. warunek wystarczaja̧cy istnienia ekstremum)

Jeśli f jest cia̧g la w punkcie x0 i istnieje pochodna f ′ w pewnym
sa̧siedztwie S(x0, r), to jeśli:

(1) ∃ δ > 0 f ′(x) < 0 dla (x0−δ, x0) i f ′(x) > 0 dla (x0, x0 +δ) ⇒
f ma w punkcie x0 minimum lokalne w laściwe,

(2) ∃ δ > 0 f ′(x) > 0 dla (x0−δ, x0) i f ′(x) < 0 dla (x0, x0 +δ) ⇒
f ma w punkcie x0 maksimum lokalne w laściwe,

(3) ∃ δ > 0 ∀ x ∈ S(x0, δ) f ′(x) > 0 lub
∃ δ > 0 ∀ x ∈ S(x0, δ) f ′(x) < 0 ⇒ f nie ma w punkcie x0

ekstremum.

Dowód: Z Twierdzenia Lagrange’a wynika, że dla każdego
x ∈ S(x0, r) istnieje c leża̧cy miȩdzy x0 i x taki,że
f (x) − f (x0) = f ′(c) · (x − x0). Z tej uwagi otrzymujemy wszystkie
punkty tezy.
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Przyk lad:

(1) f (x) = sin |x | =

{
sin x , x ⩾ 0
− sin x , x < 0

ma w punkcie x = 0 ekstremum, bo funkcja jest cia̧g la w x = 0 i

f ′(x) =

{
cos x , x > 0
− cos x , x < 0

zmienia znak w x = 0.

(2) f (x) = sin x nie ma ekstremum w x = 0, bo funkcja cia̧g la i
f ′(x) = cos x > 0 ∀ x ∈ S(0, π4 ).

(3) f (x) = x2 +
√

x5 , Df = [0,+∞)

f ′(x) = 2x + 5
2 x

3
2 > 0 x ∈ (0,+∞) i f ′(0+) = 0

∀ x ∈ (0,+∞) f (0) = 0 < f (x) czyli f ma minimum w x = 0.
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(4) f (x) = x ·
√

1 − x2 , Df = [−1, 1]

f ′(x) = 1−2x2
√

1−x2
⇒ f ′(x) = 0 ⇐⇒ x1 = 1√

2
∧ x2 = − 1√

2

f
(
− 1√

2

)
= −1

2 - minimum lokalne

f
(

1√
2

)
= 1

2 - maksimum lokalne

W punktach x = −1 i x = 1 funkcja f nie jest różniczkowalna,
ale f (−1) = 0 > x

√
1 − x2 dla x ∈ (−1, 0)

oraz f (1) = 0 < x
√

1 − x2 dla x ∈ (0, 1).
Sta̧d f (−1) = 0 to maksimum lokalne oraz f (1) = 0 to minimum
lokalne.
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Uwaga

Jeśli w pewnym (skończonym lub nieskończonym) przedziale
funkcja f (x) jest cia̧g la i ma tylko jedno ekstremum wewna̧trz
przedzia lu i jeśli jest to maksimum (minimum), to jest ono
wartościa̧ najwiȩksza̧ (najmniejsza̧) tej funkcji w tym przedziale.

W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Rachunek różniczkowy cz. 2



Wartość najmniejsza i najwiȩksza funkcji na przedziale domkniȩtym

Z Twierdzenie Waierstrassa funkcja cia̧g la w pewnym przedziale
[a, b] musi osia̧gać w tym przedziale wartość najwiȩksza̧ i
najmniejsza̧. Wartości te funkcja osia̧ga albo w punktach
ekstremum wewna̧trz przedzia lu, albo na końcach przedzia lu.

Z powyższych uwag wynika, że jeśli chcemy znaleźć wartość
najwiȩksza̧ i najmniejsza̧ funkcji cia̧g lej na [a, b] i różniczkowalnej
w (a, b), to:
• znajdujemy punkty krytyczne (takie, w których pochodna zeruje
siȩ) i obliczamy wartości funkcji w tych punktach,
• obliczamy wartości funkcji na końcach przedzia lu, czyli f (a) i
f (b),
• porównujemy otrzymane wartości funkcji: najwiȩksza z nich jest
wartościa̧ najwiȩksza̧ f (x) na [a, b], a najmniejsza jest wartościa̧
najmniejsza̧ f (x) na [a, b].
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siȩ) i obliczamy wartości funkcji w tych punktach,
• obliczamy wartości funkcji na końcach przedzia lu, czyli f (a) i
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• porównujemy otrzymane wartości funkcji: najwiȩksza z nich jest
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najmniejsza̧. Wartości te funkcja osia̧ga albo w punktach
ekstremum wewna̧trz przedzia lu, albo na końcach przedzia lu.
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najwiȩksza̧ i najmniejsza̧ funkcji cia̧g lej na [a, b] i różniczkowalnej
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najmniejsza̧ f (x) na [a, b].
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Przyk lad:

(1) Znaleźć wartość najwiȩksza̧ i najmniejsza̧ funkcji
f (x) = 2x3 − 3x2 − 12x + 1 w [0, 5

2 ].

f - cia̧g la w [0, 5
2 ] i różniczkowalna w (0, 5

2 )

f ′(x) = 6x2−6x −12 = 0 ⇐⇒ x1 = −1 ̸∈ (0, 5
2 ), x2 = 2 ∈ (0, 5

2 ),

f (2) = −19, f (0) = 1, f ( 5
2 ) = −16 1

2 ⇒

max
0⩽x⩽5/2

f (x) = 1, min
0⩽x⩽5/2

f (x) = −19
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(2) f (x) = 2 sin x + sin 2x , x ∈
[
0, 3

2π
]

f ′(x) = 2 cos x + 2 cos 2x = 2 cos 3
2 x cos 1

2 x = 0
⇐⇒ cos 3

2 x = 0 ∨ cos 1
2 x = 0

⇐⇒ 3
2 x = π

2 + kπ ∨ 1
2 x = π

2 + kπ ∧ k ∈ Z
⇐⇒ x = π

3 (2k + 1) ∨ x = π(2k + 1) ∧ k ∈ Z ∧ x ∈
(
0, 3

2π
)
⇒

⇒ x1 = π
3 ∨ x2 = π

f
(
π
3

)
= 3

√
3

2 , f (π) = 0 , f (0) = 0 , f
(

3
2π

)
= −2 ⇒

max
0⩽x⩽3π/2

f (x) =
3
√

3

2
, min

0⩽x⩽3π/2
f (x) = −2
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Tw. (wzór Taylora)

Jeśli funkcja f ma cia̧g le pochodne do rzȩdu (n − 1) w la̧cznie w
przedziale domkniȩtym o końcach x0 i x oraz ma pochodna̧ rzȩdu n
wewna̧trz tego przedzia lu, to istnieje taki punkt c leża̧cy miȩdzy x0

i x , że

f (x) =
n−1∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x − x0)k +

f (n)(c)

n!
(x − x0)n, f (0) = f

f (x) = f (x0) +
f ′(x0)

1!
(x − x0) +

f ′′(x0)

2!
(x − x0)2 + . . .

. . . +
f (n−1)(x0)

(n − 1)!
(x − x0)n−1 +

f (n)(c)

n!
(x − x0)n
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Dowód: Niech p(t) =
∑n−1

k=0
f (k)(x0)

k! (t − x0)k + r(t − x0)n. Wtedy

p(k)(x0) = f (k)(x0) dla k = 0, 1, · · · , n − 1. Sta la̧ r dobieramy w
ten sposób, aby p(x) = f (x). Niech g(t) = f (t) − p(t). Wtedy
g(x0) = 0 = g(x). Sta̧d z Tw. Rolle’a istnieje x1 miȩdzy x i x0

taki, że g ′(x1) = 0, ale również g ′(x0) = 0. Sta̧d z Tw. Rolle’a
istnieje x2 miȩdzy x1 i x0 taki, że g ′′(x2) = 0, ale również
g ′′(x0) = 0. Powtarzaja̧c w ten sposób otrzymujemy, że istnieje xn
miȩdzy xn−1 i x0 taki, że g (n)(xn) = 0. Ale

g (n)(xn) = f (n)(xn) − n!r czyli r = f (n)(xn)
n! . Niech c = xn. Wtedy

f (x) = p(x) =
∑n−1

k=0
f (k)(x0)

k! (x − x0)k + f (n)(c)
n! (x − x0)n.
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Wzór Maclaurina

Jeśli x0 = 0 i 0 < Θ < 1 to:

f (x) =
n−1∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk +

f (n)(Θx)

n!
xn =

= f (0) + f ′(0)x +
f ′′(0)

2!
x2 + . . . +

f (n−1)(0)

(n − 1)!
xn−1 +

f (n)(Θx)

n!
xn

Uwaga:

Twierdzenie Taylora dla n = 1 jest twierdzeniem Lagrange’a.

Przyk lad:

Zapisać wzór Taylora dla funkcji f (x) = 2x , x0 = 1 , n = 3.

f (x) = f (1) + f ′(1) · (x − 1) + f ′′(1)
2! (x − 1)2 + f (3)(c)

3! (x − 1)3
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f ′(x) = 2x · ln 2 , f (k)(x) = 2x · (ln 2)k

2x = 2 + 2 ln 2 · (x − 1) + (ln 2)2 · (x − 1)2 + 2c ·(ln 2)3

3! (x − 1)3

Uwaga

We wzorze Taylora (Maclaurina)

f (n)(c)

n!
(x − x0)n = Rn, gdzie c = x0 + Θ(x − x0)

nazywamy reszta̧, a

f (x) ≈ f (x0) +
f ′(x0)

1!
(x − x0) + . . . +

f (n−1)(x0)

(n − 1)!
(x − x0)n−1

wielomianem Taylora.

Wzór Taylora pozwala przedstawić w sposób przybliżony
(aproksymować) dowolna̧ funkcjȩ za pomoca̧ wielomianu oraz
szacować powsta ly przy tym b la̧d.
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W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Rachunek różniczkowy cz. 2



Przyk lady:

(1) f (x) = ex ⇒ f (k)(x) = ex ⇒ f (k)(0) = 1

przybliżenie funkcji wielomianem Maclaurina:

ex ≈ 1 + x +
x2

2!
+ . . . +

xn

n!

B la̧d przybliżenia:

Rn =
eΘx

(n + 1)!
xn+1, 0 < Θ < 1

Wartość b lȩdu zależy od n i od x , np.:

n = 3, x = 1 : R3 =
1

4!
eΘ <

1

4!
e <

3

4!
=

1

8

n = 5, x = 1 : R5 =
1

6!
eΘ <

3

6!
=

1

240
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Sta̧d wzory przybliżone:

ex ≈ 1 + x , ex ≈ 1 + x + x2

2 , ex ≈ 1 + x + x2

2 + x3

6 .
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(2) f (x) = sin x ⇒ f (k)(x) = sin(x + k · π
2 ) ⇒ f (k)(0) = sin

(
k π

2

)
f ′(x) = cos x = sin

(
x + π

2

)
, f ′(0) = 1

f ′′(x) = − sin x = sin
(
x + 2 · π

2

)
, f ′′(0) = 0

f ′′′(x) = − cos x = sin
(
x + 3 · π

2

)
, f ′′′(0) = −1

...
f (k)(x) = sin

(
x + k π

2

)
, f (k)(0) = sin

(
k π

2

)
przybliżenie funkcji wielomianem Maclaurina:

sin x ≈ x − x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+ . . . + (−1)m−1 x2m−1

(2m − 1)!
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B la̧d przybliżenia:

R2m =
x2m+1

(2m + 1)!
sin

[
Θx + (2m + 1)

π

2

]
, 0 < Θ < 1

Sta̧d

|R2m| ⩽
|x |2m+1

(2m + 1)!

W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Rachunek różniczkowy cz. 2



Wzory przybliżone:

sin x ≈ x , sin x ≈ x − x3

6 , sin x ≈ x − x3

6 + x5

120 .
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(3) f (x) = cos x

f ′(x) = − sin x = cos
(
x + π

2

)
, f ′(0) = 0

f ′′(x) = − cos x = cos
(
x + 2 · π

2

)
, f ′′(0) = −1

f ′′′(x) = sin x = cos
(
x + 3 · π

2

)
, f ′′′(0) = 0

...

f (k)(x) = cos
(
x + k π

2

)
, f (k)(0) = cos

(
k π

2

)
Sta̧d

cos x ≈ 1 − x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
+ . . . + (−1)m

x2m

(2m)!

|R2m+1| ⩽
x2m+2

(2m + 2)!
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Wzory przybliżone:

cos x ≈ 1 − x2

2 , cos x ≈ 1 − x2

2 + x4

24 , cos x ≈ 1 − x2

2 + x4

24 − x6

720 .
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(4) f (x) = ln x

f ′(x) = 1
x , f ′(1) = 1

f ′′(x) = −x−2 , f ′′(1) = −1
f ′′′(x) = 2x−3 , f ′′′(1) = 2!
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f (4) = −2 · 3x−4 , f (4)(1) = −3!
...
f (k)(x) = (−1)k−1(k − 1)!x−k , f (k)(1) = (−1)k−1(k − 1)!

ln x ≈ (x − 1) − (x − 1)2

2
+

(x − 1)3

3
− . . . + (−1)n−1 (x − 1)n

n

po podstawieniu x := x − 1:

ln(1 + x) ≈ x − x2

2
+

x3

3
− x4

4
+ . . . + (−1)n−1 xn

n

Reszta:

Rn =
(−1)n

n + 1

(
x

1 + θx

)n+1

, 0 < θ < 1 , Rn → 0 ⇐⇒ −1 < x ⩽ 1
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Wzory przybliżone:

ln(1 + x) ≈ x , ln(1 + x) ≈ x − x2

2 , ln(1 + x) ≈ x − x2

2 + x3

3 .
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(5) Obliczyć z dok ladnościa̧ do 10−6 przybliżona̧ wartość cos 5◦.

5◦ = 2π
360 · 5 = π

36 , wzór Maclaurina:

cos 5◦ = cos
π

36
≈ 1 − π2

2!362
+

π4

4!364
− . . .± π2n

(2n)!362n

szacujemy reszty i |R5| ⩽ x6

6! = π6

6!366 < 10−6, wiȩc wystarczy wzia̧ć
trzy pierwsze wyrazy:

cos 5◦ ≈ 1 − π2

2!362
+

π4

4!364
≈ 0, 996195
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(6) Obliczyć z dok ladnościa̧ do 10−6 przybliżona̧ wartość sin 49◦.

Skorzystamy z wzoru Taylora:

sin x = sin a + x−a
1! sin

(
a + π

2

)
+ . . . + (x−a)n

n! sin
(
a + n · π

2

)
+ Rn

|Rn| ⩽ |x−a|n+1

(n+1)!

Im mniejsze jest |x − a|, tym mniej wyrazów trzeba uwzglȩdnić,
aby uzyskać ża̧dana̧ dok ladność:

x = 49◦ , a = 45◦ ⇒ x = 49π
180 , a = 45π

180 ⇒ x −a = π
180 (49−45) ⇒

⇒ x − a = π
45
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sin 49◦ =
√

2
2

[
1 + π

1!·45 − π2

2!·452 + . . .± πn

n!·45n

]
+ Rn

|Rn| ⩽ πn+1

(n+1)!·45n+1

Szacujemy reszty:

|R3| ⩽ π4

4!·454 < 10−6

Sta̧d:

sin 49◦ ≈
√

2
2

[
1 + π

1!·45 − π2

2!·452 + π3

6·453

]
≈ 0, 754709

We wzorze Maclaurina trzeba uwzglȩdnić znacznie wiȩcej wyrazów.
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Tw. (II. warunek wystarczaja̧cy dla ekstremum)

Niech funkcja f ma w pewnym otoczeniu (x0 − r , x0 + r) pochodne
do rzȩdu n w la̧cznie, f (n) niech bȩdzie cia̧g la w x0 i f (k)(x0) = 0
dla k = 1, . . . , n − 1 oraz f (n)(x0) ̸= 0. Wtedy:

(1) jeśli n jest nieparzyste, to f nie ma ekstremum w x0,

(2) jeśli n jest parzyste, to f ma w punkcie x0 minimum lokalne
w laściwe, gdy f (n)(x0) > 0 lub maksimum lokalne w laściwe, gdy
f (n)(x0) < 0.

Dowód:

Wynika z tw. Taylora i z tw. o lokalnym zachowaniu znaku funkcji
cia̧g lej.

Jeśli x ∈ S(x0, r), to istnieje c leża̧ce miȩdzy x0 i x takie, że

f (x) =
n−1∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x−x0)k+

f (n)(c)

n!
(x−x0)n = f (x0)+

f (n)(c)

n!
(x−x0)n
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Jeśli x - bliskie x0, to f (n)(c) ma taki sam znak jak f (n)(x0).

Przyk lady:

(1) f (x) = x2(x − 1)2

f ′(x) = 2x(x − 1)2 + x2 · 2(x − 1) = 2x(x − 1)(2x − 1) = 0 ⇐⇒
⇐⇒ x = 0 ∨ x = 1 ∨ x = 1

2

f ′′(x) = 12x2 − 12x + 2

f ′′(0) > 0 ⇒ f (0) = 0 - minimum lokalne

f ′′(1) > 0 ⇒ f (1) = 0 - minimum lokalne

f ′′ (1
2

)
< 0 ⇒ f

(
1
2

)
= 1

16 - maksimum lokalne
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W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Rachunek różniczkowy cz. 2



(2) f (x) = ex + e−x + 2 cos x , x = 0

f ′(x) = ex − e−x − 2 sin x , f ′(0) = 0

f ′′(x) = ex + e−x − 2 cos x , f ′′(0) = 0

f (3)(x) = ex − e−x + 2 sin x , f (3)(0) = 0

f (4)(x) = ex + e−x + 2 cos x , f (4)(0) > 0 ⇒ f (0) = 4 minimum
lokalne w laściwe.
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Definicja (wypuk lość, wklȩs lośc, punkt przegiȩcia)

Niech funkcja f ma pochodna̧ w pewnym otoczeniu (x0 − r , x0 + r)
punktu x0. Mówimy, że krzywa y = f (x) jest wypuk la w punkcie
x0, jeśli

∃ δ > 0 ∀ x ∈ S(x0, δ) f (x) > f (x0) + f ′(x0)(x − x0).

Mówimy, że krzywa y = f (x) jest wklȩs la w punkcie x0, jeśli

∃ δ > 0 ∀ x ∈ S(x0, δ) f (x) < f (x0) + f ′(x0)(x − x0).

Krzywa y = f (x) jest wypuk la (wklȩs la) na przedziale otwartym,
jeśli jest wypuk la (wklȩs la) w każdym jego punkcie.
Punkt (x0, f (x0)) nazywamy punktem przegiȩcia krzywej y = f (x),
jeśli f jest cia̧g la w x0 oraz krzywa jest wypuk la w lewostronnym
sa̧siedztwie x0 i wklȩs la w prawostronnym sa̧siedztwie x0 lub na
odwrót.
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∃ δ > 0 ∀ x ∈ S(x0, δ) f (x) > f (x0) + f ′(x0)(x − x0).

Mówimy, że krzywa y = f (x) jest wklȩs la w punkcie x0, jeśli
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jeśli jest wypuk la (wklȩs la) w każdym jego punkcie.
Punkt (x0, f (x0)) nazywamy punktem przegiȩcia krzywej y = f (x),
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sa̧siedztwie x0 i wklȩs la w prawostronnym sa̧siedztwie x0 lub na
odwrót.
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Tw. (warunek wystarczaja̧cy)

Niech funkcja f ma w przedziale (a, b) (ograniczonym lub
nieograniczonym) druga̧ pochodna̧. Wtedy jeśli:
(1) ∀ x ∈ (a, b) f ′′(x) > 0, to y = f (x) jest wypuk la na (a, b),

(2) ∀ x ∈ (a, b) f ′′(x) < 0, to y = f (x) jest wklȩs la na (a, b).

Dowód: Z Tw. Taylora mamy
∀ x ∈ (a, b) \ {x0} ∃ c ∈ (x0, x) ∨ c ∈ (x , x0)
f (x) = f (x0) + f ′(x0)(x − x0) + 1

2! f ′′(c)(x − x0)2.
Jeśli f ′′(c) > 0 to f (x) =
f (x0) + f ′(x0)(x − x0) + 1

2! f ′′(c)(x − x0)2 > f (x0) + f ′(x0)(x − x0)
czyli f jest wypuk la w x0.
Jeśli f ′′(c) < 0 to f (x) =
f (x0) + f ′(x0)(x − x0) + 1

2! f ′′(c)(x − x0)2 < f (x0) + f ′(x0)(x − x0)
czyli f jest wklȩs la w x0.
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Tw. (warunek wystarczaja̧cy)

Niech funkcja f ma w przedziale (a, b) (ograniczonym lub
nieograniczonym) druga̧ pochodna̧. Wtedy jeśli:
(1) ∀ x ∈ (a, b) f ′′(x) > 0, to y = f (x) jest wypuk la na (a, b),
(2) ∀ x ∈ (a, b) f ′′(x) < 0, to y = f (x) jest wklȩs la na (a, b).

Dowód: Z Tw. Taylora mamy
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2! f ′′(c)(x − x0)2.
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f (x0) + f ′(x0)(x − x0) + 1

2! f ′′(c)(x − x0)2 > f (x0) + f ′(x0)(x − x0)
czyli f jest wypuk la w x0.
Jeśli f ′′(c) < 0 to f (x) =
f (x0) + f ′(x0)(x − x0) + 1

2! f ′′(c)(x − x0)2 < f (x0) + f ′(x0)(x − x0)
czyli f jest wklȩs la w x0.
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(1) f (x) = x3 jest wypuk la w (0,+∞) i wklȩs la w (−∞, 0), bo
f ′(x) = 3x2, f ′′(x) = 6x i f ′′(x) > 0 dla x > 0, f ′′(x) < 0 dla x <
0.
Sta̧d punkt (0, 0) jest punktem przegiȩcia f (x) = x3.

(2) f (x) = 2x jest wypuk la na ca lym R, bo
∀ x ∈ R f ′′(x) = 2x · (ln 2)2 > 0

(3) f (x) = ln x jest wklȩs la w (0,+∞), bo
∀ x > 0 f ′′(x) = − 1

x2 < 0

W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Rachunek różniczkowy cz. 2



Tw. (warunek wystarczaja̧cy dla punktu przegiȩcia)

Jeśli:
(1) f jest cia̧g la w punkcie x0,

(2) f ′′ istnieje w pewnym sa̧siedztwie S(x0, r) punktu x0,

(3) ∃ δ > 0
∀ x ∈ (x0 − δ, x0) f ′′(x) > 0 ∧ f ′′(x) < 0 ∀ x ∈ (x0, x0 + δ)
lub na odwrót, to

(x0, f (x0)) jest punktem przegiȩcia krzywej y = f (x).

Przyk lady:

(1) f (x) = sin x , x0 = 0

f ′(x) = cos x , f ′′(x) = − sin x

f ′′(x) < 0 dla x > 0 ∧ f ′′(x) > 0 dla x < 0 ⇒ (0, 0) - punkt
przegiȩcia
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(2) f (x) = | ln x |, x0 = 1

| ln x | =

{
ln x , x ⩾ 1
− ln x , x < 1

⇒ f ′(x) =

{
1
x , x > 1
− 1

x , x < 1
⇒

f ′′(x) =

{
− 1

x2 , x > 1
1
x2 , x < 1

⇒ f ′′(x) < 0 dla x > 1,

f ′′(x) > 0 dla x < 1 ⇒ (1, 0) - punkt przegiȩcia.
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Tw. (warunek konieczny dla punktu przegiȩcia)

Jeśli f ′′ istnieje w pewnym otoczeniu (x0 − r , x0 + r), f ′′ jest cia̧g la
w x0 oraz (x0, f (x0)) jest punktem przegiȩcia krzywej y = f (x), to
f ′′(x0) = 0.

Dowód:

Za lóżmy, że f ′′(x0) ̸= 0. Ponieważ f ′′ jest cia̧g la w x0, to z tw. o
lokalnym zachowaniu znaku funkcji cia̧g lej:

∃ δ > 0 ∀ x ∈ Q(x0, δ) f ′′(x) > 0 jeśli f ′′(x0) > 0
lub

∃ δ > 0 ∀ x ∈ Q(x0, δ) f ′′(x) < 0 jeśli f ′′(x0) < 0

wiȩc y = f (x) jest wypuk la lub wklȩs la w ca lym otoczeniu Q(x0, δ)
wbrew za lożeniu, że (x0, f (x0)) jest punktem przegiȩcia.
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wbrew za lożeniu, że (x0, f (x0)) jest punktem przegiȩcia.
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Przyk lad:

Krzywa y = cosh 2x = 1
2 (e2x + e−2x) nie ma punktów przegiȩcia,

bo

∀ x ∈ R y ′′ = 2(e2x + e−2x) = 4 cosh 2x ̸= 0
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Badanie funkcji

(1) Dziedzina

(2) Cechy szczególne

(3) Granice na końcach dziedziny

(4) Asymptoty

(5) Monotoniczność i ekstrema

(6) Wypuk lość, wklȩs lość, punkty przegiȩcia

(7) Wykres
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Przyk lady:

(1) f (x) = x · e
1
x

D = R \ {0}
limx→−∞ x · e

1
x = −∞, limx→+∞ x · e

1
x = +∞

limx→0+ x · e
1
x = [0 · ∞] = limx→0+

e
1
x

1
x

= [∞∞ ] =

limx→0+

e
1
x ·
(
− 1

x2

)
− 1

x2

= +∞ ⇒ x = 0 - asymptota pionowa

prawostronna.

limx→0− x · e
1
x = 0

m = limx→−∞
f (x)
x = limx→−∞ e

1
x = 1 = limx→+∞

f (x)
x

k = limx→−∞[f (x) − x ] = limx→−∞ x
(

e
1
x − 1

)
=

limx→−∞
e

1
x −1

1
x

= limx→−∞
e

1
x ·
(
− 1

x2

)
− 1

x2

= 1 = limx→+∞[f (x) − x ] ⇒
y = x + 1 - asymptota ukośna obustronna
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f ′(x) = e
1
x + xe

1
x ·

(
− 1

x2

)
= e

1
x
x−1
x ,

f ′(x) = 0 ⇐⇒ e
1
x · x−1

x = 0 ⇐⇒ x = e

f ′(x) > 0 ⇐⇒ e
1
x · x−1

x > 0 ⇐⇒ x(x − 1) > 0
⇐⇒ x ∈ (−∞, 0) ∪ (1,+∞).
Sta̧d f rośnie w przedzia lach (−∞, 0) oraz (1,+∞)

f ′(x) < 0 ⇐⇒ e
1
x · x−1

x < 0 ⇐⇒ x(x − 1) < 0 ⇐⇒ x ∈ (0, 1).
Sta̧d f maleje w przedziale (0, 1) i f (1) = e jest minimum
lokalnym.

f ′′(x) =
(
1 − 1

x

)
· e

1
x ·

(
− 1

x2

)
+ e

1
x · 1

x2 = 1
x3 · e

1
x

f ′′(x) = 0 ⇐⇒ 1
x3 · e

1
x = 0 nie ma rozwia̧zań.

f ′′(x) > 0 ⇐⇒ 1
x3 · e

1
x > 0 ⇐⇒ x > 0

Sta̧d f (x) wypuk la dla x ∈ (0,+∞)

f ′′(x), 0 ⇐⇒ 1
x3 · e

1
x < 0 ⇐⇒ x < 0

Sta̧d f (x) wklȩs la dla x ∈ (−∞, 0)
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Sta̧d f (x) wklȩs la dla x ∈ (−∞, 0)
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Sta̧d f maleje w przedziale (0, 1) i f (1) = e jest minimum
lokalnym.

f ′′(x) =
(
1 − 1

x

)
· e

1
x ·

(
− 1

x2

)
+ e

1
x · 1

x2 = 1
x3 · e

1
x

f ′′(x) = 0 ⇐⇒ 1
x3 · e

1
x = 0 nie ma rozwia̧zań.

f ′′(x) > 0 ⇐⇒ 1
x3 · e

1
x > 0 ⇐⇒ x > 0

Sta̧d f (x) wypuk la dla x ∈ (0,+∞)

f ′′(x), 0 ⇐⇒ 1
x3 · e

1
x < 0 ⇐⇒ x < 0

Sta̧d f (x) wklȩs la dla x ∈ (−∞, 0)
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f ′(x) = e
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Wykres f (x) = xe
1
x (asymptoty, granice, ekstrema)
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Wykres f (x) = xe
1
x
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(2) f (x) = xex , D = R - brak asymptot pionowych
f (0) = 0

limx→+∞ xex = +∞

limx→−∞ xex = limx→−∞
x

e−x = limx→−∞
1

−e−x =
= limx→−∞−ex = 0 ⇒ y = 0 - asymptota pozioma lewostronna

Badamy istnienie asymptoty ukośnej prawostronnej y = mx + k

m = limx→+∞
f (x)
x = limx→+∞ ex = +∞ - brak asymptoty

ukośnej prawostronnej.

Badamy monotoniczność i ekstrema funkcji

f ′(x) = ex + xex = ex(x + 1)
f ′(x) = ex(x + 1) = 0 ⇐⇒ x = −1
f ′(x) = ex(x + 1) > 0 ⇐⇒ x + 1 > 0 ⇐⇒ x ∈ (−1,+∞)
Sta̧d f (x) rośnie w przedziale (−1,+∞).
f ′(x) = ex(x + 1) < 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞,−1)
Sta̧d f (x) maleje w przedziale (−∞,−1).
Sta̧d f (−1) = −e−1 jest minimum lokalnym.
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Badamy wypuk lość, wklȩs lość i punkty przegiȩcia

f ′′(x) = 2ex + xex = ex(x + 2)
f ′′(x) = 0 ⇐⇒ x = −2, f (−2) = −2e−2, f ′′(x) > 0 ⇐⇒ x ∈
(−2,+∞), f ′′(x) < 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞,−2)
Sta̧d f (x) jest wypuk la w (−2,+∞) i wklȩs la w (−∞,−2), oraz
(−2,−2e−2) jest punktem przegiȩcia.
Wykres

Funkcja jest maleja̧ca dla x ∈ (−∞,−1) i rosna̧ca dla
x ∈ (−1,+∞).

Wykres funkcji jest wklȩs ly dla x ∈ (−∞,−2) i wypuk ly dla
x ∈ (−2,+∞).
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Wykres f (x) = xex
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(3) f (x) = xe−|x | , D = R - brak asymptot pionowych

f (−x) = −f (x) - funkcja nieparzysta ⇒ badamy
f
∣∣
[0,+∞)

= g ⇒ g(x) = xe−x dla x ≥ 0

limx→0+ g(x) = g(0) = 0

limx→+∞
x
ex = limx→+∞

1
ex = 0 ⇒ y = 0 - asymptota pozioma

prawostronna

g ′(x) = e−x −xe−x = e−x(1−x) = 0 ⇐⇒ x −1 = 0 ⇐⇒ x = 1

g ′(x) > 0 ⇐⇒ (1 − x) > 0 ⇐⇒ x < 1 ⇒ f (x) rośnie dla x < 1
i g ′(x) < 0 ⇐⇒ x > 1 ⇒ f (x) maleje dla x > 1
g(1) = e−1 to maksimum lokalne.
g ′′(x) = −e−x(1 − x) − e−x = e−x(x − 2) = 0 ⇐⇒ x = 2
g ′′(x) < 0 ⇐⇒ x < 2 ⇒ g(x) wklȩs la dla x < 2 i
g ′′(x) > 0 ⇐⇒ x > 2 ⇒ g(x) wypuk la dla x > 2 i
(2, g(2)) = (2, 2e−2) to punkt przegiȩcia g(x)
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Wykres f (x) = xe−|x |
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(4) f (x) = sin4 x + cos4 x D = R - brak asymptot pionowych

f (−x) = f (x) - funkcja parzysta, f (x) = f
(
x + π

2

)
- funkcja

okresowa, bo:

f (x) = (sin2 x + cos2 x)2 − 2 sin2 x cos2 x = 1 − 1
2 sin2 2x =

= 1 − 1
4 (1 − cos 4x)

f
(
x + k π

2

)
= 1 − 1

4

[
1 − cos 4

(
x + k π

2

)]
=

= 1− 1
4 [1 − cos (4x + 2kπ)] = 1− 1

4 [1 − cos 4x ] = f (x) ⇒ T = π
2

Wystarczy badać funkcjȩ na
[
0, π2

]
f (0) = 1 , f

(
π
2

)
= 1

f ′(x) = 4 sin3 cos x − 4 cos3 sin x = 4 sin x cos x(sin2 x − cos2 x) =
= −2 sin 2x cos 2x = − sin 4x = 0 ⇐⇒ x = k π

4 ∧ k ∈ Z ∧
x ∈

(
0, π2

)
⇒ x = π

4 ⇒ f
(
π
4

)
= 1

2 - minimum lokalne
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f ′′(x) = −4 cos 4x = 0 ⇐⇒ x = π
8 + k π

4 ∧ k ∈ Z ∧
x ∈

(
0, π2

)
⇒ x = π

8 ∨ x = 3
8π

f
(
π
8

)
= 3

4 , f
(

3
8π

)
= 3

4 - punkty przegiȩcia

Wykres
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(5) f (x) = ln(e2x2)
|x | D = R \ {0}

f (−x) = f (x) ⇒ f
∣∣
(0,+∞)

= g ⇒ g(x) = 2+2 ln x
x

limx→0+
2+2 ln x

x = −∞ ⇒ x = 0 - asymptota pionowa
prawostronna

limx→+∞
2+2 ln x

x = limx→+∞
2
x = 0 ⇒ y = 0 -asymptota pozioma

prawostronna

f ′(x) =
2
x
·x−2−2 ln x

x2 = −2 ln x
x2 > 0 ⇐⇒ −2x2 ln x > 0
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f ′ > 0 ⇐⇒ x < 1 ∧ f ′ < 0 ⇐⇒ x > 1 ⇒
⇒ f (1) = 2 - maksimum lokalne

f ′′(x) = −2(1−2 ln x)
x3 > 0 ⇐⇒ −2x3(1 − 2 ln x) > 0

f ′′ < 0 ⇐⇒ x <
√

e ∧ f ′′ > 0 ⇐⇒ x >
√

e ⇒
⇒ f (

√
e) = 3√

e
- punkt przegiȩcia

Wykres

W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Rachunek różniczkowy cz. 2



Wykres f (x) = ln(e2x2)
|x |
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(6) f (x) = arcsin 2x
1+x2 , D = R, bo

∣∣ 2x
1+x2

∣∣ ⩽ 1
brak asymptot pionowych

f (−x) = −f (x) ⇒ f (x)
∣∣
[0,+∞)

= g(x)

f (0) = 0 , limx→+∞ f (x) = arcsin 0 = 0 ⇒
⇒ y = 0 - asymptota pozioma prawostronna
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f ′(x) = 1√
1−

(
2x

1+x2

)2
· 2(1+x2)−4x

(1+x2)2 = 2(1−x2)
(1+x2)·|1−x2| =

=

{ 2
1+x2 , x ∈ (0, 1)

− 2
1+x2 , x ∈ (1,+∞)

f ′ > 0 ⇐⇒ x < 1 ∧ f ′ < 0 ⇐⇒ x > 1 ⇒
⇒ f (1) = π

2 - maksimum lokalne

f ′(1) - nie istnieje, bo pochodne jednostronne sa̧ różne

f ′′(x) =

{
− 4x

(1+x2)2 , x ∈ (0, 1)
4x

(1+x2)2 , x ∈ (1,+∞)
⇒

⇒ f (1) = π
2 - punkt przegiȩcia (f ′′(1) nie istnieje)

Wykres
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Wykres f (x) = arcsin 2x
1+x2
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Funkcje hiperboliczne

(7) f (x) = sh x = sinh x = 1
2 (ex − e−x) , D = R

limx→−∞
1
2 (ex − e−x) = −∞ , limx→+∞

1
2 (ex − e−x) = +∞

Asymptoty ukośne y = mx + k

m = limx→−∞
ex−e−x

2x = limx→−∞
ex+e−x

2 = +∞ = limx→+∞
f (x)
x

brak asymptot ukośnych

f ′(x) = 1
2 (ex + e−x) = ch x = cosh x > 0 ∀ x ∈ R

f ′′(x) = 1
2 (ex − e−x) > 0 ⇐⇒ x > 0 ∧

f ′′(x) < 0 ⇐⇒ x < 0 ⇒ f (0) = 0 - punkt przegiȩcia

Wykres
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Funkcje hiperboliczne

(7) f (x) = sh x = sinh x = 1
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limx→−∞
1
2 (ex − e−x) = −∞ , limx→+∞

1
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Wykres
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Wykres f (x) = sinh x
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(8) f (x) = ch x = cosh x = 1
2 (ex + e−x) , D = R

limx→−∞
1
2 (ex + e−x) = +∞ , limx→+∞

1
2 (ex + e−x) = +∞

Asymptoty ukośne y = mx + k

m = limx→−∞
ex+e−x

2x = limx→−∞
ex−e−x

2 = −∞

m = limx→+∞
ex+e−x

2x = limx→−∞
ex−e−x

2 = +∞
brak asymptot ukośnych

f ′(x) = 1
2 (ex − e−x) = sinh x > 0 ⇐⇒ x > 0 ∧

f ′(x) < 0 ⇐⇒ x < 0 ⇒ f (0) = 1 - minimum lokalne

f ′′(x) = 1
2 (ex + e−x) > 0 ∀ x ∈ R

Wykres
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Wykres f (x) = cosh x
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(9) f (x) = tgh x = th x = sinh x
cosh x = ex−e−x

ex+e−x

D = R

limx→+∞
ex−e−x

ex+e−x = limx→+∞
ex (1−e−2x )
ex (1+e−2x )

= 1 ⇒
⇒ y = 1 - asymptota pozioma prawostronna

limx→−∞
ex−e−x

ex+e−x = limx→−∞
e−x (−1+e2x )
e−x (1+e2x )

= −1 ⇒
⇒ y = −1 - asymptota pozioma lewostronna

f ′(x) = (ex+e−x )2−(ex−e−x )2

(ex+e−x )2 = 4
(ex+e−x )2 = 1

cosh2 x
> 0 ∀ x ∈ R

f ′′(x) = − 2
cosh3 x

· sinh x > 0 ⇐⇒ −2 sinh x cosh3 x > 0

f ′′ > 0 ⇐⇒ x < 0 ∧ f ′′ < 0 ⇐⇒ x > 0 ⇒
⇒ f (0) = 0 - punkt przegiȩcia

Wykres
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Wykres f (x) = tghx
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(10) f (x) = ctgh x = cth x = cosh x
sinh x = ex+e−x

ex−e−x

D = R \ {0} , limx→0+
cosh x
sinh x = +∞ , limx→0−

cosh x
sinh x = −∞ ⇒

⇒ x = 0 - asymptota pionowa obustronna

limx→+∞
cosh x
sinh x = 1 ⇒ y = 1 - asymptota pozioma prawostronna

limx→−∞
cosh x
sinh x = −1 ⇒ y = −1 - asymptota pozioma lewostronna

f ′(x) = (ex−e−x )2−(ex+e−x )2

(ex−e−x )2 = − 1
sinh2 x

< 0 ∀ x ∈ R \ {0}

f ′′(x) = 2
sinh3 x

· cosh x > 0 ⇐⇒ 2 sinh3 x cosh x > 0

f ′′ > 0 ⇐⇒ x > 0 ∧ f ′′ < 0 ⇐⇒ x < 0 ⇒ - brak punktu
przegiȩcia, bo 0 ̸∈ D

Wykres
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Wykres f (x) = ctghx
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Funkcja Weierstrassa - przyk lad funkcji cia̧g lej i nie
różniczkowalnej w żadnym punkcie

f (x) =
∞∑
n=0

an cos(bnπx), a ∈ (0, 1), b ∈ N nieparzysta, ab > 1+
3

2
π

Rysunek: By Eeyore22 - Own work, Public Domain,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=5075959
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