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Tw. (l. warunek wystarczajacy istnienia ekstremum)

Jesli f jest ciagta w punkcie xg i istnieje pochodna f/ w pewnym
sasiedztwie S(xp, r), to jesli:

(1) 30 >0 f'(x) <0dla(xo—0,x)1f'(x)>0dla(xp,x+0) =
f ma w punkcie xg minimum lokalne witasciwe,

(2)36 >0 f'(x) >0dla(x—0,x)1f(x) <0dla (xo,x+0) =
f ma w punkcie xg maksimum lokalne wtasciwe,

(3)3 6 >0Vx € S(x0,9) f'(x)>01lub

3 6>0Vx € S(xp,0) f'(x) <0= f nie ma w punkcie xg
ekstremum.
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Tw. (l. warunek wystarczajacy istnienia ekstremum)

Jesdli f jest ciagta w punkcie xg i istnieje pochodna f/ w pewnym
sasiedztwie S(xp, r), to jesli:

(1)36>0 f(x) <0dla(xo—0,xp)1f'(x)>0dla(x,x0+0) =
f ma w punkcie xg minimum lokalne witasciwe,

(2) 36 >0 f'(x)>0dla(xo—0,x)1if'(x) <0dla (xp,x+3) =
f ma w punkcie xg maksimum lokalne wtasciwe,

(3)3 6 >0Vx € S(x0,9) f'(x)>01lub

3 6>0Vx € S(xp,0) f'(x) <0= f nie ma w punkcie xg
ekstremum.

Dowéd: Z Twierdzenia Lagrange'a wynika, ze dla kazdego

x € S(xo, r) istnieje ¢ lezacy miedzy xp i x taki,ze

f(x)—f(xo) = f'(c) - (x — xo). Z tej uwagi otrzymujemy wszystkie
punkty tezy. [
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Przyktad:
sinx, x>0

(1) £(x) = sin |x| = { —sinx, x<0
ma w punkcie x = 0 ekstremum, bo funkcja jest ciagta w x =0 i
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Przyktad:
sinx, x>0

(1) £(x) = sin |x| = { —sinx, x<0
ma w punkcie x = 0 ekstremum, bo funkcja jest ciagta w x =0 i

cos x>0 -
f'(x) = % ~ " Zmienia znak w x = 0.
—cosx, x<0
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Przyktad:
sinx, x>0

(1) £(x) = sin |x| = { —sinx, x<0
ma w punkcie x = 0 ekstremum, bo funkcja jest ciagta w x =0 i

cos x>0 -
f'(x) = % ~ " Zmienia znak w x = 0.
—cosx, x<0

(2) f(x) = sinx nie ma ekstremum w x = 0, bo funkcja ciagta i
f'(x) = cosx >0Vx e 5(0,7%).
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Przyktad:
sinx, x>0

(1) £(x) = sin |x| = { —sinx, x<0
ma w punkcie x = 0 ekstremum, bo funkcja jest ciagta w x =0 i

cos x>0 -
f'(x) = % ~ " Zmienia znak w x = 0.
—cosx, x<0

(2) f(x) = sinx nie ma ekstremum w x = 0, bo funkcja ciagta i
f'(x) = cosx >0Vx e 5(0,7%).

(3) f(x) =x2+ Vx5, Df =[0,+00)

f'(x) = 2x + 3x2 > 0 x € (0,400) i F/(0+) =0
V x € (0,400) f(0) =0 < f(x) czyli f ma minimum w x = 0.
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(4) F(x) = x-VI—x2, Df=[-1,1]

a2

f'(x) = 1513’;2 =f(x)=0 < x3 = % AXp = —%

f (—%) = —% - minimum lokalne

f (%) = % - maksimum lokalne

W punktach x = —1 i x = 1 funkcja f nie jest rézniczkowalna,
)

ale f(—1) =0 > xv/1—x2 dla x € (—1,0)

oraz f(1) = 0 < xv/1 — x2 dla x € (0,1).

Stad f(—1) = 0 to maksimum lokalne oraz (1) = 0 to minimum
lokalne.
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Jedli w pewnym (skoriczonym lub nieskoficzonym) przedziale
funkcja f(x) jest ciagta i ma tylko jedno ekstremum wewnatrz
przedziatu i jesli jest to maksimum (minimum), to jest ono
wartoscia najwieksza (najmniejsza) tej funkcji w tym przedziale.
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Wartos¢ najmniejsza i najwieksza funkcji na przedziale domknietym

Z Twierdzenie Waierstrassa funkcja ciagta w pewnym przedziale
[a, b] musi osiaga¢ w tym przedziale warto$¢ najwieksza i
najmniejsza. Wartosci te funkcja osiaga albo w punktach
ekstremum wewnatrz przedziatu, albo na koncach przedziatu.
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Wartos¢ najmniejsza i najwieksza funkcji na przedziale domknietym

Z Twierdzenie Waierstrassa funkcja ciagta w pewnym przedziale
[a, b] musi osiaga¢ w tym przedziale warto$¢ najwieksza i
najmniejsza. Wartosci te funkcja osiaga albo w punktach
ekstremum wewnatrz przedziatu, albo na koncach przedziatu.

Z powyzszych uwag wynika, ze jesli chcemy znalez¢ wartos¢
najwieksza i najmniejsza funkcji ciagtej na [a, b] i rézniczkowalne;
w (a, b), to:
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Wartos¢ najmniejsza i najwieksza funkcji na przedziale domknietym

Z Twierdzenie Waierstrassa funkcja ciagta w pewnym przedziale
[a, b] musi osiaga¢ w tym przedziale warto$¢ najwieksza i
najmniejsza. Wartosci te funkcja osiaga albo w punktach
ekstremum wewnatrz przedziatu, albo na koncach przedziatu.

Z powyzszych uwag wynika, ze jesli chcemy znalez¢ wartos¢
najwieksza i najmniejsza funkcji ciagtej na [a, b] i rézniczkowalne;
w (a, b), to:

e znajdujemy punkty krytyczne (takie, w ktérych pochodna zeruje
sie) i obliczamy wartosci funkcji w tych punktach,
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Wartos¢ najmniejsza i najwieksza funkcji na przedziale domknietym

Z Twierdzenie Waierstrassa funkcja ciagta w pewnym przedziale
[a, b] musi osiaga¢ w tym przedziale warto$¢ najwieksza i
najmniejsza. Wartosci te funkcja osiaga albo w punktach
ekstremum wewnatrz przedziatu, albo na koncach przedziatu.

Z powyzszych uwag wynika, ze jesli chcemy znalez¢ wartos¢
najwieksza i najmniejsza funkcji ciagtej na [a, b] i rézniczkowalne;
w (a, b), to:

e znajdujemy punkty krytyczne (takie, w ktérych pochodna zeruje
sie) i obliczamy wartosci funkcji w tych punktach,

e obliczamy wartosci funkcji na kofcach przedziatu, czyli f(a) i
f(b),
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Wartos¢ najmniejsza i najwieksza funkcji na przedziale domknietym

Z Twierdzenie Waierstrassa funkcja ciagta w pewnym przedziale
[a, b] musi osiaga¢ w tym przedziale warto$¢ najwieksza i
najmniejsza. Wartosci te funkcja osiaga albo w punktach
ekstremum wewnatrz przedziatu, albo na koncach przedziatu.

Z powyzszych uwag wynika, ze jesli chcemy znalez¢ wartos¢
najwieksza i najmniejsza funkcji ciagtej na [a, b] i rézniczkowalne;
w (a, b), to:

e znajdujemy punkty krytyczne (takie, w ktérych pochodna zeruje
sie) i obliczamy wartosci funkcji w tych punktach,

e obliczamy wartosci funkcji na kofcach przedziatu, czyli f(a) i
f(b),

e poréwnujemy otrzymane wartosci funkcji: najwieksza z nich jest
wartoscia najwieksza f(x) na [a, b], a najmniejsza jest wartoscia
najmniejsza f(x) na [a, b].
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Przyktad:

(1) Znalez¢ warto$¢ najwieksza i najmniejsza funkgji
f(x) =2x3—3x2—12x+ 1w [0, 3].

f - ciagta w [0, %] i rézniczkowalna w (0, %)

fl(x) =6x2—6x—12=0 <= x1 =—-1¢(0,3), 2 =2¢€(0,3),
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Przyktad:

(1) Znalez¢ warto$¢ najwieksza i najmniejsza funkgji
f(x) =2x3—3x2 —12x+ 1w [0, 3].

f - ciagta w [0, g] i rézniczkowalna w (0, %)
fl(x) =6x2—6x—12=0 <= x1 =—-1¢(0,3), 2 =2¢€(0,3),
f(2) = —19, f(0) =1, f(3) = —165 =

max f(x)=1, min f(x)=-19
0<x<5/2 0<x<5/2
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—

2) f(x) =2sinx +sin2x, x € [0,3n]

f'(x) = 2cosx + 2cos 2x = 2cos 3xcos 3x =0

cos%x:O \Y% cos%x:O

3Sx=F+kr V ix=Z+kn A keZ

x=2%(k+1) Vx=m(2k+1) N k€Z A x€ (0,37) =
?Xlzg V Xo =T

F(5)=28,f(r)=0,7(0)=0,f(3r) = 2=

3v3 .
0<Ln<a3>7(r/2 F) = 2 oginglgw/z Flx) = -
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Tw. (wzér Taylora)

Jedli funkcja f ma ciagte pochodne do rzedu (n — 1) whacznie w
przedziale domknietym o koricach xp i x oraz ma pochodna rzedu n

wewnatrz tego przedziatu, to istnieje taki punkt ¢ lezacy miedzy xg
i x, ze

1=l () ( (")(c
Fx) =Y f kk(! e s ap n!( Jx—x)",  FO=¢

f(x) =f(x)+ f’(1>!<0) (x — x0) + —f/lé)fo) (x — x0)2 + ...
f(”)(c)

n! (x = x0)"”
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Dowéd: Niech p(t) = >27-% f(ki(!xo)(t —x0)K 4 r(t — x0)". Wtedy

p)(x0) = FK)(xg) dla k =0,1,--- ,n — 1. Stata r dobieramy w
ten sposdb, aby p(x) = f(x). Niech g(t) = f(t) — p(t). Wtedy
g(x0) = 0= g(x). Stad z Tw. Rolle'a istnieje x; miedzy x i xo
taki, ze g'(x1) = 0, ale réwniez g’(xp) = 0. Stad z Tw. Rolle’a
istnieje xo miedzy x1 i xp taki, ze g’(x2) = 0, ale réwniez

g"(x0) = 0. Powtarzajac w ten sposéb otrzymujemy, ze istnieje x,
miedzy x,_1 i xp taki, ze g(”)(x,,) =0. Ale

g (x,) = FM(x,) — nlr czyli r = % Niech ¢ = x,. Wtedy

n—1 0 (x (n) _
F(x) = p(x) = Srzs T2 (x — x0)k + T2 (x — xo)™. O

n!
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Wzér Maclaurina

Jedlixg=0i0< O <1 to:

S FR0) i, 17 (Ox)

el =2 == i
k=0
£(0) fr=1) ., fN(Ox)
_ / 2 n—1 n
= f(0) + f(0)x + o X+...+—(n_1)!X -I-—n! b%s
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Wzér Maclaurina

Jedlixg=0i0< O <1 to:

n

S FR0) i, 17 (Ox)

Fo) =D ——x n
k=0
£(0) fr=1) ., fN(Ox)
_ / 2 n—1 n
= f(0) + f(0)x + o X+...+—(n_1)!X -I-—n! b%s

Uwaga:

Twierdzenie Taylora dla n =1 jest twierdzeniem Lagrange'a.
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Wzér Maclaurina

Jedlixg=0i0< O <1 to:

=i

F(K)(0 f(N(ex) ,
f) = k!( b ,S! e -
k=0
£(0) fr=1) ., fN(Ox)

_ / 2 n—1 n
= f(0) + f(0)x + o X+...+—(n_1)!X — X

Uwaga:

Twierdzenie Taylora dla n =1 jest twierdzeniem Lagrange'a.
Przyktad:

Zapisa¢ wzér Taylora dla funkCJI f( )=2",x=1,n=3.

Fx) = F(1) + F1(1) - (x — 1) + D (x = 1)2 4 T (x — 13
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f(x)=2%-In2, fII(x) =2¢- (In2)k

X =242In2- (x — 1) + (IN2)2 - (x — 1)2 + 222, _ 1)3
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f'(x) =2%-In2, FW(x) =2%. (In2)
X =242In2- (x — 1) + (IN2)2 - (x — 1)2 + 222, _ 1)3

We wzorze Taylora (Maclaurina)

f(”)(c)
n!

(x —x0)" = Ry, gdzie ¢ =xp+ O(x—xp)

nazywamy reszta, a

f'(x0)
1!

f(n_l)(Xo)

o )

f(x) =~ f(xo) +

(x—x0)+...+

wielomianem Taylora.

Wzér Taylora pozwala przedstawi¢ w sposéb przyblizony
(aproksymowac¢) dowolna funkcje za pomoca wielomianu oraz
szacowa¢ powstaty przy tym bfad.
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Przyktady:
(1) f(x) = e¥ = FR(x) = eX = FK(0) =1

przyblizenie funkcji wielomianem Maclaurina:

2 n
exml—i-x—i-xf—i-...—kxf
2! n!
Btad przyblizenia:
e@x
Rh=——x", 0<O6<1
(n+1)!

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Rachunek rézniczkowy cz. 2



Przyktady:
(1) f(x) = e¥ = FR(x) = eX = FK(0) =1

przyblizenie funkcji wielomianem Maclaurina:

2 X"
Btad przyblizenia:
e@x
R, = x" 0<e<1
(n+1)!

Wartos¢ btedu zalezy od n i od x, np.:

1o 1 3 1

n=3 x=1: R3= Ee <Ee<4. 5
_ 1l e 3 1
n=5 x=1: Rg,-ae <a_m
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Stad wzory przyblizone:

e ~1+x, ele+x+%2, eX%1+x+X72+%3.

Analiza, Wyktad: Rachunek rézniczkowy cz. 2
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(2) f(x) =sinx = fK)(x) = sin(x + k - 5) = F()(0) = sin (k%)

f'(x) =cosx =sin(x+ %), f(0)=1

f’(x) = —sinx=sin(x+2-%), f"(0)=0
f(x) = —cosx =sin(x+3-%), f”(0)=-1
F(x) =sin (x + kZ) , fUI(0) =sin (kE)
przyblizenie funkcji wielomianem Maclaurina:

X3 X x! X2m71

H ~ v s _qym-1_
sinx~x =gt b T DT )
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Btad przyblizenia:

X2m+1 T
=2 z 1
Rom (2m+1)!sm @X+(2m+1)2 , 0<O<
Stad
|X|2m+1
Rom| < ———
[Rom| (2m+1)!
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Wzory przyblizone:

. . 3 . 3 5
sin X ~ X, smx%x—%,smx%x—% 1X270'
sl
Jl
1
) - 1 2 3

_1,
sl
-3l
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(3) f(x) = cosx

f'(x) = —sinx =cos (x+ %), f(0)=0
f’(x) = —cosx =cos (x+2-5), f"(0)=-1
f"(x) =sinx =cos (x +3-%), f”(0)=0

F()(x) = cos (x + k%), f(0) = cos (k%)
Stad
~1 X72+X74 L6+ +( 1)mX2m
COSXEIT T e T (2m)!
x2m+2
Rom+1|l € 75—+
[Rom+1] (2m + 2)!
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Wzory przyblizone:

~ x? ~ X2 X ~ x2
cosx~1—7,cosx~1—7+ﬂ,cosx~1— 5
al
sl
L L L L L V)
= -2 -1 1 2
_1,
ol
= §
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(4) f(x) =Inx

flix)=1, f(1)=1

f'(x) = —x"2, f"(1)=—1
f"(x)=2x"3, f"(1) = 2!

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz)

Analiza, Wyktad: Rachunek rézniczkowy cz. 2



(x-1* (x-1)° 1 (x—1)"
Inx ~(x—1) — — ...+ (=1)"
nx =~ (x—1) >t 3 +(-1) -
po podstawieniu x := x — 1:
x2 X3 XA x"
In(1 Mx— — 4+ -4 (D)
n(ltx)mx—Z+ = =4+ ()"

Reszta:

(_1)n X n+1
R, = 15 O , 0<f<l1l, Rhb—-0 <« —-1<x«<1
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Wzory przyblizone:

2

In(1+x)=x, In(l+x)mx— %, In(l+x)mx—% +%.

N

10r

05F

I
-1.0 -0.5 0.5 1.0
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(5) Obliczy¢ z doktadnoscia do 107° przyblizona warto$é cos 5°.
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(5) Obliczy¢ z doktadnoscia do 107° przyblizona warto$é cos 5°.

5° = 360 -5 = 36, wzdér Maclaurina:
7.[.2 7.[.4 71.2n
B —coso- Al — o p
€08 = o8 36 21362 ' 2136° (2n)1362n

. . 6 6 . .- s
szacujemy reszty i |Rs| < &5 = g3 < 107°, wiec wystarczy wziaé
trzy pierwsze wyrazy:

7.‘.2 4

O 7T ~
cosb” =~ 1— 51362 + MET 0,996195
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(6) Obliczy¢ z doktadnoscia do 107° przyblizona wartos¢ sin 49°.

Skorzystamy z wzoru Taylora:

sinX:sina+%5in(a+§)+...+(X;f)nsin(a—|—n-g)—|—Rn

__o|n+1
[Rel < iy

Im mniejsze jest |x — a|, tym mniej wyrazéw trzeba uwzglednié,

aby uzyskaé zadana doktadnos¢:

x:49°,a:45°:>x:%,a—‘igg:x—a:io(llg 45) =
= Xx—a= g
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n

. o w2 s
sin49° = i 14 11.45 45 T 21452 +...£ n!~45”] + R"

n+1

IRl < Gtyrasees

Szacujemy reszty:

IRs| < gfer < 107

Stad

. o 2

Sin49° v 2 |14 e — s 4 6453} ~ 0,754709

We wzorze Maclaurina trzeba uwzgledni¢ znacznie wiecej wyrazéw.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Rachunek rézniczkowy cz. 2



Tw. (Il. warunek wystarczajacy dla ekstremum)

Niech funkcja f ma w pewnym otoczeniu (xo — r, xp + r) pochodne
do rzedu n whacznie, £(") niech bedzie ciagta w xg i FK)(xg) =0
dla k =1,...,n—1 oraz f(")(xp) # 0. Wtedy:

(1) jesli n jest nieparzyste, to f nie ma ekstremum w xg,

(2) jesli n jest parzyste, to f ma w punkcie xp minimum lokalne
whasciwe, gdy (" (xg) > 0 lub maksimum lokalne wiasciwe, gdy
(") (x0) < 0.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Rachunek rézniczkowy cz. 2



Tw. (Il. warunek wystarczajacy dla ekstremum)

Niech funkcja f ma w pewnym otoczeniu (xo — r, xp + r) pochodne
do rzedu n whacznie, £(") niech bedzie ciagta w xg i FK)(xg) =0
dla k =1,...,n—1 oraz f(")(xp) # 0. Wtedy:

(1) jesli n jest nieparzyste, to f nie ma ekstremum w xg,

(2) jesli n jest parzyste, to f ma w punkcie xp minimum lokalne
whasciwe, gdy (" (xg) > 0 lub maksimum lokalne wiasciwe, gdy
(") (x0) < 0.

Dowdd:

Whynika z tw. Taylora i z tw. o lokalnym zachowaniu znaku funkcji
ciagtej.

Jedli x € S(xp, r), to istnieje ¢ lezace miedzy xp i x takie, ze

L r(k)(x (n) (n)
f(x) = Z ! k(! 0)(X*X0)k+7f (c) (x—x0)" = f(xo)Jrf n!(c)

(x—x0)"

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Rachunek rézniczkowy cz. 2



Jesli x - bliskie xg, to £("(c) ma taki sam znak jak f(")(xp).

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Rachunek rézniczkowy cz. 2



Jesli x - bliskie xg, to £("(c) ma taki sam znak jak f(")(xp).

Przyktady:
(1) f(x) = x*(x = 1)?

fl(x) =2x(x —1)2 +x? - 2(x —1) =2x(x = 1)(2x - 1) = 0 <=

f'(x) = 12x% — 12x + 2
f”(0) > 0 = £(0) = 0 - minimum lokalne
(1) > 0= f(1) = 0 - minimum lokalne

1
2

" (%) <0=f (%) = % - maksimum lokalne

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Rachunek rézniczkowy cz. 2



(2) f(x) =e*+e > +2cosx, x=0

f'(x) =e*—e X —2sinx, f'(0)=0
f"(x) = e+ e X —2cosx, f"(0)=0
fO(x) = e —e*+2sinx, fG0)=0

fA(x) = eX + e ¥4 2cosx, f*(0)>0= f(0) =4 minimum
lokalne witasciwe.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Rachunek rézniczkowy cz. 2



Definicja (wypukto$¢, wklestosc, punkt przegiecia)

Niech funkcja f ma pochodna w pewnym otoczeniu (xg — r, xp + r)
punktu xg. Méwimy, ze krzywa y = f(x) jest wypukfa w punkcie
X0, jes’li

36 >0 Vx € S(x0,0) f(x) > f(xo)+ f(x0)(x — x0)-

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Rachunek rézniczkowy cz. 2



Definicja (wypukto$¢, wklestosc, punkt przegiecia)

Niech funkcja f ma pochodna w pewnym otoczeniu (xg — r, xp + r)
punktu xg. Méwimy, ze krzywa y = f(x) jest wypukfa w punkcie
X0, jes’li

36 >0 Vx € S(x0,0) f(x) > f(xo)+ f(x0)(x — x0)-
Mdwimy, ze krzywa y = f(x) jest wklesta w punkcie xp, jesli

36 >0 Vx € S(x0,0) f(x) < f(xo)+ f(x0)(x — x0)-

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Rachunek rézniczkowy cz. 2



Definicja (wypukto$¢, wklestosc, punkt przegiecia)

Niech funkcja f ma pochodna w pewnym otoczeniu (xg — r, xp + r)
punktu xp. Méwimy, ze krzywa y = f(x) jest wypukta w punkcie
Xp, jesli

36 >0 Vx € S(x0,0) f(x) > f(xo)+ f(x0)(x — x0)-
Mdwimy, ze krzywa y = f(x) jest wklesta w punkcie xp, jesli
36 >0 Vx € S(x0,0)  f(x) < f(x0) + ' (x0)(x — x0)-

Krzywa y = f(x) jest wypukta (wklesta) na przedziale otwartym,
jesli jest wypukta (wklesta) w kazdym jego punkcie.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Rachunek rézniczkowy cz. 2



Definicja (wypukto$¢, wklestosc, punkt przegiecia)

Niech funkcja f ma pochodna w pewnym otoczeniu (xg — r, xp + r)
punktu xp. Méwimy, ze krzywa y = f(x) jest wypukta w punkcie
Xp, jesli

36 >0 Vx € S(x0,0) f(x) > f(xo)+ f(x0)(x — x0)-
Mdwimy, ze krzywa y = f(x) jest wklesta w punkcie xp, jesli
36 >0 Vx € S(x0,0)  f(x) < f(x0) + ' (x0)(x — x0)-

Krzywa y = f(x) jest wypukta (wklesta) na przedziale otwartym,
jesli jest wypukta (wklesta) w kazdym jego punkcie.

Punkt (xo, f(x0)) nazywamy punktem przegiecia krzywej y = f(x),
jesli f jest ciagta w xp oraz krzywa jest wypukta w lewostronnym
sasiedztwie xg i wklesta w prawostronnym sasiedztwie xg lub na
odwrét.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Rachunek rézniczkowy cz. 2



20

10

/ punkt p

wklesta
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0.5

wklesta

punkt przegiecia |
1 I I L I 1 I TR ! | L I TR
-1.5 -1.0 -0.5
-0.5
wypukia
-1.0

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz)

Analiza, Wyktad: Rachunek rézniczkowy cz. 2



Tw. (warunek wystarczajacy)

Niech funkcja f ma w przedziale (a, b) (ograniczonym lub
nieograniczonym) druga pochodna. Wtedy jesli:
(1) Vx € (a,b) f"(x) >0, toy =f(x) jest wypukta na (a, b),

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Rachunek rézniczkowy cz. 2



Tw. (warunek wystarczajacy)

Niech funkcja f ma w przedziale (a, b) (ograniczonym lub
nieograniczonym) druga pochodna. Wtedy jesli:

(1) Vx € (a,b) f"(x) >0, toy =f(x) jest wypukta na (a, b),
(2) Vx € (a,b) f"(x) <0, toy = f(x) jest wklesta na (a, b).
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Tw. (warunek wystarczajacy)

Niech funkcja f ma w przedziale (a, b) (ograniczonym lub
nieograniczonym) druga pochodna. Wtedy jesli:

(1) Vx € (a,b) f"(x) >0, toy =f(x) jest wypukta na (a, b),
(2) Vx € (a,b) f"(x) <0, toy = f(x) jest wklesta na (a, b).

Dowéd: Z Tw. Taylora mamy

Vx e (a,b)\ {x} Tce(x,x)V ce(x,x)

f(x) = f(x) + f'(x0)(x — x0) + %f”(c)(x — x0)2.

Jesli f(¢) > 0 to f(x) =

f(xo) + ' (x0)(x — x0) + %f”(c)(x —x0)% > f(x0) + f'(x0)(x — x0)
czyli f jest wypukta w xg.

Jesli f(c) < 0 to f(x) =

f(x0) + f'(x0)(x — x0) + %f”(c)(x —x0)? < f(x0) + F'(x0)(x — x0)
czyli f jest wklesta w xp.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Rachunek rézniczkowy cz. 2



(1) f(x) = x3 jest wypukta w (0, 4+0c) i wklesta w (—o0,0), bo
f'(x) = 3x2, f"(x) = 6x1if"(x) >0dlax >0, f/(x) <0dlax<
0.

Stad punkt (0,0) jest punktem przegiecia f(x) = x3.
(2) f(x) = 2% jest wypukta na catym R, bo

VxeR f'(x)=2%-(In2)2>0

(3) f(x) = Inx jest wklesta w (0, +00), bo
Vx>0 f”(x):—% <0

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Rachunek rézniczkowy cz. 2



Tw. (warunek wystarczajacy dla punktu przegiecia)

Jesli:

(1) f jest ciagta w punkcie x,

(2) " istnieje w pewnym sasiedztwie S(xo, r) punktu xp,
(3)30>0

Vx € (xo—9d,x) f'(x) >0 A f’(x) <0 Vx € (xp,x + 9)
lub na odwrét, to

(x0, f(x0)) jest punktem przegiecia krzywej y = f(x).

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Rachunek rézniczkowy cz. 2



Tw. (warunek wystarczajacy dla punktu przegiecia)

Jesli:
(1) f jest ciagta w punkcie x,
(2) " istnieje w pewnym sasiedztwie S(xo, r) punktu xp,

(3)30>0
Vx € (xo—9d,x) f'(x) >0 A f’(x) <0 Vx € (xp,x + 9)
lub na odwrét, to

(x0, f(x0)) jest punktem przegiecia krzywej y = f(x).

Przyktady:
(1) f(x) =sinx, x =0
f'(x) = cosx, f"(x) = —sinx

f"(x) <0dlax>0 A f’(x) >0dlax < 0= (0,0) - punkt
przegiecia

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Rachunek rézniczkowy cz. 2



(2) f(x)=]Inx|, xo=1
Inx, x2>1

[Inx| = —Inx, x<1

1
Y o X7 X>1

1
17 . — =, X > 1
Fix) = { X—f;, x <1
f"(x) > 0dlax < 1= (1,0) - punkt przegiecia.

= f"(x) <0dlax >1,

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Rachunek rézniczkowy cz. 2



Tw. (warunek konieczny dla punktu przegiecia)

Jesli f” istnieje w pewnym otoczeniu (xo — r,xo + r), f” jest ciagta
w Xg oraz (xp, f(xo)) jest punktem przegiecia krzywej y = f(x), to
f//(Xo) =0.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Rachunek rézniczkowy cz. 2



Tw. (warunek konieczny dla punktu przegiecia)

Jesli f” istnieje w pewnym otoczeniu (xo — r,xo + r), f” jest ciagta
w Xg oraz (xp, f(xo)) jest punktem przegiecia krzywej y = f(x), to
f//(Xo) =0.

Dowdéd:

Zatézmy, ze f"(xg) # 0. Poniewaz f” jest ciagta w xp, to z tw. o
lokalnym zachowaniu znaku funkcji ciagtej:

36 >0 Vx € Q(xo,0) f"(x)>0jesli f"(xg) >0
lub

36 >0 Vx € Q(x0,0) f"(x) <0 jesli f"(x0) <0

wiec y = f(x) jest wypukta lub wklesta w catym otoczeniu Q(xo, 9)
wbrew zatozeniu, ze (xp, f(xp)) jest punktem przegiecia.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Rachunek rézniczkowy cz. 2



Przyktad:

Krzywa y = cosh 2x = %(ezx + e~2¥) nie ma punktéw przegiecia,
bo

Vx €R y" =2(e?* + e 2) =4cosh2x # 0

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Rachunek rézniczkowy cz. 2



Badanie funkgji

mitrz) Analiza, Wykfad: Rachunek rézniczkowy cz. 2



Badanie funkgji

1) Dziedzina

2) Cechy szczegdlne

3) Granice na koncach dziedziny

5) Monotonicznos¢ i ekstrema

(
(
(
(4) Asymptoty
(
(6) Wypuktosé, wklestos¢, punkty przegiecia
(

7) Wykres

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Rachunek rézniczkowy cz. 2



Przyktady:
(1) f(x) = x - ex

D =R\ {0}
) 1 . 1
liMy—y oo X - €x = —00, limy_ oo x-€x =400
. 1 . e% 00
||mX_>0+ X €ex = [0 . OO] = ||mX_>0+ 1= [g] =
X
. ex (%) .
[im y —2 — 400 = x = 0 - asymptota pionowa
x—0 _% ymp

X

prawostronna.

. 1
lim,_o-x-ex =0

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Rachunek rézniczkowy cz. 2



Przyktady:
(1) f(x) = x - ex

D =R\ {0}
) 1 . 1
liMy—y oo X - €x = —00, limy_ oo x-€x =400
. 1 . e% 00
||mX_>0+ X €ex = [0 . OO] = ||mX_>0+ 1= [g] =
X
. ex (%) .
[im y —2 — 400 = x = 0 - asymptota pionowa
x—0 _% ymp

X

prawostronna.

. 1
lim,_o-x-ex =0

m=lim s oo B —lim, e =1 = im0 10
k = limys—oo[F(x) = X] = liMy_s oo X (e% - 1) -
1
. i 1 . e;'(_%) .
limy oo &= = limy oo — % =1 =lim 1 oo[f(x) — x] =

N

y = x+ 1 - asymptota ukosna obustronna

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Rachunek rézniczkowy cz. 2
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F/(x) = ex + xex - (=) = ex >
1

f'(x) =0 < ex - X

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz)

Analiza, Wyktad: Rachunek rézniczkowy cz. 2



f'(x) = ex + xex - (—%) = eéx;l,
Fi(x) =0 « ex - 10 « x—e
x—1

f'(x) >0 «— e§-7>0 — x(x—1)>0
< x € (—00,0) U (1, +00).

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Rachunek rézniczkowy cz. 2



f'(x) = er —|—xe% . (—%) =e X;l,

f'(x)=0 < e%-%:O — x=e

f'(x) >0 «— e%-XT_l>O <— x(x—1)>0
< x € (—00,0) U (1, +00).

Stad f ro$nie w przedziatach (—o0, 0) oraz (1, +00)

X =

Analiza, Wyktad: Rachunek rézniczkowy cz. 2
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f/(x) = ex + xex - (%) = eéx;l,
Fi(x) =0 « ex - 10 « x—e

f'(x) >0 «— e%-XT_l>O <— x(x—1)>0

< x € (—00,0) U (1, +00).

Stad f ro$nie w przedziatach (—o0, 0) oraz (1, +00)

Fi(x) <0 <= ex - L <0 = x(x—1)<0 < x€(0,1).

Analiza, Wyktad: Rachunek rézniczkowy cz. 2
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X |
=

f/(x) = ex +xex - (—%) = ex L,

f'(x)=0 < e%-%:O — x=e

f'(x) >0 «— e%-XT_l>O <— x(x—1)>0

< x € (—00,0) U (1, +00).

Stad f ro$nie w przedziatach (—o0, 0) oraz (1, +00)

Fi(x) <0 <= ex - L <0 = x(x—1)<0 < x€(0,1).
Stad f maleje w przedziale (0,1) i f(1) = e jest minimum
lokalnym.

Analiza, Wyktad: Rachunek rézniczkowy cz. 2
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X |
=

f/(x) = ex +xex - (—%) = ex L,

f'(x)=0 < e%-%:O — x=e
f'(x) >0 «— e%-XT_l>O <— x(x—1)>0

< x € (—00,0) U (1, +00).

Stad f ro$nie w przedziatach (—o0, 0) oraz (1, +00)

f'(x) <0 < e%~XT*1<O — x(x—-1)<0 < x€(0,1).
Stad f maleje w przedziale (0,1) i f(1) = e jest minimum
lokalnym.

o) =(1-1) e (~h)+e - h=%-e

X

Analiza, Wyktad: Rachunek rézniczkowy cz. 2
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X |
=

f/(x) = ex +xex - (—%) = ex L,

f'(x)=0 < e%-%:O — x=e

f'(x) >0 «— e%-XT_l>O <— x(x—1)>0

< x € (—00,0) U (1, +00).

Stad f ro$nie w przedziatach (—o0, 0) oraz (1, +00)

f'(x) <0 < e%~XT*1<O — x(x—-1)<0 < x€(0,1).
Stad f maleje w przedziale (0,1) i f(1) = e jest minimum

lokalnym.

1 1 1
0= (1-1)- e (2)rel A=Al
f'(x) =0 <= L -ex =0 nie ma rozwiazar.

Analiza, Wyktad: Rachunek rézniczkowy cz. 2
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|~
-

X =

X—

f’(x):ei—i—xe%-(— ) = exx+,
f'(x)=0 < ex Xlo0 = x=e

f'(x) >0 «— e%-XT_l>O <— x(x—1)>0

< x € (—00,0) U (1, +00).

Stad f ro$nie w przedziatach (—o0, 0) oraz (1, +00)

f'(x) <0 < e%~XT*1<O — x(x—-1)<0 < x€(0,1).
Stad f maleje w przedziale (0,1) i f(1) = e jest minimum
lokalnym.
Fix)=(1-1) - ex- (L) +er- L =L e

X

SN

)

f'(x) >0 < L ex >0 < x>0

Stad f(x) wypukta dla x € (0, 4+00)
f"(x),0 < %~e§ <0 < x<0
Stad f(x) wklesta dla x € (—00,0)

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Rachunek rézniczkowy cz. 2



2x)= xe% D= R~{0Y

£(x) +
£'() —
§6)|-ee 7 O

XXX
+

©c|lec|lo|~
+

+eo\
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Wykres f(x) = xex (asymptoty, granice, ekstrema)

=10 -5 5 10
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Wykres f(x) = xex

10

=10 -5 5 10
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(2) f(x) = xe*, D =R - brak asymptot pionowych
f(0)=0

liMy—s 400 XX = 400

limy s oo x€* = limy, exj =limy $ =
=limy__oo —€¥ =0=y =0 - asymptota pozioma lewostronna

Badamy istnienie asymptoty uko$nej prawostronnej y = mx + k

m = limy_ 400 @ = limy_ 400 € = 400 - brak asymptoty
ukos$nej prawostronnej.

Badamy monotonicznos$¢ i ekstrema funkgcji

f'(x) = e+ xe¥ = eX(x + 1)

f'(x)=e¥(x+1)=0 < x=-1

flix)=e(x+1)>0 <= x+1>0 < x€(-1,40)
Stad f(x) rosnie w przedziale (—1, +00).

f'(x) =e(x+1) <0 <= x e (—o0,—1)

Stad f(x) maleje w przedziale (—oo, —1).

Stad f(—1) = —e! jest minimum lokalnym.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Rachunek rézniczkowy cz. 2



Badamy wypuktosé, wklestos¢ i punkty przegiecia

f"(x) = 2e* 4+ xe* = e¥(x + 2)

f'(x) =0 <= x= -2, f(-2)=—-2e2, f'(x)>0 < x¢€
(—2,4), f"(x) <0 <= x € (-0, —2)

Stad f(x) jest wypukta w (=2, 400) i wklesta w (—o0, —2), oraz
(—2,—2e72) jest punktem przegiecia.

Wykres

Funkcja jest malejaca dla x € (—oo, —1) i rosnaca dla

x € (—1,400).

Wykres funkgcji jest wklesty dla x € (—o0, —2) i wypukty dla
x € (—2,400).
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(3) f(x) =xe ™, D =R - brak asymptot pionowych

f(—x) = —f(x) - funkcja nieparzysta = badamy
f ‘[0+oo) =g=g(x)=xe*dlax>0

lim,_0+ g(x) = g(0) =0
limy 00 26 = limy 400 eix = 0=y =0 - asymptota pozioma
prawostronna

gx)=eX—xe*=e(1l-x)=0 <= x—1=0 < x=1

gx)>0 <= (1—-x)>0 < x<1= f(x) rosnie dla x < 1
ig'(x) <0 <= x>1= f(x) malejedla x > 1

g(1) = e~! to maksimum lokalne.
—e¥1l—-x)—e*=e*(x—-2)=0 <= x=2

= x <2= g(x) wklesta dla x < 2i

<= x> 2= g(x) wypukta dla x >2i
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(4) f(x) =sin*x + cos* x D =R - brak asymptot pionowych

f(—x) = f(x) - funkcja parzysta, f(x) = f (x + 5) - funkcja
okresowa, bo:

f(x) = (sin? x + cos? x)? — 2sin? x cos? x = 1 — S sin? 2x =
=1— 1(1 — cos4x)
f(x+k3)=1—%[1l—cos4(x+k3)] =

=1-1[1—cos(4x+2km)]=1—1[1—cosdx]=f(x)=T =13
Wystarczy badaé funkcje na [0, %]

f0)=1, f(5)=1
f'(x) = 4sin3 cos x — 4 cos® sin x = 4 sin x cos x(sin? x — cos? x) =
= —2sin2xcos2x = —sindx =0 <= x=kj N ke€Z N

X € (0, g) > x=7=1f (%) = % - minimum lokalne
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f'(x) = —4cosdx =0 <= x=g+kj N keZ A
XE(O,%):>X:% \/X:%’/T

f(%) =3, f(3n) =3 - punkty przegiecia

Wykres

Analiza, Wyktad: Rachunek rézniczkowy cz. 2
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(5) f(x) = ™) p— R\ {0}

Ix]

f(—x)=f(x)= f ‘(07+Oo) =g = g(x) = 2hx

lim,_o+ w = —00 = x = 0 - asymptota pionowa
prawostronna
My +00 W = limy_ 40 % =0 = y = 0 -asymptota pozioma
prawostronna

2.x—2-2Inx
f'(x) = ~—= :—ZL'}X>O < —-2x%Inx>0
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f'>0 <= x<1 AN <0 <= x>1=
= f(1) = 2 - maksimum lokalne

f(x) = 2220 5 0 = —2x3(1—2Inx) >0

f”<0<:>x<f/\ f7>0 < x> e=>
= f(y/e) = == - punkt przegiecia

Wykres
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Wykres f(x) = In(f—x)

10p

-10 -5 5 10

o
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(6) f(x) :arcsin%, D =R, bo | 13:;2 <1

brak asymptot pionowych
F(=x) = —f(x) = £(x) | o) =8()

f(0) =0, limy, o f(x)=arcsin0 =0 =
= y = 0 - asymptota pozioma prawostronna
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. 1 2(1+x%)—4x _ 2(1-x?) -
f’(X) \/1 ( . )2 T2 T @) 1—x? —
— (2
) 1+
T x €(0,1)
_17_3)(2 , x € (1,400)

>0 <= x<1 A <0 <= x>1=
:f(l):g—maksimum lokalne

f'(1) - nie istnieje, bo pochodne jednostronne sa rézne

4x
ppg={ T X0
g XE€ (1,+00)
= f(1) = 5 - punkt przegiecia (f"'(1) nie istnieje)
Wykres
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2x
14-x2

Wykres f(x) = arcsin

-2+
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Funkcje hiperboliczne
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Funkcje hiperboliczne

(7) f(x) =shx =sinhx = %(ex —e™), D=R

limy—s oo 2( X —e*)=—00, limy i %(ex —e )=+
Asymptoty ukosne y = mx + k

m = limy__oo ex;_x = limy__oo % = 400 = limy_ 1o )
brak asymptot ukosnych

f/(x) = 3(eX+e ) =chx=coshx >0 Vx€R

f/(x) = 3(eX—e ™) >0 < x>0 A

f"(x) <0 < x < 0= f(0) =0 - punkt przegiecia

Wykres
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Wykres f(x) = sinh x

-2+

4
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(8) f(x) =chx =coshx = 3(eX+e*), D=R

My oo 2(€ + €)= 400, limyyio0 3(eX +e7X) = +00

Asymptoty ukosne y = mx + k

T eXte X _ | eX—e o
m=Ilimy, o 5— =limy, 5 — =-©

T eXte X _ |- eX—e X
m=limy_ 100 S5 — =limy, o & — =+

brak asymptot ukosnych

f/(x) = 2(eX — e ) =sinhx >0 < x>0 A
f'(x) <0 < x < 0= f(0) =1 - minimum lokalne

f'(x) = 3(e+e>) >0 VxeR

Wykres
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Wykres f(x) = cosh x

-2+

4
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x

(9) f(X) = tghX —thx = sinh x — X —e—

cosh x eX+e—X

D=R

. X_e=X _ |. ex(1_672x) _

limy 400 ZXJF% = ||mX%J.roo F(lre>) — 1=
= y = 1 - asymptota pozioma prawostronna

. eX—e X | e X(=14e>) _

My —co e = IMxms—00 =gy = —1 =
= y = —1 - asymptota pozioma lewostronna

, . (ex+e—x)27(ex7e—x)2 . 4 . 1

f'(x) = (@ Te) = (T = x>0 VXx€ER
f"(x) = ——25— -sinhx > 0 <= —2sinhxcosh®x > 0

cosh® x

f7>0 <= x<0 A f"<0 <<= x>0=
= f(0) = 0 - punkt przegiecia

Wykres
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Wykres f(x) = tghx

-2 -1 1 2

2+
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(10) f(x) = ctghx = cthx = coshx _ e*te”

sinh x eX—e—X
= ; coshx __ H coshx __
D= IR\ {O}’ Ilmx%O‘*: sinhx +o00, ||mXH0_ enhx — —© =
= x = 0 - asymptota pionowa obustronna

liMx—s 400 2?:{1‘; =1= y =1 - asymptota pozioma prawostronna

cosh x

limy— oo Gony = —1 = y = —1 - asymptota pozioma lewostronna
X _a—X\2__ (X —x)2

Flx) = = et = — L <0 vxeR\ {0}

f(x) = Sm% -coshx >0 <= 2sinh3xcoshx >0

f">0 < x>0 A f"<0 < x < 0= - brak punktu
przegiecia, bo 0 € D

Wykres
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Wykres f(x) =
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Funkcja Weierstrassa - przyktad funkcji ciagtej i nie

rézniczkowalnej w zadnym punkcie

3
f(x) = Za cos(b"mx), a € (0,1), b € N nieparzysta, ab > 1+§7r

Rysunek: By Eeyore22 - Own work, Public Domain,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=5075959
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