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Pierwszy warunek wystarczajacy ekstremum

Niech f bedzie okreslona na (xo — r,xo + r), ciagta w xo i rézniczkowalna
w S(xo,r) = (X0 — ryx0) U (X0, X0 + r). Jesli dla pewnego 0 < 6 < r znaki
pochodnej s3 nastepujace, to:

' na (xo —d,x) | £ na (xo0,xo + d) | wniosek w xg

— + minimum lokalne wtasciwe
+ — maksimum lokalne wtasciwe
+ + brak ekstremum

= — brak ekstremum

Kazdy znak oznacza Scista nieréwnos¢ w catym wskazanym przedziale.
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Pierwszy warunek wystarczajacy ekstremum

Niech f bedzie okreslona na (xo — r,xo + r), ciagta w xo i rézniczkowalna
w S(xo,r) = (X0 — ryx0) U (X0, X0 + r). Jesli dla pewnego 0 < 6 < r znaki
pochodnej s3 nastepujace, to:

' na (xo —d,x) | £ na (xo0,xo + d) | wniosek w xg

— + minimum lokalne wtasciwe
+ — maksimum lokalne wtasciwe
+ + brak ekstremum

= — brak ekstremum

Kazdy znak oznacza Scista nieréwnos¢ w catym wskazanym przedziale.

Dowdéd. Dla 0 < |x — x| < & twierdzenie Lagrange'a daje
f(x) — f(x0) = f'(c)(x — x0)

dla pewnego ¢ miedzy xp a x. Znaki obu czynnikéw daja teze. Istnienie
f'(xo) nie jest wymagane. O]
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Zmiana znaku pochodnej a ekstrema

a2X

N >0
Max
f'<0 1 o 1
1 2 0 3
<

-0 >0
05 Min

Min
<AL

Zmiana + — — daje maksimum, a — — + — minimum lokalne.
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1. Funkcja f(x) = sin|x| jest ciagta w 0, adla x #0

F(x) = COS X, x >0,
B —cosx, x<0.

Na (—7/2,0) pochodna jest ujemna, a na (0, 7/2) dodatnia. Zatem
f(0) = 0 jest minimum lokalnym wtasciwym, chociaz f’(0) nie istnieje.
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1. Funkcja f(x) = sin|x| jest ciagta w 0, adla x #0

F(x) = COS X, x >0,
B —cosx, x<0.

Na (—7/2,0) pochodna jest ujemna, a na (0, 7/2) dodatnia. Zatem
f(0) = 0 jest minimum lokalnym wtasciwym, chociaz f’(0) nie istnieje.

2. Funkcja f(x) = sin x nie ma ekstremum w 0, gdyz f'(x) = cosx > 0
dla |x| < 7/2.
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1. Funkcja f(x) = sin|x| jest ciagta w 0, adla x #0

F(x) = COS X, x >0,
B —cosx, x<0.

Na (—7/2,0) pochodna jest ujemna, a na (0, 7/2) dodatnia. Zatem
f(0) = 0 jest minimum lokalnym wtasciwym, chociaz f’(0) nie istnieje.
2. Funkcja f(x) = sin x nie ma ekstremum w 0, gdyz f'(x) = cosx > 0
dla |x| < 7/2.

3. Dla f(x) = x? + V/x® dziedzing jest [0, +00).

fi(x)=2x+3x*?>0 (x>0), f(0) = (h+h/?)=0.

lim
h—0+t

Poniewaz f(x) > f(0) = 0 dla kazdego x > 0, punkt O jest miejscem
minimum globalnego wtasciwego. Jest to koniec dziedziny, wiec nie
stosujemy tu dwustronnego testu zmiany znaku pochodne;j.
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Ekstrema wewnatrz dziedziny i na jej koncach

Dla f(x) = xv1 — x2 mamy D = [-1,1] oraz

1—2x2
f'(x) = i —l<x<1.

Pochodna zeruje sie dla x = 71/\@ lub x = 1/\@ Jest dodatnia na
(-1/+/2,1/4/2), a ujemna na (—1,-1//2) i (1/v/2,1).

[Tln,r}]fff( 1/V2) = -1, [rlmﬁi(]f f(1/v2) = L.

Oba ekstrema s3 réwniez lokalne wtasciwe.
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Ekstrema wewnatrz dziedziny i na jej koncach

Dla f(x) = xv1 — x2 mamy D = [-1,1] oraz

1—2x2
f/(X):ﬁ, —l1<x<l1.

Pochodna zeruje sie dla x = 71/\@ lub x = 1/\@ Jest dodatnia na
(-1/+/2,1/4/2), a ujemna na (—1,-1//2) i (1/v/2,1).

[Tln,r}]fff( 1/V2) = -1, [T%f f(1/v2) = L.

Oba ekstrema sa réwniez lokalne wtasciwe.

Na koncach dziedziny poréwnujemy tylko wartosci nalezace do dziedziny:
f(-1)=0>f(x) (-1<x<0), f(1)=0<f(x) (0<x<1).

Zatem —1 jest miejscem maksimum lokalnego wtasciwego, a 1 —
minimum lokalnego wtasciwego. Nie s3 to ekstrema globalne.
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Kiedy ekstremum lokalne jest globalne?

Jedli funkcja ciagta na przedziale | ma dokfadnie jeden punkt ekstremum
lokalnego wewnatrz /, to maksimum w tym punkcie jest maksimum
globalnym na /, a minimum — minimum globalnym. Warunek dotyczy
wszystkich ekstreméw, nie tylko miejsc zerowych pochodne;j.

Wyjasnienie dla maksimum. Gdyby dalej pojawita sie wartos$¢ wieksza
od lokalnego maksimum, funkcja musiataby najpierw zej$¢ nizej, a potem
wzrosnaé. Minimum na odpowiednim zamknietym odcinku lezatoby
wewnatrz niego, co dawatoby drugie ekstremum lokalne. Dla minimum
rozumujemy analogicznie.

W zadaniach czesto prosciej sprawdzi¢ monotoniczno$¢: wzrost na catej
czesci przedziatu przed xp i spadek na catej czesci za xp zapewniaja
maksimum globalne w xg.
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Warto$¢ najmniejsza i najwieksza na [a, b]

Niech a < b beda skoriczone, a f bedzie ciagta na [a, b]. Twierdzenie
Weierstrassa zapewnia osigganie minimum i maksimum.

Jedli f jest réwniez rézniczkowalna na (a, b), to:
@ znajdujemy wszystkie x € (a, b), dla ktérych f'(x) = 0;
@ obliczamy wartosci funkcji w tych punktach oraz f(a) i f(b);

© pordéwnujemy je i wybieramy najmniejsza oraz najwieksza.
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Warto$¢ najmniejsza i najwieksza na [a, b]

Niech a < b beda skoriczone, a f bedzie ciagta na [a, b]. Twierdzenie
Weierstrassa zapewnia osigganie minimum i maksimum.

Jedli f jest réwniez rézniczkowalna na (a, b), to:
@ znajdujemy wszystkie x € (a, b), dla ktérych f'(x) = 0;
@ obliczamy wartosci funkcji w tych punktach oraz f(a) i f(b);
© pordéwnujemy je i wybieramy najmniejsza oraz najwieksza.

Jesli rézniczkowalno$é wewnatrz przedziatu nie jest zapewniona, trzeba
uwzgledni¢ takze punkty, w ktérych pochodna nie istnieje. Takie punkty
oraz miejsca zerowe pochodnej nazywamy punktami krytycznymi.

Punkt krytyczny jest kandydatem na ekstremum, ale nie musi nim by¢.
Jesli kandydatéw jest nieskonczenie wiele, trzeba przeanalizowaé caty ich
zbidr.
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Ekstrema globalne — przyktad wielomianu

Wyznaczyé minimum i maksimum funkgji
f(x) =2x>—3x>—12x +1 na[0,5/2].

Funkcja jest ciagta na tym przedziale i rézniczkowalna w jego
wnetrzu.

flix)=6(x—2)(x+1)=0 <= x=2lubx=-1.

Tylko 2 nalezy do (0,5/2). Poréwnujemy

33
f(0)=1, f(2) =-19, f(5/2) = —
Zatem
max f =1 wx =0, min f=-19 wx =2.
[0,5/2] [0,5/2]
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Ekstrema globalne — przyktad trygonometryczny

Niech f(x) = 2sinx + sin2x dla x € [0, 37/2].

3
f'(x) = 2cosx + 2cos2x = 4cos?Xcosg.

Zatem f'(x) = 0, gdy

2k +1
x:% lub x = (2k + 1), k e Z.

W przedziale (0,37/2) otrzymujemy tylko x = 7/3 i x = 7.

x |0 w/3 7w 3r/2
f(x)|0 3v3/2 0 -2

Stad maksimum wynosi 31/3/2 i jest osiagane w /3, a minimum wynosi
—2 i jest osiagane w 37 /2.
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Wzor Taylora z reszta Lagrange'a

Twierdzenie

Niech n > 0 bedzie catkowite, x # xg, a | — przedziatem zamknietym o
koicach xo i x. Zatézmy, ze f,f', ..., f(" s3 ciagte na 1, a £F("*1) istnieje
wewnatrz /. Na koncach / pochodne rozumiemy jednostronnie. Wtedy
istnieje ¢ Scisle miedzy xp a x takie, ze

= R (xg o (¢ i
100 =30 = o)+ o o)

Rn(x)

Pn(x)

A

Przyjmujemy f(© = f. Wielomian P, ma stopiefi co najwyzej n. Indeks
reszty R, = f — P, odpowiada temu samemu indeksowi n.
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Wzor Taylora z reszta Lagrange'a

Twierdzenie

Niech n > 0 bedzie catkowite, x # xg, a | — przedziatem zamknietym o
koicach xo i x. Zatézmy, ze f,f', ..., f(" s3 ciagte na 1, a £F("*1) istnieje
wewnatrz /. Na koncach / pochodne rozumiemy jednostronnie. Wtedy
istnieje ¢ Scisle miedzy xp a x takie, ze

7c(n+1)(c)
(n+1)!

Rn(x)

(x = XO)"Jrl :

Pn(x)

A

Przyjmujemy f(© = f. Wielomian P, ma stopiefi co najwyzej n. Indeks
reszty R, = f — P, odpowiada temu samemu indeksowi n.

Punkt c zalezy od x i n; nie wybieramy go dowolnie. Dla x = xu réwnos¢
jest oczywista, a reszta wynosi 0.
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Dowod wzoru Taylora

Ustalmy x # xo i wybierzmy

f(x) = Pa(x)

A =
(x — xo)™1

Woéwczas g(x) = 0 oraz

g(x0) = g'(x0) = ... = 8" (x0) = 0.

Twierdzenie Rolle'a daje punkt ¢; miedzy xp a x z g’(¢1) = 0. Jesli
n > 1, stosujemy je ponownie do g’ miedzy xp a ¢;. Kontynuujemy tak
dtugo, az po n+ 1 zastosowaniach otrzymamy

g"(c)=0

dla pewnego ¢ miedzy xp a x. Poniewaz P,(,"H) =0,
f(n+1)(c)
0=f"(c) - )IA, A= —
(6) = (n+1)1A T
Podstawienie tej wartosci A daje zadany wzér. O

W. Domitrz Rachunek rézniczkowy, cz. 2



Wzér Maclaurina

Jest to wzdr Taylora z xg = 0. Przy zatozeniach poprzedniego twierdzenia
dla x # 0 istnieje 6 € (0, 1) takie, ze

 F00) X)L
f(x)zg IR s TR

Punkt ¢ = 0x lezy miedzy 0 a x, réwniez gdy x < 0.

W przyjetym zapisie przypadek n = 0 wzoru Taylora jest twierdzeniem
Lagrange'a:

f(x) = f(xo) + f'(c)(x — x0)-
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Wzér Maclaurina

Jest to wzdr Taylora z xg = 0. Przy zatozeniach poprzedniego twierdzenia
dla x # 0 istnieje 6 € (0, 1) takie, ze

 FW(0 FD(0x) g
ACEDD k!( ) (n—l—(l)!)x e

k=0

Punkt ¢ = 0x lezy miedzy 0 a x, réwniez gdy x < 0.

W przyjetym zapisie przypadek n = 0 wzoru Taylora jest twierdzeniem
Lagrange'a:
f(x) = f(xo) + f'(c)(x — x0)-

Przyktad. Wyznaczy¢ wielomian stopnia co najwyzej 2 dla f(x) = 2%
wokot xg = 1:

2X=f(1)+f(1)(x—-1)+ f”2(1) (x = 1)% + Ry(x).
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Poniewaz f(K)(x) = 2%(In 2), otrzymujemy
2X =2 +42In2(x — 1)+ (In2)*(x — 1)* + Ry(x),
2¢(In2)3
Ry = 20 ape

gdzie c lezy miedzy 1 a x.
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Poniewaz f(K)(x) = 2%(In 2), otrzymujemy
2X =2 +42In2(x — 1)+ (In2)*(x — 1)* + Ry(x),

<(In 3
Ry(x) = %(X — 1)3,

gdzie c lezy miedzy 1 a x.

Wielomian i btad przyblizenia

Wielomianem Taylora jest P,, a reszta — doktadna réznica
R(x) = f(x) — Pa(x). Jesli |f("1)(t)| < M na odcinku miedzy xp a x, to

M
[f(x) = Pa(x)] < m|x

Zapis f(x) & P,(x) ma sens jako przyblizenie z kontrolowanym btedem.
Wymaga odpowiednich zatozen o pochodnych i oszacowania reszty.
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Wielomiany Maclaurina funkcji wyktadnicze;

Dla f(x) = e* kazda pochodna w 0 wynosi 1, zatem

Po(x) = k;‘) % € = Po(x) + Ru(x),

0x

o € n+1
Rn(X)—mX 5 0<9<1

Dla dowolnego rzeczywistego x:

emax(O,x n+1

||

|Rn(x)] < ECE
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Wielomiany Maclaurina funkcji wyktadnicze;

Dla f(x) = e* kazda pochodna w 0 wynosi 1, zatem

Po(x) = kzg % € = Po(x) + Ru(x),

0x

o € n+1
Rn(X)—mX 5 0<9<1

Dla dowolnego rzeczywistego x:

emax(O,x n+1

||

R, < — .
IRl < — 5
Na przyktad dla x = 1, korzystajac z e < 3, mamy

3 1 3 1

Dla ustalonego x oszacowanie dazy do zera przy n — oc.
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Przyblizenia funkcji e* wokét zera

Pi=1+x, Pa=1+x+%, Pi=1l+x+%+%.

Czerwony: e*; niebieski: Pi; zielony: Py; fioletowy: Pj3.
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Wielomiany Maclaurina sinusa

Katy mierzymy w radianach. Dla f(x) = sinx:
k k
f((x) = sin (x—i—;) , £ (0) = sin ;

Wartosci kolejnych pochodnych w 0 tworza cykl 0,1,0, —1. Znikaja wiec
wspotczynniki przy parzystych potegach x. Dla catkowitego m > 1:

P2m 1
J:O 2_] +1)!
Na przyktad
3 X3 X5
P1:X, P3:X—§, P5:X 3 —|—§

Poniewaz wspétczynnik przy x27 jest zerowy, Poy, = Poy_1. To pozwala
uzyska¢ doktadniejsze oszacowanie btedu.
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Btad przyblizenia sinusa

Zastosujmy wzér Taylora do Poyy = Pop—1. Wtedy
2m+1

sinx — Pap_1(x) = Ram(x) = @m+1)!

sin <9x + (2m+1)7r> ,

2

gdzie 0 < # < 1 dla x # 0. Poniewaz warto$¢ bezwzgledna sinusa
nie przekracza 1,

‘X|2m+1

i — P5_ < -
| sin x om—1(X)| < 2m 1)

Na przykfad |sin x — x| < |x|3/6. Oszacowanie obowiazuje dla
kazdego x € R.
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Przyblizenia sinusa wokét zera

~

Czerwony: sin x; niebieski: P;; zielony: Ps; fioletowy: Ps.
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Wielomiany Maclaurina cosinusa

Dla f(x) = cos x:
k k
f)(x) = cos (x + ;) , () (0) = cos %

Wartosci kolejnych pochodnych w 0 tworza cykl 1,0, —1,0.
Wspotczynniki przy nieparzystych potegach znikaja. Dla m > O:

m ;
Pom(x) = (~1 21 2 Pomi1 = Pom.
j=0

Stosujac wzér Taylora do Pp,41 i ograniczajac cosinus przez 1, dostajemy

|X|2m+2

_ = < ——.
[cosx — Pon(3)] = [Rami1 () < gy

W szczegblnosci P, = 1 — x?/2, a btad nie przekracza |x|*/24.
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Przyblizenia cosinusa wokét zera

2 6
Pr=1-%, Pi=Pit%, Po=Pi—3

720"

3

Czerwony: cos x; niebieski: Py; zielony: Py; fioletowy: Pg.
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Wielomiany Taylora logarytmu wokét 1

Dla f(x) =Inx, x >0, mamy f(1) = 0 oraz

1 1 2
f'(x) = X f(x) = L FO(x) = et F®(x) = — G

Ogodlnie, dla catkowitego k > 1,
FR(x) = (1) Mk —DIx7*,  FR@) = (1) k-1,
Stad wielomian stopnia n > 1 ma postaé

e b= 1
Pal) = (-1
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Rozwiniecie In(1 + x) i zakres zbieznosci

Zastepujac argument logarytmu przez 1 + x, dla x > —1 otrzymujemy

0 = YD R R0 = S ()

—~ n+1 \1+6x

P,(x)

Dla x # 0 istnieje odpowiednie 6 € (0,1), zalezne od x i n. Dla x =0
reszta wynosi 0.
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Rozwiniecie In(1 + x) i zakres zbieznosci

Zastepujac argument logarytmu przez 1 + x, dla x > —1 otrzymujemy

0 = YD R R0 = S ()

—~ n+1 \1+6x

P,(x)

Dla x # 0 istnieje odpowiednie 6 € (0,1), zalezne od x i n. Dla x =0
reszta wynosi 0.

Dla |x| < 1, po zrézniczkowaniu réznicy In(1 + x) — Pp(x), mamy

(~1)"x"

/ —

Twierdzenie Lagrange'a na odcinku od 0 do x daje

|R.(x)| < |x|"*1/(1 — |x|) = 0. Dla x = 1 bezposrednio z reszty Taylora:
|Ra(1)] < 1/(n+1) = 0.

Zatem R,(x) — 0 dokfadnie dla —1 < x < 1. Dla x > 1 wyrazy x/k nie

daza do zera. Skoriczony wzér Taylora nadal obowiazuje, ale nie daje
zbieznego szeregu.

W. Domitrz Rachunek rézniczkowy, cz. 2



Przyblizenia In(1 + x) wokdt zera

2 2 3
Pr=x, Po=x-%, Pi=x-%+7%, x> -1
1.0
05 . —
7
-1.0 05 05 1.0
// -0.5
/
//
/‘/

Czerwony: In(l +X); niebieski: Pj; zielony: P,; fioletowy: P3.
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Przyblizenie cos 5° z btedem mniejszym niz 10°

Najpierw przeliczamy kat na radiany: t = 57/180 = 7 /36. Poniewaz dla
cosinusa Ps = P4, mamy
2t t6 10
t=1——+ — + Ry(t Rs(t)| < =— 14-107.
cos 5 T og TRs(8),  [Rs(t)] < 55 < 6,14-10

Zatem

7T2 4

0
2~362+24~364

Py(r/36) = 1 — ~ 0,9961946987.

Po zaokragleniu do szesSciu miejsc po przecinku:

\cos 5° ~ 0,996195.

Btad zaokraglenia nie przekracza 5-1077. taczny btad jest wiec mniejszy
niz 107°.
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Przyblizenie sin 49° — wybér srodka rozwiniecia

Chcemy uzyska¢ btad mniejszy niz 107°. Wybieramy érodek
a = 45° = 7v/4, poniewaz znamy dokfadne wartosci sinusa i cosinusa tego
kata.
491 m
X =—:, =x—a=—.
180 45
Pochodne sinusa w a maja kolejno wartosci

V2/2,7/2/2,—/2/2,—+/2/2, . ... Wzér Taylora daje zatem

2 o R
Sin(a+h):{<1+h—2—6+24>+R4,

LR

|Ra| < i

Maty przyrost h = /45 pozwala uzyskaé dokfadne przyblizenie przy
uzyciu niewielu wyrazéw.
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Przyblizenie sin 49° — rachunek i kontrola btedu

Dla h = r/45:
|R|<7T75<139 1078
1 =120.455 T '
Obliczamy
2 2 3 4
P, = £ L xF__™ 7 n ™
2 45 2.452 6453 ' 24 .45

~ 0,7547095706.

Po zaokragleniu otrzymujemy

\sin 49° ~ 0,754710.

tacznie btad reszty i zaokraglenia jest mniejszy niz

1,39-1078 +5.1077 < 107°. Wyraz szeécienny ma znak ujemny,

zgodnie z FO) (7 /4) = —\/2/2.
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Test pierwszej niezerowej pochodnej

Niech n > 1 bedzie catkowite, a f niech ma pochodne do rzedu n w
otoczeniu xo. Zatézmy, ze (") jest ciagta w xo oraz

fO(x)=0 (k=1,...,n—1), M (x) #0.

Dla n =1 lista zerujacych sie pochodnych jest pusta.
@ Jesli n jest nieparzyste, w xg nie ma ekstremum.

@ Jedli n jest parzyste i f(")(xp) > 0, w xg jest minimum lokalne
wtasciwe.

o Jesli n jest parzyste i f(")(xp) < 0, w xo jest maksimum lokalne
wtasciwe.
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Test pierwszej niezerowej pochodnej

Niech n > 1 bedzie catkowite, a f niech ma pochodne do rzedu n w
otoczeniu xg. Zatézmy, ze f(") jest ciagta w xg oraz

fO(x)=0 (k=1,...,n—1), M (x) #0.

Dla n =1 lista zerujacych sie pochodnych jest pusta.
@ Jesli n jest nieparzyste, w xg nie ma ekstremum.

@ Jedli n jest parzyste i f(")(xp) > 0, w xp jest minimum lokalne
wiasciwe.

@ Jedli n jest parzyste i f(")(xp) < 0, w xg jest maksimum lokalne
wiasciwe.

Dowéd. Ze wzoru Taylora dla P,_1:

f()(c)

) = Fo) = —

(x —x0)",

gdzie c lezy miedzy xg a x. Dalsze rozumowanie dotyczy znaku tego
iloczynu.
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Dokonczenie dowodu. Dla x dostatecznie bliskiego xg ciggtosé
zapewnia, ze f(")(c) ma ten sam znak co f(")(xo). Przy parzystym n
czynnik (x — xg)" jest dodatni po obu stronach xg; przy nieparzystym n
zmienia znak. To daje wszystkie wnioski. 0
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Dokonczenie dowodu. Dla x dostatecznie bliskiego xg ciggtosé
zapewnia, ze f(")(c) ma ten sam znak co f(")(xo). Przy parzystym n
czynnik (x — xg)" jest dodatni po obu stronach xg; przy nieparzystym n
zmienia znak. To daje wszystkie wnioski. 0

Przyktad 1. Dla f(x) = x?(x — 1)
f'(x) = 2x(x — 1)(2x — 1), f(x) = 12x* — 12x + 2.
Punkty stacjonarne to 0, 1/2 i 1. Poniewaz
f7(0)=f"(1)=2>0, f"(1/2) = -1<0,

funkcja ma minima lokalne wtasciwe w 0 i 1, o wartosci 0, oraz
maksimum lokalne wtasciwe w 1/2, o wartosci 1/16.
Minima s3 réwniez globalne, bo x?(x — 1)2 > 0 dla kazdego x.
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Przyktad: pierwsza niezerowa pochodna rzedu czwartego

Niech f(x) = €* 4+ e~ + 2cos x. Badamy punkt xg = 0.
f'(x) =e"—e *—2sinx, f(0)=

f'(x) =€ +e *—2cosx, f"(0)

fO(x) = e —e > +2sinx, fO(0)=

f®(x) = e +e*4+2cosx, FH(0)=

)

)

0
0,
0
4.

Pierwsza niezerowa pochodna ma parzysty rzad i dodatnig warto$¢.
Zatem f(0) = 4 jest minimum lokalnym wtaciwym.

Sama réwno$¢ f”/(0) = 0 nie rozstrzyga o ekstremum. W tym przykfadzie
potrzebne s3 dalsze pochodne.
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Wypuktos¢ i wklestos¢ na przedziale

Definicja dla funkcji rézniczkowalnej

Niech f bedzie rézniczkowalna na otwartym przedziale /. Funkcja jest
wypukta na I, jesli dla wszystkich xg, x € /

f(x) > f(x) + ' (x0)(x — x0).

Jej wykres lezy wiec nad kazda styczna lub na niej. Funkcja jest wklesta,
jesli dla wszystkich xg, x € /

f(x) < f(xo) + F'(x0)(x — x0)-

Wtedy wykres lezy pod kazda styczna lub na niej.

.

Jesli nieréwnosci s Sciste dla x # xg, méwimy odpowiednio o Scisfej
wypuktosci i scistej wklestosci.

Funkcja liniowa jest jednoczesnie wypukta i wklesta, lecz nie jest Scisle
wypukta ani Sciéle wklesta.
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Wykres wzgledem stycznych

20

wypukta

Dla x3: po lewej stronie zera wykres jest wklesty, po prawej — wypukty.
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Punkt przegiecia — przyjeta konwencja

Punkt (xo, f(x0)) nazywamy punktem przegiecia, jesli f jest ciagta w xg i
w jednostronnych sasiedztwach tego punktu zmienia Scista wypukto$¢ na
Scistag wklestos¢ lub odwrotnie. W samym punkcie nie wymagamy
istnienia pochodnej ani stycznej.

‘wklgsta

punkt przegiecia
-15 -1.0 -05 05 10 15

wypukia

Spotyka sie tez definicje wymagajaca stycznej. W tym wezszym ujeciu naroza wykresu
nie s3 punktami przegiecia.
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Znak drugiej pochodnej a ksztatt wykresu

Niech f ma druga pochodng na otwartym przedziale /.
o Jedli f”(x) > 0 dla kazdego x € I, to f jest Sciéle wypukta na /.

o Jedli f”(x) < 0 dla kazdego x € I, to f jest $cisle wklesta na /.
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Znak drugiej pochodnej a ksztatt wykresu

Niech f ma druga pochodng na otwartym przedziale /.
o Jedli f”(x) > 0 dla kazdego x € I, to f jest Sciéle wypukta na /.

o Jedli f”(x) < 0 dla kazdego x € I, to f jest $cisle wklesta na /.

Dowéd. Dla dowolnych réznych xq, x € | wzér Taylora daje

F(c)
2

F(x) = f(x0) = F'(x0)(x — x0) = (x = x0)?,

gdzie ¢ lezy miedzy xp a x. Poniewaz (x — x9)? > 0, réznica ma znak
' (c). O

Warunki £ > 0i "/ < 0 daja odpowiednio wypukto$¢ i wklestosé bez
gwarangji ich Scistosci.
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Przyktady wypuktosci i wklestosci

1. Dla f(x) = x> mamy f”(x) = 6x. Funkcja jest $ciéle wklesta na
(—00,0) i Scisle wypukta na (0, +00). Punkt (0,0) jest punktem
przegiecia.

2. Dla f(x) = 2%

f'(x) =2*(In2)> >0  (x €R).
Funkcja jest Scisle wypukta na catej proste;j.
3. Dla f(x) =Inx:

F(x) = —é <0 (x>0)

Funkcja jest $cisle wklesta na (0, 400).
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Warunek wystarczajacy punktu przegiecia

Niech f bedzie okre$lona w otoczeniu xp i ciagta w xg, a f”/ niech istnieje
w S(xo, r). Jesli dla pewnego 0 < § < r:

f"(x) >0 dla kazdego x € (xo — d, x0),
f"(x) <0 dla kazdego x € (xo, X0 + 6),

lub zachodza nieréwnosci przeciwne, to (xo, f(xo)) jest punktem
przegiecia w przyjetej definicji.
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Warunek wystarczajacy punktu przegiecia

Niech f bedzie okre$lona w otoczeniu xp i ciagta w xg, a f”/ niech istnieje
w S(xo, r). Jesli dla pewnego 0 < § < r:

f"(x) >0 dla kazdego x € (xo — d, x0),
f"(x) <0 dla kazdego x € (xo, X0 + 6),

lub zachodza nieréwnosci przeciwne, to (xo, f(xo)) jest punktem
przegiecia w przyjetej definicji.

Przyktad. Dla f(x) = sinx mamy f”(x) = —sinx. Na (—m,0) druga
pochodna jest dodatnia, a na (0, 7) ujemna. Poniewaz sinus jest ciagty w
0, punkt (0,0) jest punktem przegiecia. Twierdzenie dotyczy znaku w
sgsiedztwie punktu, nie na catej potproste;.
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Zmiana wypuktoséci w narozu: f(x) = | In x|

Dziedzing jest (0, +00). Dla x # 1:

[0<x<1 x>1

f(x) —Inx In x
f'(x) -1/x 1/x
f(x) 1/x2 —1/x?

Funkcja jest ciagta w 1, cisle wypukta na (0,1) i $ciéle wklesta na
(1,+00). Zatem (1,0) jest punktem zmiany wypuktosci.

Jednoczednie /(1) = —1i f{(1) = 1, wiec wykres ma naroze i nie ma
tam jednej stycznej. Punkt ten jest punktem przegiecia wedtug przyjetego
kryterium zmiany wypuktosci, lecz nie wedtug definicji wymagajacej
stycznej. Jest takze miejscem minimum globalnego.
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Warunek konieczny punktu przegiecia

Jedli f" istnieje w otoczeniu Xo, jest ciagta w xg, a (xo, f(xo)) jest
punktem przegiecia, to f”(xp) = 0.

Dowdd. Gdyby f”(xp) > 0, to z ciggtosci wynikatoby ”/(x) > 0 w
pewnym catym otoczeniu xg. Funkcja bytaby tam $cisle wypukta, wiec nie
zmieniataby wypukitosci w xg. Dla "(xp) < 0 rozumujemy analogicznie.[]
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Warunek konieczny punktu przegiecia

Jedli f" istnieje w otoczeniu Xo, jest ciagta w xg, a (xo, f(xo)) jest
punktem przegiecia, to f”(xp) = 0.

Dowdd. Gdyby f”(xp) > 0, to z ciggtosci wynikatoby ”/(x) > 0 w
pewnym catym otoczeniu xg. Funkcja bytaby tam $cisle wypukta, wiec nie
zmieniataby wypukitosci w xg. Dla "(xp) < 0 rozumujemy analogicznie.[]

Warunek f”(xp) = 0 nie wystarcza: dla f(x) = x* mamy f”(0) =0, ale
po obu stronach zera funkcja jest wypukta, wiec (0,0) nie jest punktem
przegiecia.

Punkty, w ktérych f” nie istnieje, trzeba zbadaé osobno; twierdzenie nie
obejmuje tych przypadkéw.
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Przyktad bez punktow przegiecia

Dla funkgji
2x —2x
f(x) = cosh2x = %

mamy
f/(x) = 2(e* + e ) = 4cosh2x >0

dla kazdego x € R. Funkcja jest zatem $cisle wypukta na catej
prostej i nie ma punktéw przegiecia.
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Plan badania funkgji

© Wyznaczy¢ dziedzine i jej sktadowe przedziatowe.

©

Sprawdzi¢ symetrie, okresowos$¢, miejsca zerowe i znaki funkgcji.

© Obliczy¢ granice na brzegach dziedziny, takze jednostronne i w
nieskonczonosci.

© Wyznaczy¢ asymptoty, okreslajac kierunek ich wystepowania.

© Zbadaé znak f’ na przedziatach; sprawdzi¢ ekstrema, punkty
nierézniczkowalnosci i nalezace do dziedziny konce przedziatow.

Q Zbadad znak f”, wypuktosé, wklesto$¢ i rzeczywista zmiane
wypuktosci.

@ Naszkicowaé wykres zgodny ze wszystkimi ustaleniami i wskazaé
zbiér wartosci.

Zmiana znaku pochodnej po przeciwnych stronach luki w dziedzinie nie
daje ekstremum ani punktu przegiecia w tej luce.
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Badanie funkcji f(x) = xe!/: granice i asymptoty

Dziedzing jest D = R\ {0}. Funkcja ma znak x i nie ma miejsc zerowych.

xllrpoo f(X) =% thoo f(X) = +0oo.

Przy x — 0% podstawiamy t = 1/x — +o0:
t
lim xe'/* = lim — = 400, lim xe'/* = 0.

x—0* t—+oo t x—0~

Prosta x = 0 jest asymptota pionowa tylko prawostronna.
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Badanie funkcji f(x) = xe!/: granice i asymptoty

Dziedzing jest D = R\ {0}. Funkcja ma znak x i nie ma miejsc zerowych.

lim f(x)=—o0, lim f(x) = +oo.

X—>—00 X—+o0

Przy x — 0% podstawiamy t = 1/x — +o0:

t
lim xe'/* = lim — = 400, lim xe'/* = 0.
x—0+ t—+oo t x—0-
Prosta x = 0 jest asymptota pionowa tylko prawostronna. W obu
kierunkach nieskonczonosci
f e'—1
lim ﬁ:1, lim [f(x) —x] = lim

x—+too X x—+oo u—0* u

=1

Zatem y = x + 1 jest asymptota uko$ng obustronna.
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Badanie funkgji f(x) = xe'/*: pochodne

-1 e
£ — l/xX £ —
(= =]

Poniewaz e!/* > 0:
@ >0 na(—o00,0) oraz (1,+00) — funkcja rosnie;
o f’ < 0na(0,1) — funkcja maleje;

@ (1) =0, a f(1) = e jest minimum lokalnym wtasciwym i minimum
globalnym na (0, +c0);

o f” <0 na (—o0,0) — funkcja jest $cisle wklesta;
@ f” >0 na (0,+00) — funkcja jest $ciSle wypukta.

Nie ma punktéw przegiecia: 0 nie nalezy do dziedziny. Zbiér wartosci to
(—00,0) U [e, +00). Na catej dziedzinie nie ma minimum ani maksimum
globalnego.
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1/x

Tabela przebiegu zmiennosci xe

#x)= xe* D= R~{o}
X [-o0 0 1 + 00
16 + Xl — |0 +
£'60 - X[ + |[e|l +
§()|=ee 7 O[X [roN\s [ | A *e°

Znak x oznacza punkt spoza dziedziny. Warto$¢ 0 przy x — 0~ jest
granica, a nie wartoscia funkcji w zerze.
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Asymptoty i minimum funkcji xe'/*

-5

-10

Asymptoty: x = 0 prawostronna, y = x + 1 obustronna; minimum: (1, e). Znacznik w
(0, 0) wskazuje tylko granice lewostronng; 0 ¢ D.
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Wykres funkgji f(x) = xe'/*

-5

-10

Wykres skfada si¢ z dwéch roztacznych gatezi. Punkt (0,0) nie nalezy do wykresu;
oznacza granice lewej gatezi.
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X

Badanie funkcji f(x) = xe

Dziedzing jest R, a jedynym miejscem zerowym — 0. Funkcja jest ciaggta,
wiec nie ma asymptot pionowych.

lim xe* =0, lim xe&* = 4o0.
X—>—00 X——+00

Prosta y = 0 jest asymptota pozioma lewostronna. Przy x — 400 nie ma
asymptoty ukosnej ani poziomej, poniewaz f(x)/x = e — +o0.
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X

Badanie funkcji f(x) = xe

Dziedzing jest R, a jedynym miejscem zerowym — 0. Funkcja jest ciaggta,
wiec nie ma asymptot pionowych.

lim xe* =0, lim xe&* = 4o0.
X—>—00 X——+00

Prosta y = 0 jest asymptota pozioma lewostronna. Przy x — 400 nie ma
asymptoty ukosnej ani poziomej, poniewaz f(x)/x = e — +o0.

f'(x) = e(x +1).

Funkcja maleje na (—oo, —1) i roénie na (—1,+00). W punkcie —1 ma
minimum globalne wtasciwe:

f(-1) = —e L.

Zbiér wartoéci to [—e~1, +-00); maksimum nie istnieje.
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Wypuktos¢ i punkt przegiecia funkcji xe*

f"(x) = e*(x +2).
Poniewaz czynnik €* jest dodatni:
e dla x < —2 mamy f”(x) < 0, wiec funkcja jest Scile wklesta;
e dla x > —2 mamy f”(x) > 0, wiec funkcja jest $cisle wypukta.
W punkcie —2 druga pochodna zmienia znak, a funkcja jest ciagta.
Zatem punktem przegiecia jest

(=2,f(=2)) = (-2, —2e72).

Punkt przegiecia i punkt minimum (—1, —e™1) sa rézne: o
monotonicznosci decyduje f’, a o wypuktosci — .
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X

Wykres funkgji f(x) = xe
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x|

Badanie funkcji f(x) = xe™

Funkcja jest nieparzysta, ciagta na R i ma jedyne miejsce zerowe 0.

F(x) = xe*, x <0,
xe ™, x>0.

Obie granice w 00 wynosza 0, wiec y = 0 jest asymptota pozioma
obustronng. Asymptot pionowych nie ma.

flix)=e X1 —|x]) (xeR), f(0)=1.

Wartoé¢ w 0 wynika z f(h)/h = e~ !"l — 1. Funkcja maleje na (—oc, —1)
i (1,400), a rosnie na (—1,1).

minf = f(=1) = —e 1, maxf = f(1) = e %

Zbiér wartosci to [—e~1, e71].
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x|

Wypuktos¢ i wykres funkcji xe™

" 8 2), 0,
£(x) = ei(x—i— ) x <

e *(x—2), x>0.
Funkcja jest wypukta na (—2,0) i (2,4+00), a wklesta na (—o0, —2) i (0, 2).
Punkty przegiecia: (—2, —2e7?), (0,0), (2,2e7%). W zerze f' istnieje, ale f”
nie istnieje.
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Badanie funkcji sin* x 4 cos* x

Funkcja jest parzysta, ciggta na R i
f(x) =1—Lsin®2x = 2 + Lcos4x.

Jej okres podstawowy wynosi T = 7/2, a zbidr wartosci to [1/2,1]. Nie
ma miejsc zerowych ani asymptot: jest ograniczona, nie stata i okresowa.

f'(x) = —sin4x.

Na jednym okresie [0, 7/2] funkcja maleje na (0,7/4) i roénie na
(w/4,7/2). W catej dziedzinie, dla k € Z:

f(kw/2) =1 - maksima globalne,

f(m/4+ kr/2) =1 — minima globalne.

Konce wybranego okresu nie sg konicami dziedziny funkgji.
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Wypuktosé i wykres funkcji sin* x + cos* x

f"(x) = —4 cos 4x.

W okresie (0, 7/2) funkcja jest wypukta na (7/8,37/8), a wklesta na (0,7/8) i
(37/8,7/2). Punkty przegiecia w catej dziedzinie to (7r/8 + km /4, 3/4), k € Z.

15-

-05
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Badanie funkcji f(x) = In(e2x?)/|x]

Dziedzing jest R\ {0}, a funkcja jest parzysta. Dla t = |x| > 0 mozemy
zapisaé
242Int

) =st), gl =220t
Miejsca zerowe to x = e~ 1. Funkcja jest ujemna dla 0 < |x| < e~ !
dodatnia dla |x| > e~ 1.

lim f = lim f =— li f =0.
A5 fd =g 9= Aip, PO

Zatem x = 0 jest asymptota pionowa obustronng, a y = 0 — pozioma
obustronna.

2Int
S

2(2Int —1)
) g"(t) = B

, t>0.

g'(t) =

Te wzory dotycza dodatniego argumentu t; na ujemnej pétosi uzywamy
symetrii.
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Ekstrema i wypukto$¢ funkcji In(e’x?)/|x|

Znak g'(t) = —2In t/t? daje wzrost g na (0,1) i spadek na (1, +oc). Dla
petnej funkcji parzystej f otrzymujemy:

@ wzrost na (—oo,—1) i (0,1);
@ spadek na (—1,0) i (1, +00);
@ maksima globalne f(—1) = f(1) = 2; minimum nie istnieje.

Zbiér wartosci to (—o0, 2).
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Ekstrema i wypukto$¢ funkcji In(e’x?)/|x|

Znak g'(t) = —2In t/t? daje wzrost g na (0,1) i spadek na (1, +oc). Dla
petnej funkcji parzystej f otrzymujemy:

@ wzrost na (—oo, —1) i (0, 1);

@ spadek na (—1,0) i (1,400);

@ maksima globalne f(—1) = f(1) = 2; minimum nie istnieje.
Zbiér wartosci to (—o0, 2).
Poniewaz g”(t) = 2(2Int — 1)/t3, funkcja f jest:

© wklesta na (—/e,0) i (0,+/e);

@ wypukta na (—oo, —/e) i (v/e, +0).

Punkty przegiecia to (—/e,3/+/e) oraz (v/e,3/+/e). Punkt 0 nie nalezy
do dziedziny.
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Wykres funkcji f(x) = In(e’x?)/|x|




Funkcja f(x) = arcsin(2x/(1 + x?))

Poniewaz 2|x| < 1+ x2, argument funkcji arcsin nalezy do [—1,1].
Dziedzing jest wiec R. Funkcja jest ciggta i nieparzysta, a jej jedyne
miejsce zerowe to 0. Obie granice w +00 wynosza 0: prosta y = 0 jest
asymptota pozioma obustronng. Asymptot pionowych nie ma.
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Funkcja f(x) = arcsin(2x/(1 + x?))

Poniewaz 2|x| < 1+ x2, argument funkcji arcsin nalezy do [—1,1].
Dziedzing jest wiec R. Funkcja jest ciggta i nieparzysta, a jej jedyne
miejsce zerowe to 0. Obie granice w +00 wynosza 0: prosta y = 0 jest
asymptota pozioma obustronng. Asymptot pionowych nie ma.

Tozsamoé¢ sin(2arctg x) = 2x/(1 + x?) i zakres wartoci arcsin, réwny
[-7/2,7/2], daja

—m —2arctgx, x < —1,
f(x) = ¢ 2arctg x, -1<x<1,
T — 2arctg x, x> 1.

Ta posta¢ pozwala poprawnie rozpatrzy¢ naroza w x = +1.
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Pochodne i ekstrema funkcji z arcus sinusem

Pochodna argumentu wynosi

( 2x )I:2(1—|—X2)—4x2 2(1 - x?)

1+ x2 1+x22  ~ 1+x)2

Dla x # 41, po uwzglednieniu /(1 — x2)2 = |1 — x?|:

oy J2/(14x%), x| <1,
A {—2/(1 X, x| > 1.

Funkcja maleje na (—oo, —1) i (1, +00), a roénie na (—1,1). Jej
ekstrema globalne to

f(-1)=—-=n/2, (1) =mx/2.

Pochodne jednostronne w —1 wynoszg odpowiednio —1i1l, awl—-1i
—1. Pochodne dwustronne w tych punktach nie istniejg. Zbiér wartosci to

[-7/2,7/2].
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Wykres i zmiany wypuktosci funkcji z arcus sinusem

" —4x/(1+x*)%, |x| <1,
f7(x) = 272
4x /(1 + x*)?, [x] > 1.
Wypuktosé: (—1,0) i (1,400); wklestosé: (—oo, —1) i (0,1). Punkty zmiany
wypuktosci: (=1, —7/2), (0,0), (1, 7/2). Punkty przy x = £1 s3 narozami;
(0,0) ma styczna.
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Sinus hiperboliczny

X _ a—X
f(x) = sinhx = shx = % D=R.
Funkcja jest nieparzysta, ma miejsce zerowe 0 i
lim f(x)=—o0, lim f(x) = +oo.

X—>—00 X—+o0

Nie ma asymptot pionowych ani poziomych. Nie ma tez ukoénych, gdyz
limy 400 F(x)/x = 400.

f'(x) = coshx > 0, " (x) = sinh x.

Jest Scisle rosnaca na R i nie ma ekstreméw. Jest wklesta na (—o0, 0),
wypukta na (0,400) i ma punkt przegiecia (0,0). Jej zbiorem wartosci
jest R.
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Wykres funkgji f(x) = sinh x

W. Domitrz Rachunek rézniczkowy, cz. 2



Cosinus hiperboliczny

X —X
f(x):coshx:chx:%7 D=R.
Funkcja jest parzysta i dodatnia. W obu kierunkach nieskonczonosci dazy
do +o0, a
f
lim ﬁ = —00, lim ﬁ = +4o00.
X——00 X Xx—+oo X

Nie ma asymptot pionowych, poziomych ani uko$nych.
f'(x) = sinh x, f""(x) = coshx > 0.
Funkcja maleje na (—o0,0) i rosnie na (0, +00), wiec f(0) =1 jest

minimum globalnym witasciwym. Jest écisle wypukta na catej prostej, bez
punktéw przegiecia. Jej zbiorem wartosci jest [1, +00).
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Wykres funkgji f(x) = cosh x
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Tangens hiperboliczny

sinh x e —e™*
f(x) =tghx =tghx =thx = = D=R.
(x) = tghx = tghx X= oshx eX +ex’

Funkcja jest nieparzysta i ma jedyne miejsce zerowe O.

Xﬂrpoo f(x)=-1, x~|l>Too f(x)=1.
Asymptoty poziome to y = —1 z lewej strony i y = 1 z prawej.
1 2sinh x
fl(x) = ——— >0, f'(x) = — .
() cosh? x () cosh® x

Funkcja jest cisle rosnaca, bez ekstreméw; jej zbidr wartosci to (—1,1).
Jest wypukta na (—o0,0), wklesta na (0, +00) i ma punkt przegiecia
(0,0).
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Wykres funkgji f(x) = tgh x
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Cotangens hiperboliczny

cosh x
f(x) = ctghx = ctghx = cthx = D =R\ {0}.
(x) = ctghx = ctghx = cthx = o1 \ {0}
Funkcja jest nieparzysta. Granice wynosza
lim f(x)=— lim f(x)=
X‘I{Q— (X) 0 xlﬁn(-J]‘*' (X) +OO,
x—llr—noo f(X) - _1’ x—|I>Too f(X) =1
Asymptoty: x = 0 obustronna pionowa, y = —1 pozioma lewostronna i
y = 1 pozioma prawostronna.
1 2 cosh x
f'(x)=——5—<0 f"(x) = —=—.
() sinh? x ’ () sinh® x

Funkcja maleje na kazdym z przedziatéw (—o0,0) i (0, +00), ale nie jest
malejaca na catej roztacznej dziedzinie. Jest wklesta dla x < 0 i wypukta
dla x > 0. Nie ma ekstreméw ani punktéw przegiecia, poniewaz 0 ¢ D.
Zbiér wartosci: (—oo, —1) U (1, +00).
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Wykres funkgji f(x) = ctgh x
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Funkcja ciaggfa i nigdzie nier6zniczkowalna

Klasyczny przyktad Weierstrassa:

oo

W(x) = Z a" cos(b"7x).

n=0

Zaktadamy 0 < a< 1, b € {1,3,5,...} oraz ab > 1 4 37 /2. Szereg jest
zbiezny jednostajnie, gdyz |a" cos(b"mx)| < a". Stad wynika ciagtos¢. Brak
pochodnej w kazdym punkcie jest trescig odrebnego twierdzenia Weierstrassa, a
nie wnioskiem z samego rysunku.

llustracja funkcji z rodziny Weierstrassa: Eeyore22, praca wtasna, domena publiczna, Wikimedia Commons.
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https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=5075959

