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Fukcja pierwotna

Niech dana bedzie funkcja f : I = R, | C R, gdzie / jest
przedziatem.
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Fukcja pierwotna

Niech dana bedzie funkcja f : I = R, | C R, gdzie / jest
przedziatem.

Funkcje F nazywamy funkcja pierwotna funkcji f na przedziale /,
jesli

Vxel F(x)=f(x)
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Fukcja pierwotna

Niech dana bedzie funkcja f : I = R, | C R, gdzie / jest
przedziatem.

Funkcje F nazywamy funkcja pierwotna funkcji f na przedziale /,
jesli

Vxel F(x)=f(x)

Jesli | jest przedziatem jednostronnie lub obustronnie domknietym,
to pochodna F’(x) rozumiemy jako odpowiednia pochodna

jednostronna.
@ F(x) = x?, F(x) = x?+1 sa funkcjami pierwotnymi funkcji
f(x) =2x na R = (—o0, +00),
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Fukcja pierwotna

Niech dana bedzie funkcja f : I = R, | C R, gdzie / jest
przedziatem.

Funkcje F nazywamy funkcja pierwotna funkcji f na przedziale /,
jesli

Vxel F(x)=f(x)

Jesli | jest przedziatem jednostronnie lub obustronnie domknietym,

to pochodna F’(x) rozumiemy jako odpowiednia pochodna
jednostronna.

Q F(x) =x?, F(x)= x?+1 sa funkcjami pierwotnymi funkgji
f(x) =2x na R = (—o0,+00), bo (x2)/ = (x2+ 1)’ — 2x.
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Fukcja pierwotna

Niech dana bedzie funkcja f : I = R, | C R, gdzie / jest
przedziatem.

Funkcje F nazywamy funkcja pierwotna funkcji f na przedziale /,
jesli

Vxel F(x)=f(x)

Jesli | jest przedziatem jednostronnie lub obustronnie domknietym,

to pochodna F’(x) rozumiemy jako odpowiednia pochodna
jednostronna.

@ F(x) = x?, F(x) = x?+1 sa funkcjami pierwotnymi funkcji
f(x) =2x na R = (—o0, +00), bo (x2)/ =(x*+ 1)/ = 2x.

@ F(x) = 25, F(x) = 25 + /3 sa funkcjami pierwotnymi
funkgcji f(x) = 2% na R,
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Fukcja pierwotna

Niech dana bedzie funkcja f : I = R, | C R, gdzie / jest
przedziatem.

Funkcje F nazywamy funkcja pierwotna funkcji f na przedziale /,
jesli

Vxel F(x)=f(x)

Jesli | jest przedziatem jednostronnie lub obustronnie domknietym,

to pochodna F’(x) rozumiemy jako odpowiednia pochodna
jednostronna.

@ F(x) = x?, F(x) = x?+1 sa funkcjami pierwotnymi funkcji
f(x) =2x na R = (—o0,+00), bo (x2)/ = (x2+ 1)’ — 2x.

Q F(x)= I2X2, F(x) = |§X2 + /3 sa funkcjami pierwotnymi
funkgji f(x) =2* na R, bo (W) (|n2—|—\f) = 2.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz)
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Przyktady

@ Znalez¢ funkcje pierwotna funkcji f(x) =0 dla x € R.
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Przyktady

@ Znalez¢ funkcje pierwotna funkcji f(x) =0 dla x € R.
Odpowiedz: F(x) =0,
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Przyktady

@ Znalez¢ funkcje pierwotna funkcji f(x) =0 dla x € R.
Odpowiedz: F(x) =0, F(x) =1,
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Przyktady

@ Znalez¢ funkcje pierwotna funkcji f(x) =0 dla x € R.
Odpowiedz: F(x) =0, F(x) =1, F(x) = m3e~!
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Przyktady

@ Znalez¢ funkcje pierwotna funkcji f(x) =0 dla x € R.
Odpowiedz: F(x) =0, F(x) =1, F(x) = m3e~! czyli
F(x) = C, gdzie C dowolna stata rzeczywista, jest funkcja
pierwotna funkgji f(x),
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Przyktady

@ Znalez¢ funkcje pierwotna funkcji f(x) =0 dla x € R.
Odpowiedz: F(x) =0, F(x) =1, F(x) = m3e~! czyli
F(x) = C, gdzie C dowolna stata rzeczywista, jest funkcja
pierwotna funkcji f(x), bo (C)' =0

@ Znalez¢ funkcje pierwotna funkcji f(x) =2 dla x € R.
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Przyktady

@ Znalez¢ funkcje pierwotna funkcji f(x) =0 dla x € R.
Odpowiedz: F(x) =0, F(x) =1, F(x) = m3e~! czyli
F(x) = C, gdzie C dowolna stata rzeczywista, jest funkcja
pierwotna funkcji f(x), bo (C)' =0

@ Znalez¢ funkcje pierwotna funkcji f(x) =2 dla x € R.
Odpowiedz: F(x) = 2x,
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Przyktady

@ Znalez¢ funkcje pierwotna funkcji f(x) =0 dla x € R.
Odpowiedz: F(x) =0, F(x) =1, F(x) = m3e~! czyli
F(x) = C, gdzie C dowolna stata rzeczywista, jest funkcja
pierwotna funkcji f(x), bo (C)' =0

@ Znalez¢ funkcje pierwotna funkcji f(x) =2 dla x € R.
Odpowiedz: F(x) = 2x, F(x) = 2x + 72
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Przyktady

@ Znalez¢ funkcje pierwotna funkcji f(x) =0 dla x € R.
Odpowiedz: F(x) =0, F(x) =1, F(x) = m3e~! czyli
F(x) = C, gdzie C dowolna stata rzeczywista, jest funkcja
pierwotna funkcji f(x), bo (C)' =0

@ Znalez¢ funkcje pierwotna funkcji f(x) =2 dla x € R.
Odpowiedz: F(x) = 2x, F(x) = 2x + 72 czyli F(x) =2x + C,
gdzie C dowolna stata rzeczywista, jest funkcja pierwotna
funkcji f(x),
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Przyktady

@ Znalez¢ funkcje pierwotna funkcji f(x) =0 dla x € R.
Odpowiedz: F(x) =0, F(x) =1, F(x) = m3e~! czyli
F(x) = C, gdzie C dowolna stata rzeczywista, jest funkcja
pierwotna funkcji f(x), bo (C)' =0

@ Znalez¢ funkcje pierwotna funkcji f(x) =2 dla x € R.
Odpowiedz: F(x) = 2x, F(x) = 2x + 72 czyli F(x) =2x + C,
gdzie C dowolna stata rzeczywista, jest funkcja pierwotna
funkeji f(x), bo (2x + C)' =2

© Znalez¢ funkcje pierwotna funkcji f(x) =

x€(=5:3)-

dla

cos? x
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Przyktady

@ Znalez¢ funkcje pierwotna funkcji f(x) =0 dla x € R.
Odpowiedz: F(x) =0, F(x) =1, F(x) = m3e~! czyli
F(x) = C, gdzie C dowolna stata rzeczywista, jest funkcja
pierwotna funkcji f(x), bo (C)' =0

@ Znalez¢ funkcje pierwotna funkcji f(x) =2 dla x € R.
Odpowiedz: F(x) = 2x, F(x) = 2x + 72 czyli F(x) =2x + C,
gdzie C dowolna stata rzeczywista, jest funkcja pierwotna
funkeji f(x), bo (2x + C)' =2

© Znalez¢ funkcje pierwotna funkcji f(x) =
x€(=%33)
Odpowiedz: F(x) = tgx,

dla

_1
cos? x
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Przyktady

@ Znalez¢ funkcje pierwotna funkcji f(x) =0 dla x € R.
Odpowiedz: F(x) =0, F(x) =1, F(x) = m3e~! czyli
F(x) = C, gdzie C dowolna stata rzeczywista, jest funkcja
pierwotna funkcji f(x), bo (C)' =0

@ Znalez¢ funkcje pierwotna funkcji f(x) =2 dla x € R.
Odpowiedz: F(x) = 2x, F(x) = 2x + 72 czyli F(x) =2x + C,
gdzie C dowolna stata rzeczywista, jest funkcja pierwotna
funkeji f(x), bo (2x + C)' =2

© Znalez¢ funkcje pierwotna funkcji f(x) =
x€(=%33)
Odpowiedz: F(x) =tgx, F(x) =tgx+ C,

dla

_1
cos? x
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Przyktady

@ Znalez¢ funkcje pierwotna funkcji f(x) =0 dla x € R.
Odpowiedz: F(x) =0, F(x) =1, F(x) = m3e~! czyli
F(x) = C, gdzie C dowolna stata rzeczywista, jest funkcja
pierwotna funkcji f(x), bo (C)' =0

@ Znalez¢ funkcje pierwotna funkcji f(x) =2 dla x € R.
Odpowiedz: F(x) = 2x, F(x) = 2x + 72 czyli F(x) =2x + C,
gdzie C dowolna stata rzeczywista, jest funkcja pierwotna
funkeji f(x), bo (2x + C)' =2

© Znalez¢ funkcje pierwotna funkcji f(x) =
xe (-5,5).
Odpowiedz: F(x) =tgx, F(x) =tgx+ C, bo
(tgx + C) =

cos? x
Q@ F(x) = 2Vx® jest funkcja pierwotna funkgji f(x) = vx3 na
[0, 4-00),

dla

cos? x
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Przyktady

@ Znalez¢ funkcje pierwotna funkcji f(x) =0 dla x € R.
Odpowiedz: F(x) =0, F(x) =1, F(x) = m3e~! czyli
F(x) = C, gdzie C dowolna stata rzeczywista, jest funkcja
pierwotna funkcji f(x), bo (C)' =0

@ Znalez¢ funkcje pierwotna funkcji f(x) =2 dla x € R.
Odpowiedz: F(x) = 2x, F(x) = 2x + 72 czyli F(x) =2x + C,
gdzie C dowolna stata rzeczywista, jest funkcja pierwotna
funkeji f(x), bo (2x + C) =

© Znalez¢ funkcje pierwotna funkcji f(x) = COS%X dla
x€(=%33)
Odpowiedz: F(x ) =tgx, F(x) =tgx+ C, bo
(tgx+ C) = F

Q F(x)= %\Fjest funkcja pierwotna funkgji f(x) = v/x3 na
[0,4+0¢0), bo F'(x) = f(x) dla x > 0 oraz

FL(0) = limy_or 2250 — 0 = £(0) .
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Twierdzenie

Jezeli funkcja f : | — R jest ciagta na / to f ma na / funkcje
pierwotna.
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Twierdzenie

Jezeli funkcja f : | — R jest ciagta na / to f ma na / funkcje
pierwotna.

Uwaga:

Implikacja przeciwna nie jest prawdziwa, np. funkcja

2xcosi4sindl, x#£0
f(X):{ XO X X?:éo

nie jest ciagta w R, ale ma w R funkcje pierwotna

x2cosi, x#£0
F(X)—{ O X Xio
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Dla x # 0:
F'(x) =2x-cos X +x? (—sinl). (—X—12) = 2xcosi +sinl
Dla x = 0:

x?cos -0 1

- F(x)—F(0 . x .
F/(O) = ||mxﬁo % = ||mX4)0 ——0 ||mX4)0X'COS; =

=VxeR F'(x)=f(x)

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona
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Twierdzenie podstawowe o funkcjach pierwotnych

Twierdzenie

Jesli F jest funkcja pierwotna f na przedziale /, to:
@ funkcja G(x) = F(x) + C, gdzie C € R jest stata, tez jest
funkcja pierwotna funkcji f na przedziale /,
© kazda funkcje pierwotna G funkcji f na przedziale | mozna
przedstawi¢ w postaci G(x) = F(x) + C, gdzie C € R jest
pewna stata.

Dowéd: (1) Rézniczkujac G otrzymujemy G’(x) = F'(x) = f(x).
Stad G jest funkcja pierwotna f.

(2) Niech H(x) = G(x) — F(x). Rézniczkujac H otrzymujemy
H'(x) = G'(x) — F'(x) = f(x) — f(x) = 0 dla kazdego x € /.
Niech x1,x2 € I beda réznymi punktami. Zatézmy, ze x3 < xo.
Whtedy z Twierdzenia Lagrange'a istnieje x3 € (x1, x2) taki, ze
HOo)—HEa) H'(x3) = 0 czyli H(x2) = H(x1). Stad H jest stata

X2—X1

na | czyli istnieje C € R taka, ze G(x) = F(x)+ C. [
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Catka niezoznaczona

Catka nieoznaczona funkcji f na przedziale | nazywamy zbiér
wszystkich funkcji pierwotnych tej funkcji na / i oznaczamy

[ f(x) dx.
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Catka niezoznaczona

Catka nieoznaczona funkcji f na przedziale | nazywamy zbiér
wszystkich funkcji pierwotnych tej funkcji na / i oznaczamy

[ f(x) dx. )

Jesli F jest dowolna funkcja pierwotna funkcji f na przedziale /, to:

/f(x) dx = F(x)+ C
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Podstawowe wzory

/de:C7 /1dx:x+C7 CeR
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Podstawowe wzory

/de:C7 /1dx:x+C7 CeR

XaJrl
/Xadxz +C, x>0, a#-1
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Podstawowe wzory

/de:C7 /1dx:x+C7 CeR

XaJrl
/xo‘dx:a+1+C, x>0, a# -1

1
/dx:/dX:In|x|—|—C, x>0lubx <0
X X
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Podstawowe wzory

/de:C7 /1dx:x+C7 CeR

XaJrl
/xo‘dx:a+1+C, x>0, a# -1

1
/dx:/dX:In|x|—|—C, x>0lubx <0
X X

X
/axdx:lza—i-C, a>0,a#1, xeR
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Wzory podstawowe

1 n
/exdx:eX+C, e= lim <1+>
n—oo n
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Wzory podstawowe

1 n
/exdx:eX+C, e= lim <1+>
n—oo n

/sinxdx:—cosx—l—C, /cosxdx:sinx+C, x €eR
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Wzory podstawowe

1 n
/exdx:eX+C, e= lim <1+>
n—oo n

/sinxdx:—cosx—l—C, /cosxdx:sinx+C, x €eR

d
/ )2( = —ctgx + C, XE(kTr,(k—i—l)Tr),kEZ

sin‘ x
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Wzory podstawowe

1 n
/exdx:eX+C, e= lim <1+>
n—oo n

/sinxdx:—cosx—l—C, /cosxdx:sinx+C, x €eR

d
/ )2( = —ctgx + C, XE(kTr,(k—i—l)Tr),kEZ

sin‘ x

dx T T
X I T kn), ke
/coszx tgx+C, xe( 2+k7r,2+ ), k €
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Wzory podstawowe

dx
———— =arcsinx + C, x € (—1,1),
/\/1x2
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Wzory podstawowe

dx
———— =arcsinx + C, x € (—1,1),
/\/1x2

d
/HXX2:arctgx+C, xeR
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Wzory podstawowe

dx
———— =arcsinx + C, x € (—1,1),
/m
d
/Hg:arctgx—FC, xeR
X

/sinhxdx:coshx+ C, /coshxdx:sinhx+C

e +e x| X —e %
coshx = ———, sinhx= ———
2 2
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Wzory podstawowe

d
/X2:tghx+C, x € R,
cosh® x
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Wzory podstawowe

d
/X:tghx—l—C, x € R,

cosh? x

tghx = smhx,

cosh x
d
/_XZ_—ctghx—i—C, x >0 1lub x <0,
sinh” x

cosh x

tgh x =

clehx sinh x
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Wiasnosci catki nieoznaczonej

Twierdzenie

(1) Liniowos¢:

Jire +garax = [ fax+ [ g ox

/a-f(x)dx:a/f(x)dx, aeR

(2) Jesli f : (a,b) — R ma pochodna w (a, b) i
Vx € (a,b) f(x)#0, to

f/(X) = 1in X
/f(x) dx = In|f(x)| + C

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona




Przyktady:

© [(2x2—3)yxdx =2 [x2dx—3 [x2dx=
X7/2 %3/2
2. 77/2— 35+ C= 2x3x = 2xy/x + C
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Przyktady:

0f2x — fdx—2fx2dx—3fx2dx—
/2 3/2
2. %5 =350 + C= 53X —2x/x + C

Q@ [tgxdx = — [ =X dx = —In|cosx|+ C

COos X
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Przyktady:

0f2x — fdx—2fx2dx—3fx2dx—
7/2 3/2

2- 55 -3-%35+C= 2x3x = 2xy/x + C
Q [tgxdx=— [ =X dx = —In|cosx|+ C

© [ctgxdx =In|sinx|+ C
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Przyktady:

0f2x — fdx—2fx2dx—3fx2dx—
7/2 3/2

2- 55 -3-%35+C= 2x3x = 2xy/x + C
Q [tgxdx=— [ =X dx = —In|cosx|+ C

Q@ [ctgxdx =In|sinx| 4 C
© I — 1 g d— Lnls 41+ €
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Twierdzenie o catkowaniu przez czesci

Niech C¥(I) oznacza zbiér funkcji na I o ciaglych k-tych
pochodnych na I czyli f € C*(1) jedli f jest rézniczkowalna w [ i
funkcja f’ jest ciagta w /.
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Twierdzenie o catkowaniu przez czesci

Niech C¥(I) oznacza zbiér funkcji na I o ciaglych k-tych
pochodnych na I czyli f € C*(1) jedli f jest rézniczkowalna w [ i
funkcja f’ jest ciagta w /.

Tw. (o catkowaniu przez czesci)

Jedli funkcje f, g € CL(I), to

/f(x '(x)dx = f(x) - g(x) — /f’(x - g(x) dx
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Twierdzenie o catkowaniu przez czesci

Niech C¥(I) oznacza zbiér funkcji na I o ciaglych k-tych
pochodnych na I czyli f € C*(1) jedli f jest rézniczkowalna w [ i
funkcja f’ jest ciagta w /.

Tw. (o catkowaniu przez czesci)

Jedli funkcje f, g € CL(I), to

/f(x '(x)dx = f(x) - g(x) — /f’(x -g(x) d

Dowdd: Z reguty Leibniza wynika, ze

(f(x)g(x))" = f'(x)g(x) + f(x)g'(x ) Stad

f(x)g(x) = [(f(x)g(x) )'dX—ff’ dX+ff x)g'(x)dx
wiec [ f(x) - g'(x)dx = f(x ff’ x)dx. [

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



Przyktady catkowania przez czesci:

|l f=Inx g'=1
(1)f|nxdx—H Fol g—x

xInx—x+C

‘:xlnx—f)1<~xdx:

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



Przyktady catkowania przez czesci:

|l f=Inx g'=1
(1)f|nxdx—H Fol g—x

xInx —x+C
(2) [ xsinxdx =

‘:xlnx—f)1<~xdx:

f=x g =sinx
f'=1 g= —cosx
= —xcosx + [cosxdx = —xcosx +sinx + C

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



Przyktady catkowania przez czesci:

|l f=Inx g'=1
(1)f|nxdx—H Fol g—x

xInx —x+C
(2) [ xsinxdx =

‘:xlnx—f)1<~xdx:

f=x g =sinx
f'=1 g= —cosx

= —xcosx + [cosxdx = —xcosx +sinx + C
f=Inx g/:l | d
SR B R
X X
_ 1
=—o¢ a2t C

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



Przyktady catkowania przez czesci:

|l f=Inx g'=1
(1)f|nxdx—H Fol g—x

xInx—x+C

(2) [ xsinxdx =

‘:xlnx—fiwdx:

f=x g =sinx
f'=1 g= —cosx

= —xcosx + [cosxdx = —xcosx +sinx + C
f=Inx g/:l | d
SR B R
X X
_ 1
=—o¢ a2t C

f=arctgx g =x
fl = 1 x2

(4) [ xarctgx dx =

— 14x2 £=7 ‘

_ x? 1 x2 _ x? 1 14x2—1 _
= Garctgx — 5 [ 1557 dx = Farctgx — 5 [ 57 dx =

= X;arctgx—% [f dx — [ & ] = X;arctgx— Ix+ tarctgx + C

14-x2

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



Przyktady catkowania przez czesci:

Catkowanie przez czesci mozna stosowa¢ kilka razy, np. przy
obliczaniu catek [ x"e*dx, [ x"sinxdx, [x"cosxdx, n €N,
catkujemy n razy.
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Przyktady catkowania przez czesci:

Catkowanie przez czesci mozna stosowa¢ kilka razy, np. przy
obliczaniu catek [ x"e*dx, [ x"sinxdx, [x"cosxdx, n €N,
catkujemy n razy.
f=e> g =cosx |
fl=—e> g=sinx ‘ -

(5) [e X cosxdx = H
f=e>* g =sinx

fl=—e % g=—cosx
= e *sinx — e Xcosx — [ e ¥ cosx dx

=e “sinx+ [ e *sinxdx =

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



Przyktady catkowania przez czesci:

Catkowanie przez czesci mozna stosowa¢ kilka razy, np. przy
obliczaniu catek [ x"e*dx, [ x"sinxdx, [x"cosxdx, n €N,
catkujemy n razy.

— X !/ __
(5) [e X cosxdx = H f=e g —cosx

fl=—e> g=sinx
. . f=e* " =sinx
=e Ssinx+ [e Xsinxdx = | & =
fl=—e g = —cosx
= e *sinx — e Xcosx — [ e ¥ cosx dx
Stad
2 [eXcosxdx =e *sinx —e Xcosx+ C =

= [e X cosx dx = &5~(sinx — cos x) + C

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



Tw. (o catkowaniu przez podstawienie)

Niech /, J C R beda przedziatami. Jesli:

Q funkcja h: I — J jest rézniczkowalna w /,
@ funkcja g : J — R ma na przedziale J funkcje pierwotna G,

to

/g(h(x)) -H(x)dx = G(h(x)) + C

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



Tw. (o catkowaniu przez podstawienie)
Niech /, J C R beda przedziatami. Jesli:

Q funkcja h: I — J jest rézniczkowalna w /,

@ funkcja g : J — R ma na przedziale J funkcje pierwotna G,
to

/g(h(x)) -H(x)dx = G(h(x)) + C

Dowdéd: Z twierdzenia z rézniczkowaniu ztozenia mamy
[G(AC) = G'(h(x)) - H(x) = g(h(x)) - H(x). Wige
G(h(x))+ C = [ g(h(x)) - H(x)dx. [

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



Przyktady catkowania przez podstawianie

t = x2
1)f xdx || gt = 2x dx 2f 17 =larcsint+ C =
xdx—%dt
%arcsm
sin x dx t=1+ 2cosx _1gpdt -
\/1+2<:OSX H dt = —2sinxdx || 2fﬁ_ ‘/E+C_

—v/1+2cosx+ C

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



Przyktady catkowania przez podstawianie

t=x?
1)f xdx_ — Il dt = 2xdx 2f\/ﬁ Tarcsint+ C =
xdx—%dt
%arcsm
d t=1+2cosx || 1 ;a _ _
Viﬁ;c:sx H dt = —2sinx dx 3=Vt C=
=—v1+4+2cosx+ C
(3)
t=x>+1
1 dt _ _ 1 _ 1
f(x211)2dxz dt = 2xdx :Ef?g—_§+c—_2(x2+1)+c
xdx:%dt

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



Przyktady catkowania przez podstawianie

t=x?
1)f X — dt:2x1dx 2f\/ﬁ Tarcsint+ C =
xdx—idt
%arcsm
d t=1+2cosx || 1 ;a _ _
Viﬁ;c:sx H dt = —2sinx dx 3=Vt C=
=—v1+4+2cosx+ C
(3)
t=x>+1
_ _ _1ldt_ _ 1 _ 1
f(x2-);(-1)2dx_ dt = 2xdx —th—f— 5 +C 2(X2+1)+C
xdx:%dt
_ 3
4)f“1§'wx:‘ | = vide =t rc=
= & 3

=2/ +C=2/1+Ixp3+C

Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona
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Przyktady catkowania przez podstawianie

t=+veX+1
& || e€+1=22 |
O/ 7= | edx—otar | =/ w9t =
dx—t21dt

_ d _ dt 1 _d _
—2ft1tt+1)_2[’ 12 ?tl} In}Hl‘—{—C—
:In‘ VE T2 ‘+C

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



Przyktady catkowania przez podstawianie

t=+veX+1
d - eX+1:t2

) ] 7575 = || evax—otar | =) @@
dx—t2 7 dt

_ d _ dt 1 _d _
—2ft1tt+1)_2[’ 12 ?tl} In}Hl‘—l—C—

\/WH
x =cost, t € [0,7]
6) [ arccosx dx = t = arccos x =—[t-sintdt=

dx = —sintdt
=tcost —sint + C = xarccos x — sin(arccos x) + C =

= xarccosx —V1—x2+C

bo: sin?(arccos x) 4 cos?(arccos x) = 1 = sin(arccos x) = v/1 — x2

bo: t € [0,7] = sint >0

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



Przyktady catkowania przez podstawianie

x =3sint
(7) [Vo—xEdx—| L5 |
t—arcsm§

dx = 3costdt

[V9—9sin’t-3costdt =9 [|cost| costdt =09 [cos®tdt =

—9[lteos2tgr — 9 [t + 9 [cos2tdt = It + Isin2t + C =
=2t+Isintcost+ C=3Jarcsin¥ +3-% \/_7%24_(:

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



Standardowe podstawienia

Podstawienie Eulera:

t=x+Vx2+k

dt = (1+ dx
of ( 2“*) — [ —n|t|+C=
7 dt = XLtk gy t
\/x2+
dt _
[ X2+

=In|x+Vvx>+k|l+C

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



Standardowe podstawienia

dx
.fX2+32 =/ a2(1+ H dt = d
farctg t+C= farctg + C

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



Standardowe podstawienia

'fx;ﬁaﬁ =/ 32(1+ H dt = d ‘ =3 1itt2 -
farctgt%— C= farctg + C

°f agix2 = f z =3 f -
v \/32(1_@)) \/( (3)2)

[ t=%,a>0]| _ dt

— dta:%dx H_f\/lj—arcsmt—l—C—arcsm +C

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



Standardowe podstawienia

dx
.fX2+32 =/ a2(1+ H dt = d
farctg t+C= farctg + C

‘ aJ 142 T
dx _1 _
(%)) W( (2"

= arcsint + C = arcsin % + C

f\/az X2:f\/(

e

‘dx:dt

t

|| m\><
m\n—tm

ofR ) dx =

wymierna

= R(t)dt gdzie R - funkcja

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz)

Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



Standardowe podstawienia

dx
.fX2+32 =/ a2(1+ H dt = d
farctg t+C= farctg + C

X

e e Y

| t=%2,a>0 | dt
— dta:%dx H_f\/lj—arcsmt—i—C—arcsm +C
o [ R(e ‘ th _eﬂ = f@dt, gdzie R - funkcja
t
wymierna

e Jesli funkcja podcatkowa jest iloczynem funkgji
trygonometrycznych sin x, cos x to stosujemy wzory
trygonometryczne:

sin axsin fx = [cos(a — B)x — cos(a + )x]

cos ax cos Bx = %[cos(a — B)x + cos(a + 3)X]

sin ax cos Bx = 12[sm( B)x — sin(a + B)x]

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



Przyktady:

O s = 5 i = 5 = =
3x2—2x—1 V3 2 2x—1 3 \/T)z_,
1
t=x—3
- 3 ||= 1 [_dt _ _ _7”_
dt = dx \@f [e2—% Hu t+\/7
1 4 _ 1 2 1
= Zhnlt+ t2—§|+C—%|n]x—f—i— 2-2x—3|+C

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



Przyktady:

Sl veme = Bl by v s i Ky o T
T O T x=3)°—3
t:X_% dt

dt = dx ff/ _H“:t+ H:
_1|n|t—|—\/ |+C=%|n]x—%+ X2—%X—%|+C

Ol

. t=x+3 _ dt
@) [ =i = f(x+ )2+3_‘ dt = dx ‘_ft2+3_
U:Lt \[
:3f d \éid =3 731‘11[1/2_
( f) “—% ‘

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



3) f 1sm2>< dx f 2 sin x cos x dx ’ t = Sin2X

+sin® x 1+(sin? x)? dt = 2sin x cos x dx

1122 = arctg t + C = arctg (sin?x) + C

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



2

t =sin“ x
3 sin 2x dx 2 sin x cos x dx = i
(3) f 1-+sin® x f 1+(sin®x)2 dt = 2sin x cos x dx

111;2 = arctg t + C = arctg (sin?x) + C
4) [sin3x - c055x dx = 3 [[sin(8x) + sin(—2x)] dx =

2f5|n8xd f5|n2xdx— 116c058x+%c052x+C

II’\II

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



3)f sin 2x dx f2smxcosxd _

1+4sin x 1+(sin” x)? dt = 2sin x cos x dx

[+ Tz = arctgt + C = arctg (sin®x) + C
)fsm 3x - cos5x dx = 3 [[sin(8x) + sin(—2x)] dx =
2f5|n8xdx— f5|n2xdx— — & cosSx—i—%cost—i— C

__dx 1 [ dx
f\/2+3x—2x ff /1+ 2 ff (X %)2

’ t = sinZ x

II’\II

t—X_* f dt _7 4f
\f € 1o
H du— H ff\/ﬁ ﬁarcsinu—kC:
arcsm 5 (x — f) +C

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



3x—2 _ 3x—2 _
6) [ = dx =/ Gy X = dt

=3[ —11[% =3In[t|[+ L+ C=3n|x+3+ 15+ C

t2

X+3H f3t 11 g —

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



6)f 3x—2 dXIf3X22d_

X+3H f3t 11 g —

x2+6x+9 (x+3) dt t2
=3 L -11[% =3In[t|+ 1 +C=3In[x+3]+25+C
7) f _ 3x=5 f _ 3x=5 _ t=x—-1 —
V9-+6x—3x2 V34— (x— 1)2 dt = dx

_ 3t—2
—ﬁfﬁT“ ffﬁj ffﬁT

-| d‘;:“_;fdt RERGTEEEAP
ettt
+

||
s\w
><
|
C
S m
QO
2.
>
o
D
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Uwaga:

Funkcje elementarne sa to funkcje potegowe, wyktadnicze,
trygonometryczne, odwrotne do nich, ich sumy, réznice, iloczyny,
ilorazy i superpozycje.

Nie kazda catka wyraza sie przez funkcje elementarne, tzn. nie
kazda catke mozna obliczyé stosujac powyzsze twierdzenia.

Przyktady catek, ktére nie wyrazaja sie przez funkcje elementarne:
[SnX e, [ eoSX gy fetx dx , feix2 dx, [
1—Kk2sin’xdx, —1< k<1,
& [sin(x?)dx, [cos(x?)dx, feé dx ,

Inx

[xe**dx, [x%sinxdx, [x*cosxdx, a ¢ NU{0}

dx f dx
Vo3+17 ) 1 k2sin?x ]

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



Catkowanie funkcji wymiernych

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



Catkowanie funkcji wymiernych

Funkcja wymierna: M(( )) gdzie L, M - wielomiany,

Funkcja wymierna wtasciwa: deg L(x) < deg M(x).

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



Catkowanie funkcji wymiernych

Funkcja wymierna: M(( )) gdzie L, M - wielomiany,
Funkcja wymierna wtasciwa: deg L(x) < deg M(x).
Utamki proste:

W — |I-go rodzaju, A,a € R, k e N

ot — l-go rodzaju, A, B,p,q,r R, k€N, p? —4q <0

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



Catkowanie funkcji wymiernych

Twierdzenie

(1) Kazdy wielomian o wspétczynnikach rzeczywistych mozna
roztozy¢ na czynniki postaci (x — a)¥, (x? + px + q)k, gdzie
a,p,gER, keN, p>—4g<0.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



Catkowanie funkcji wymiernych

Twierdzenie

(1) Kazdy wielomian o wspétczynnikach rzeczywistych mozna
roztozy¢ na czynniki postaci (x — a)¥, (x? + px + q)k, gdzie
a,p,gER, keN, p>—4g<0.

(2) Kazda funkcje wymierna mozna przedstawi¢ w postaci sumy
wielomianu i funkcji wymiernej wtasciwej.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



Catkowanie funkcji wymiernych

Twierdzenie

(1) Kazdy wielomian o wspétczynnikach rzeczywistych mozna
roztozy¢ na czynniki postaci (x — a)¥, (x? + px + q)k, gdzie
a,p,gER, keN, p>—4g<0.

(2) Kazda funkcje wymierna mozna przedstawi¢ w postaci sumy
wielomianu i funkcji wymiernej wtasciwej.

(3) Kazda funkcje wymierna wiasciwa % gdzie

M(x) = (x—al)k1 . (x—am)k’"-(x2—i—p1x—i—q1)l1 . (xz—i—psx—i—qs)ls

gdZie 317"-,am,p17q1,---7ps;qs €R7 p,2_4ql <07
i=1,...,s, ki,...km,h,...Is €N
mozna przedstawi¢ w postaci sumy utamkdéw prostych:

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



ki s I

1) _ (& a b Bt G
— |+ -

e~ 2 \ &G ) T\ B @t ap

gdzie A;;, Bjj, Cjj € R sa wyznaczone jednoznacznie.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



l

AL/I((XX)):i ZJ A,'j'. +i Z B;J'X—G—C,'j

2
=\ (x? + pjx + qj)’

gdzie A;;, Bjj, Cjj € R sa wyznaczone jednoznacznie.

4
Przyktady:
(1) 2x+43 _ A C +D GCox+D
X x x
x3(x—1)2(x24+x+1)2 — 1 + + + + (x— 1)2 xg—i—x—l—i + (x22—&—x—i—12)2

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



Twierdzenie c.d

K j

~ Ay - - Gy
| Xay) L e

=il = ( = O+ pix + qp)f

gdzie A;;, Bjj, Cjj € R sa wyznaczone jednoznacznie.

Przyktady:

(1)
243 A
S g G e et +(x 7

C1X+D1 + Cox+Ds
x2+x+1 (x2+x+1)2

(2)
2x2 4+ 2x + 13 A Bx + C Dx + E
—2(2+12 x—2 2+1  (E11)
AP+ 12+ (Bx+ C)(x —2)(x* 4+ 1) + (Dx + E)(x — 2)
a (x —2)(x* +1)?

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



1 X+ 2 3x+4
x—=2 x2+1 (x>+41)?

bo:

2x2 4+ 2x+ 13 = (A+ B)x* + (-2B + C)x3 +

+(2A+ B —2C+ D)x?+ (—2B+ C—2D + E)x+ (A—2C — 2E)
poréwnujemy wspdtczynniki przy tych samych potegach x i
rozwiazujemy odpowiedni uktad réwnan liniowych.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



Catkowanie utamkéw prostych

A dx — A-lnlx—al+C, k=1
x—a)k T Alx—a) e C, k=2

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



Catkowanie utamkéw prostych

A dx — A-lnlx—al+C, k=1
x—a)k T Alx—a) e C, k=2

| tr dx =4 [ carorar A+ (B =) [ o

x24px+q) +px+q)k x24-px4-q)k
e 2x+p t=x2+pxtq — [dt —
(2+px+q)* dt = (2x + p) dx th

_ 4
f( dx _ dx o t= \/ 4q—p? (X+ )

S TR i (P

1
_ (4g-p2\2 K [ dt
e (@+IF

| stosujemy wzér rekurencyjny:

d _ 1 3
f (1+))<<2)n =2n-1)° (1+X);)n—1 + 22 ] f (1+X2)n r, n€EN, n=2

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



Catkowanie utamkéw prostych

Powyiszy wzér rekurencyjny otrzymujemy ca’rkujac przez czesci:

14x2—x2 dx
J 1+x2 J1r+x2 =/ A+x2)7 T - J (1+x2) dx =
f=x g = - (1+x2)n1 _
fl=1 g= 2(1—n) ~ [@Hx?)r1
dx 1 X _
= f (1+x2)"=1 ~ | 2(1=n) (1+x2)" T l n) f (1+x2)" 1} -

— 1 2n-3
— 2(n-1) (l—i-x2 1 1T 52 f (1+

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



Catkowanie utamkdéw prostych

Powyiszy wzér rekurencyjny otrzymujemy catkujac przez czesci:

14x2—x2 _ dx x2 _
f l—i—x2 f —]i._—i—xz dx f (14x2)n-1 f (14x2)n dx =

f=x g/—

T,
20-n) ([T 1

= f (1+g§)n—1 - (11 n) (1+x)§)" T 1 n) f (1+x2)n 1} =

_ 1 2n—3
— 2(n-1) (l—i-x2 T+ 2n—2 f (1+

Przyktady:

(1) J @it o = [ 5% — ey e - [ i e =
=In|x— 2‘_,fx2+1 dx—2 [ & T 2f(x2+12dx 4fm:

. t:X —|—].

|| dt = 2xdx

:In\x—2]—%|n\x2+1\—2arctgx—%.(_%)—4f(x2d$:(*)

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz)

Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



Do ostatniej catki stosujemy wzér rekurencyjny lub obliczamy ja
bezposrednio:

dx _ 14+x°—x _ x? —
J C2+1)Z = (J1r+x2)2 dx = [ 1§ e =/ +x22 =
_ f/: X g = 7(1_‘_)](-2)2 _

fl=1 g= _2(1+x2)

= arctg x — [2 1+x2) + 3 f 1+x21| zaI'Cth+ (1+X2) +C

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



Do ostatniej catki stosujemy wzér rekurencyjny lub obliczamy ja
bezpoéredniO'

14+x“—x dx x2
f x2+1 f (J1r+x2)2 dx = f 1+x2 _f (1+x2)2 =
f=x g/ = (1+)i2)2 .
;L _ =
=1 g= _m

= arctg x — [2(1+x2) + 3 f 1+x21| zarCth+ (1+X2) +C

=In|x—2|— In|x +1]— 2arctgx+2 X2 2arctgx—1+X2+C*
4x+3
=In 2+1’—4arctgx—2(;27f_l)+c
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3x+2 _ 2x+1
2) f (x24+x+1)? dx = 2 f (x24+x+1)? dx + 2 f X2+X+1)

2xt1 t=x4+x+1 _ordt 1 .
f(X2+X+1)2 dX H dt:(2X+1)dX ’_ t2 - t+C—
= x2+X+1 +C

1
dx B dx _ t=x+4 5 o dt _
J e =/ [Ger2)+2] dt = dx ‘ I (2+3)°
2
= 2t

_ dt _ 16 =17
_f[(1+ 42)] o [ du = J dt

()

16 . V3 d _ . _
=3 7f(1+52) —H Wz.rek.n—2H_
= % |:% 1+u2 + 2 117]2:| = # <1+u2 +arctg U) =+ C =
— 1, _2x41 4/3 2x+1
3 X24x+1 + TarCtg V3 +C
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Stad

3x+2 __3.__1 1. _2x+1 2\f 2x+1
f (x2+x+1)2 dx = 2 x24x+1 + 6  x24x+1 + arctg V3 +C
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Stad

3x+2 _ _3.__1 1. _2x+1 23 2x+1
| e = —3 T 6 a1 T g arctg =+ C

(3) J ety 9

x+1 _ A B Cx+D
G203+ — x1 T =19 T 5o

Stad:

Ax -1+ 1) +B(x*+1)+(Cx+D)(x —1)>=x+1
Najpierw podstawiamy x =1: 2B =2 = B =1 i podstawiamy
B do powyzszego réwnania:

Ax—=1)(x®+1)+(Cx+D)(x—1)?> = x+1-x?>~1 = —x(x—1) =
= A(x®+ 1)+ (Cx+ D)(x — 1) = —x

Ponownie podstawiamy x =1: 2A=-1= A= -1

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



Stad:

(Cx—l—D)(x—l) —x+1 =
=&+D=3(x-1)=C=3%, D

f(x 1))<;E>1<2+1)dxz = f(x 12+2fx2+1 =

=—Zinjx—1— +4fX22j_1dx—ff1+X2:
:—llnx—l +1|nx + 1] — Larctgx + C
2 2
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Catkowanie funkcji trygonometrycznych
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Catkowanie funkcji trygonometrycznych

Catkujac funkcje trygonometryczne korzystamy z wzordéw
trygonometrycznych oraz z podstawien standardowych:
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Catkowanie funkcji trygonometrycznych

Catkujac funkcje trygonometryczne korzystamy z wzordéw
trygonometrycznych oraz z podstawien standardowych:

sin2 x — 1—C(2)S2X ’ COS2 x — 1+c<2352x ’ sin x cos x = sm22x

. 2sin % cos % 2tg = cos? X —sin? X 1-tg2%

SiNX = —52——% = 2%, COSX = —F2o——H2 = 52
cos? 3 +sin® 5 1+tg<3 cos? 5 +sin® 5 1+tg
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Catkowanie funkcji trygonometrycznych

Catkujac funkcje trygonometryczne korzystamy z wzordéw
trygonometrycznych oraz z podstawien standardowych:

sin2 x — 1—C(2)S2X ’ COS2 x — 1+c<2352x ’ sin x cos x = sm22x
sinx — 2sinjcosy  2tg3 cos x — cos2 %—sin2§ B 1—tg2§
" cos? §+sin2§ T 14tg23 0 — cos? §+sin2§ ~ Ttig?s

Niech R bedzie funkcja wymierna. Wtedy

t=tgx
R
J R(tgx)dx = || x =arctgt || = [ 1422
dx = 1+tt2
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Catkowanie funkcji trygonometrycznych

Catkujac funkcje trygonometryczne korzystamy z wzordéw
trygonometrycznych oraz z podstawien standardowych:

sin2 x — 1—C(2)S2X ’ COS2 x — 1+c<2352x ’ sin x cos x = sm22x
sinx — 2sinjcosy  2tg3 cos x — cos2 %—sin2§ B 1—tg2§
" cos? §+sin2§ T 14tg23 0 — cos? §+sin2§ ~ Ttig?s

Niech R bedzie funkcja wymierna. Wtedy

t=tgx
R
[R(tgx)dx = || x = arctgt = 1422
dx = th
[ R(sin x, cos x) dx =
t=tg}  x=D2arctgt dx=yZdt —fZR(%’ll;t;)dt
sinx = 24, cosx = 1=t - 142

1+12 1+12

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



Przyktady catkowania funkcji trygonometrycznych

d _ _ _ a2 _

(1) 5+4¢):<osx_Ht_tg§H_f5z+; zdt=2[ 5=
+ 1+1t2

2 dt UZ% _ 2 du_ — 2arctou+ C =

5 5y = || quz Lo || = 3 1hie = Jarctgu+ C=

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



Przyktady catkowania funkcji trygonometrycznych

dx || ¢ — fEve) _ _
(D) [seox = t=tg3 | —f5 ri 2 dt=2[ i
+ 1+t2
2 dt u=3 _ 2 [ _du tou+ C =
5 57 = || du= Lar | =3 1% = sercteu

(2) [ cos* x dx = [(cos? x)2 dx =1 [(1+ cos2x)? dx =
= 1f 1+2cos2x+cos 2x) dx =
= sm2x—|—§f(1+cos4x)dX—

:ix+ism2x+ X+32S|n4x+C

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



Przyktady catkowania funkcji trygonometrycznych

(3) [sin*xcos xdx—fsinzx(sinxcosx)2 dx =
= [ 1=cgs2x . sin sin® 2x gy — & [sin® 2x dx — ¢ [ sin® 2x cos 2x dx =

4

_ y =sin2x 1 17cos4x 1 2 _
|| dy = 2cos2x dx s/ dx — 45 [ y2dy =
:%fdx—l—lsfcos4xdx—— y2dy =

_ 1, 1 1
= 16X 64sm4x 48sm 3ox+ C
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Przyktady catkowania funkcji trygonometrycznych

(3) [sin* xcos? x dx = [ sin® x(sin x cos x)? dx =

= [ lzeos2x s 2x gy — 1 [6in2 2x dx — L [sin? 2x cos 2x dx =
e | P 3 a = & [y dy =

=L [dx— & [cosdxdx — & [y?dy =

dy = 2 cos2x dx
= %x—ﬁﬁsin4x—%sin32x+ C

(4) [sin®xcos® xdx = [(1 — cos? x) cos® x sin x dx =

Yy = Cos X ; . B
H dy = —sinxdx | = JA-Y Wy =—F+g+C=

= —%cosﬁx—i-%cosSx—FC
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Przyktady catkowania funkcji trygonometrycznych

t=tgx
(5) [tg*xdx =| x = arctgt || = %‘tzdt:
dx = -9t
141t2
= <t2 —1+ 1jt2> dt = g—t—l—arctg t4+C = Ltg3x—tg x+x+C
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t=¢e"
(M) ] &5 H dt = e dx

= [dt - 1+t2—t arctgt + C = & — arctgeX + C

t2+1

2
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X t=¢e*
(7)I%d H

2
‘ f t2+1 dt = t°4+1-1 dt =

dt = e* dx t2+1
= [dt— [9, =t —arctgt + C = & — arctge* + C
T+t
dx . dx . t—X+2
®) ) e =) s = || ar— H | 7 =

=||u=t+vVEZ+2 || =Injt+ V2 + |+C:
=In|x+2+Vx?+4x+6|+C
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X t=¢e*
(M%d H

2
‘ f t2+1 dt = t°4+1-1 dt =

dt = e* dx t2+1
= [dt— [9, =t —arctgt + C = & — arctge* + C
T+t
dx . dx . t—X+2
®) ) e =) s = || ar— H | 7 =

= u=t+VE2+2 | =Injt+ V2 + |+C:
|n\x+2+\/x2+4x+ |+ C

) ~Foms = f\/m_” t=x—1|=[7=

u =

lf dt 2
2 /72 du—ldt

= arcsin X5= —|— C

=arcsinu+ C =
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Wzér Ostrogradskiego

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



Wzér Ostrogradskiego

Stosujemy go do obliczania catek postaci:

L Wh(x)
vax? 4+ bx+ ¢

gdzie Wy(x) - wielomian, deg W, = n:

dx

/ dx = W,_1(x \/ax2+bx+c+K/
\/ax2+bx+c \/ax2—|—bx—|—c

gdzie deg W,,_1 = n — 1 i szukamy wspdtczynnikéw wielomianu
Wp_1(x) oraz statej K.
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Wzér Ostrogradskiego

Powyzszy wzér Ostrogradskiego najpierw rézniczkujemy
obustronnie, nastepnie mnozymy przez pierwiastek z tréjmianu
kwadratowego i przyréwnujemy dwa wielomiany otrzymujac uktad
réwnan liniowych ze wzgedu na szukane wspétczynniki.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka nieoznaczona



Wzér Ostrogradskiego

Powyzszy wzér Ostrogradskiego najpierw rézniczkujemy
obustronnie, nastepnie mnozymy przez pierwiastek z tréjmianu
kwadratowego i przyréwnujemy dwa wielomiany otrzymujac uktad
réwnan liniowych ze wzgedu na szukane wspétczynniki.

Przyktady:

X27 X
(1) f\/4x2—4x+3dX:f7jM%&cjfx:
:(AX+B) \/4X2_4X+3+Kf7/4x2—xw

AXP4x43 _ A A7 _ Ax 13  4x—2 K
VAx2—4x+3 A VX2 — 4x + 3+ (Ax+B) Va4x2—4x+3 T VA4x2—4x+3

4x? —4x+3=A(4x% —4x +3) + (Ax + B)(4x - 2) + K =
=A=1, B=-% K=1
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Wzér Ostrogradskiego

Pozostaje obliczy¢ catke korzystajac z podstawienia Eulera:
f dx _ f dx _ t=2x— f

VaxZ—ax+3 V(x—1)2+2 dx = 1 dt -2 \/W
= u=t+V2+2 | = %In|2x—1+\/4x2—4x+ |+ C
Stad

[ V4x? —4x +3dx =
=(Ex-HVax2—ax+3+in2x—1+Vax2 —4x+ 3|+ C
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Wzér Ostrogradskiego

Pozostaje obliczy¢ catke korzystajac z podstawienia Eulera:
f dx _ f dx _ t=2x-—-1 f

Vax2—ax+3 V(x—1)2+2 dx = 1 dt -2 \/t2+
=||u=t+vVE2+2 || =5n2x -1+ V42 —4x+3|+ C
Stad

[ V4x? —4x +3dx =
=(Ex-HVax2—ax+3+in2x—1+Vax2 —4x+ 3|+ C

(2) [Vx2+ dx_f X+k - dx = (Ax + B)Vx* +
X4k 2 L x C
Ve = AV H ke (AH B) ot
X+k=A+k)+(Ax+B)x+C=A=3, B=0, C=

N|x
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Wzér Ostrogradskiego

Stad:

o [VXx2+ kdx =35Vx2+k
| t=x+Vx2+k || =3Vx2+k+5In|x+vVx2+k|l+C
(3)

[ Va2 —x2dx_fa_x dx_(Ax+B)\/a2—x2+Kf\/%
Tt = AVE =2 (At B) 2 +
P-x>=AP—-x*)—(Ax+B)x+K=A=3% B=0, K=
Stad:

o[Va?—x2dx=3va®-x>+ % arcsmf+C

32

N=
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Inne podstawienia

(1) \
+Vx 4 x=1 o A4t 243 e 2t g,
fXJr\/}dX_‘ dx = 434t || = ) T 4t>dt =4 t2+1dt_

—4f (14 g5k ) de=afder2f Fyde—af s =
=4t 4+ 2In|t? + 1| — 4arctgt + C =
=4Yx 4+ 2In|\/x + 1| — darctg /x + C
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Inne podstawienia

(1)
4
+¥x o x=t 1+t 3 g 2+t
/ SN ‘ dx = 4t3 dt pie A dt=4[ i dt =

—af (1+4h) de=af 2] Bdr—af 2, =
=4t 4+ 2In|t? + 1| — 4arctgt + C =
=4Yx 4+ 2In|\/x + 1| — darctg /x + C

152:1+—X:>x—21
CNENE S R
J 5 dx = — @ 1)2dt
= [(® =12t mipdt=-2[Pdt=-32+C=

e TR
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Inne podstawienia

1 dt
o _ || x-l=5ll_,_ -2 _
O It | 524 |-
_ lt] _ gt _||u=—2t=11 1,4 _
7_ft\/7172tdt7f 12t’ du=—2dt ||~ 2/ =

=—u+C=—,/-1-2:+C
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