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Funkcja pierwotna: definicja

Niech / C R bedzie przedziatem zawierajgcym wiecej niz jeden punkt, a
f:l—=R

Funkcje F : I — R nazywamy funkcjg pierwotna funkcji f na /, jezeli
jest rézniczkowalna i

F'(x)=f(x)  dla kazdego x € .

Jezeli przedziat zawiera swéj lewy lub prawy koniec, w tym punkcie
przyjmujemy odpowiednio pochodna prawostronng lub lewostronna.

Znalezienie funkcji pierwotnej jest zatem zadaniem odwrotnym do
rézniczkowania: szukamy funkgji, ktérej pochodng jest podana funkcja f.
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Funkcja pierwotna: pierwsze przykfady

1. Funkcja f(x) = 2x na R. Mamy
(x?) = 2x, (x* +1) = 2x.

Obie funkcje, F1(x) = x? i F2(x) = x> + 1, s3 wiec funkcjami
pierwotnymi tej samej funkcji.

2. Funkcja f(x) = 2* na R. Poniewaz
(2¥) =2%In2,
trzeba podzieli¢ 2 przez In2:
2X 4 X /
(m) = 2x, (lnz+\f3> = 2%,
Dodanie statej nie zmienia pochodnej. Pézniej wykazemy, ze na

przedziale jest to jedyna mozliwa réznica miedzy funkcjami pierwotnymi.

W. Domitrz NGRS AEIZIEY 3/89



Przyktady: funkcje state i tangens

1. f(x) = 0 na R. Przyktadowe funkcje pierwotne to 0, 1 i w3e~1.

Ogdlnie
F(x)=C, CeR, F'(x) = 0.

2. f(x) = 2 na R. Funkcje 2x oraz 2x + 72 maja pochodn3 réwn3 2.
Wszystkie funkcje pierwotne maja postaé

F(x)=2x+C, (2x+ C) =2.
3. f(x) = 1/cos® x na (—7/2,7/2). Korzystamy z pochodnej tangensa:

1

F(x) =t C t CY = ——.
(x) =tgx + C, (tex + C) p——

Analogiczny wzér obowiazuje na kazdym przedziale miedzy kolejnymi
miejscami zerowymi cosinusa.
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Funkcja pierwotna na koncu przedziatu

Rozwazmy f(x) = Vx3 = x3/2 na [0, +-00). Kandydatem na funkcje
pierwotng jest

F(x) = %\/E = %XS/Z.

Dla x > 0 stosujemy zwykty wzér na pochodnga potegi:

2 5
! _ .2 3/2 _
F'(x) £ 5% f(x).
W punkcie 0 obliczamy pochodng prawostronng z definicji:

. F(h) - F(0) 2.3
1 (0) — _ 00—
Fi(0) _h“J&T _hhj& gh =0="£(0).

Zatem F jest funkcja pierwotna f na catym [0, +00), réwniez w
przyjetym sensie na konfcu przedziatu.
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Kiedy istnieje funkcja pierwotna?

Twierdzenie

Jezeli f : I — R jest ciagta na przedziale /, to ma na nim funkcje
pierwotna.

Ciagtos¢ jest warunkiem wystarczajagcym, ale nie jest konieczna.
Rozwazmy

F(x) = {;2 cos(1/x), i i g

F(x) = {2)( cos(1/x) +sin(1/x), x #0,

0, x = 0.
Wykazemy, ze F/ = f na R, mimo ze f nie jest ciggta w 0.

Samo istnienie funkcji pierwotnej nie pozwala wiec wnioskowa¢ o
ciggtosci funkcji podcatkowej.
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Pochodna moze by¢ nieciagta

Dla x # 0 reguty iloczynu i fafncuchowa daja

F'(x) = 2x cos(1/x) + x*[—sin(1/x)] (_Xlz)
= 2xcos(1/x) +sin(1/x) = f(x).
W punkcie 0:

F(0) = Jim T c05(1/h)

= lim hcos(1/h) =0,
h—0

poniewaz |hcos(1/h)| < |h|. Zatem F’ = f na cafej osi.

Nieciagtos¢ f w 0 widaé, wybierajac

1 1
T a2+2nn "7 3n/2+2mn

Xn

Oba ciagi daza do 0, lecz f(x,) =1 i f(y,) = —1. Granica f(x) w 0 nie
istnieje.
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Twierdzenie o wszystkich funkcjach pierwotnych

Twierdzenie

Jezeli F jest funkcja pierwotna funkcji f na przedziale /, to:
© kazda funkcja F + C, gdzie C € R, jest funkcja pierwotna f;

@ kazda funkcja pierwotna G funkcji f na [ ma postaé G = F + C dla
pewnej statej C.

Dowadd pierwszej czesci. Rézniczkujac, otrzymujemy
(F+C)Y=F =f.

Idea drugiej czesci. Réznica dwéch funkgji pierwotnych ma pochodng
réwng zeru. Na przedziale funkcja o zerowej pochodnej musi by¢ stafa;
uzasadnia to twierdzenie Lagrange'a.
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Dlaczego réznica jest stata?

Niech H = G — F. Dla kazdego punktu wewnetrznego przedziatu /I
H'(x) = G'(x) — F/(x) = f(x) — f(x) = 0.

Wezmy dowolne xi,x2 € I, x; < xa. Funkcja H jest ciagta na [xi, x2] i
rézniczkowalna na (xi, x2), wiec dla pewnego ¢ € (x1, x2)

H(Xz) — H(Xl) = H/(C)(X2 — Xl) =0.
Zatem H(xx) = H(x1), czyi H=Cnali G=F+ C.

Dlaczego zaktadamy, ze / jest przedziatem?

Na roztacznych przedziatach state moga by¢ rézne. Dla f(x) = 1/x na
R\ {0} petna rodzina ma posta¢

I C_
F(x) = nix|+ C-, x<0,
Inx+C, x>0,

gdzie C_ i C; wybieramy niezaleznie.
V.
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Catka nieoznaczona

Catka nieoznaczona funkgcji f na przedziale / to zbidr wszystkich jej
funkgcji pierwotnych na /. Oznaczamy j3 symbolem f f(x) dx.

Jezeli znamy jednga funkcje pierwotng F, zapisujemy zwyczajowo
/f(x) dx = F(x) + C, CeR.

Jest to skrét oznaczajacy catg rodzine {F + C: C € R}, a nie
pojedyncza funkcje o ustalonej wartosci C.

W obliczeniach wszystkie state posrednie taczymy na koncu w jedna
dowolna stata. Wynik sprawdzamy przez rézniczkowanie na
rozpatrywanym przedziale.
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Wzory podstawowe: potegi i wyktadniki
/OdX:C7 /1dx:x+C.

DlaaeR\{-1}ix>0:

Ograniczenie x > 0 zapewnia rzeczywisty sens dowolnej potegi. Dla
szczegdlnych wyktadnikéw wzér dziata réwniez na innych przedziatach
swojej dziedziny.

d
/—X =In|x|+ C na (—o0,0) lub (0, +00).
X
Dla a > 0, a # 1, na catej osi rzeczywistej:

/ade:a—Jrc.
Ina

Przypadek a = 1 jest juz objety wzorem na catke z 1.



Wzory podstawowe: funkcje trygonometryczne

1 n
/exdx:eX+C, e= lim <1+) .
n— o0 n

/sinxdx:—cosx+C, /cosxdx:sinx+C.

Dwa ostatnie wzory obowiazuja dla wszystkich x € R.

d
/ - ;( = —ctgx + C, x € (km,(k + 1)7).
sin“ x

dx T T
- Tk, Tk )
/cos2x tex + ¢, Xe( 2+ 7T72+ i

Tutaj k € Z. Na kazdym z tych przedziatéw stata catkowania jest
niezalezna od statych na pozostatych przedziatach.
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Funkcje odwrotne i hiperboliczne

/ dx arcsinx + C l<x<l1
——— = arcsinx , — X ,
V1—x2
d
/?szzarctngrC, x € R.
Funkcje hiperboliczne definiujemy wzorami

ef+e ¥ . eX —e™*
coshx = ————, sinhx = ———
2 2

Poniewaz (sinh x)’ = cosh x i (cosh x)’ = sinh x, otrzymujemy na R:

/sinhx dx = cosh x 4+ C, /coshxdx:sinhx+C.
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Tangens i cotangens hiperboliczny

Tangens hiperboliczny jest okre$lony na catej osi:

sinh x 1
t h - t h /:
§hx cosh x’ (tghx)

cosh? x
Stad

d
/7X2:tghx+C, x € R.
cosh” x

Cotangens hiperboliczny wymaga x # 0:

cosh x 1
hx = hx) = ————.
ctghx = (ctghx) e
Zatem d
X
= —ctghx + C
/sinh2X &

na kazdym z przedziatéw (—oc, 0) i (0, +00).
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Liniowos¢ catkowania

Zatézmy, ze F' = f oraz G’ = g na tym samym przedziale /. Dla
dowolnych a, b € R:
(aF + bG)' = af + bg,

a wiec

/[af(x) + bg(x)] dx = aF(x) + bG(x) + C.

W szczegdlnosci catkujemy sume sktadnik po sktadniku i mozemy
wytaczac staty wspétczynnik przed catke.

Zapis a [ f(x) dx interpretujemy z uwzglednieniem dowolnej statej na
koncu wyniku. Gdy a = 0, nadal otrzymujemy rodzine funkcji statych C,
a nie tylko funkcje zerowa.
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Catka z ilorazu pochodnej i funkcji

Niech f bedzie rézniczkowalna na przedziale otwartym /i niech f(x) # 0
dla kazdego x € I. Wtedy

(InlfFON) = =5

fl(X) =1In X
/f(x) dx = In|f(x)| + C.

Warto$¢ bezwzgledna pozwala stosowaé ten sam zapis, gdy f jest
dodatnia albo ujemna. Rézniczkowalno$¢ zapewnia ciagtosé; niezerowa
funkcja ciagta na przedziale nie zmienia znaku.

Jezeli f ma miejsca zerowe, wzdr stosujemy osobno na przedziatach, na
ktérych f nie znika.

W. Domitrz NGRS AEIFZIEY 16/89



Przyktady liniowosci i wzoru logarytmicznego

1. Dla x > 0:
/(2x2 —3)x dx = 2/x5/2 dx—3/x1/2 dx
X772 %3/2
=2- -3 _-+C
7/2 33/2 *
4

:?x3 x —2xv/x + C.

Na koncu x = 0 otrzymana funkcja ma pochodna prawostronng réwna 0.
2. Na przedziale niezawierajacym —4/5:

dx 1 5 1
-z dx = = | 4+ C.
/5x+4 5/5x+4 x=gInlox+4+

Czynnik 1/5 kompensuje pochodng mianownika, réwna 5.
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Catki z tangensa i cotangensa

Dla tangensa wykorzystujemy (cos x)’ = — sin x:

/tgx dX:/smx dx
cos X

—sinx
=— dx = —In|cosx| + C.
Ccos X

Wzér obowiagzuje na kazdym przedziale, na ktérym cos x # 0.

Dla cotangensa korzystamy z (sin x)’ = cos x:

/ctgx dX:/cc_)sx dx =In|sinx| + C.

sin X

Tutaj wybieramy przedziat, na ktérym sin x # 0.
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Catkowanie przez czesci

Dla k > 1 zapis C*(/) oznacza funkcje majace na / ciagte pochodne do
rzedu k wiacznie. W szczegélnosci f € C1() oznacza, ze f jest
rézniczkowalna i f’ jest ciagta.

Twierdzenie

Jedli £, g € CY(!), to

[ 60g0x) dx = F(x)t) — [ F(0g() ax

Dowadd. Wybierzmy funkcje pierwotng H ciagtej funkcji f'g. Reguta
Leibniza daje
(fg—HY =flg+fg —H =1

Stad petna rodzina funkgji pierwotnych to fg — H + C, co uzasadnia
podany wzér.

W praktyce dobieramy f tak, aby jej pochodna upraszczata rachunek, a
g’ tak, aby fatwo znalez¢ g.
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Przez czesci: logarytm i iloczyn z sinusem

1. [Inx dx, x > 0. Wybieramy

1
f=Inx, f’:;, g =1 g=x.

Wédweczas

1
/Inxdx:xlnx—/x-;dx=x|nx—x—|—C.

2. [xsinx dx, x € R. Przyjmujemy
f=x, f =1, g =sinx, g= —cosx.

Zatem
/xsinx dx = —xcosx+/cosx dx

= —xcosx +sinx + C.
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Przez czesci: logarytm podzielony przez potege

Obliczamy [(Inx)/x® dx dla x > 0. Wybér

f=Inx, g =x3
daje
1 1
F = =——.
x’ & 2x2

Po zastosowaniu wzoru przez czesci:
In x In x 1 1
—dx=———[| - | - | dx
/ x3 2x? / X ( 2X2)

Inx 1 _3
:_ﬁJrz/X dx

Inx 1
2x2  4x2

+ C.

Logarytm zniknat z pozostatej catki, poniewaz rézniczkowalismy wiasnie
czynnik In x.
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Przez czesci: iloczyn z arcus tangensem

Dla x € R wybieramy

1

f = arct fl=—"— "= —X—z
= arctgx, =12 8% &8=5

Korzystamy tez z rozkfadu x?/(1 +x?) =1 — 1/(1 + x?):

tax dx = Carctex — £ [ X4
Xarctgx dx = —arctgx — — —F dX
& X TS | 12

X2 1 1
= 7arctgx — 5/ (1 — ]_4»)(2> dx

Xzact X+1act +C
= —-arctgx — ~ + ~arctgx
g ACEX T 5 THarcte

X2

1 tex— X4 ¢
= arctgx — — .
2 873
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Wielokrotne catkowanie przez czesci

Dla n€ {0,1,2,...} catki

/x"ex dx, /x” sin x dx, /x" cos x dx

obliczamy, rézniczkujac czynnik wielomianowy. Po n zastosowaniach
wzoru przez czesci pozostaje catka podstawowa. Dla n = 0 od razu
korzystamy z tabeli wzoréw.

Inny mechanizm wystepuje w catce | = f e ¥ cos x dx. Najpierw
wybieramy f = e™%, g’ = cos x:

| =e Xsinx+ / e *sinx dx.
W drugiej catce ponownie rézniczkujemy e™*, a catkujemy sinus:

/e_x sinx dx = —e % cosx — /e‘x cos x dx.
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Gdy po dwéch krokach wraca ta sama catka

Po potaczeniu poprzednich zalezno$ci otrzymujemy, z doktadnoscia do
statej,
| =e *sinx —e “cosx — .

Przenosimy drugie / na lewa strone i uwzgledniamy stafa:
2] = e *(sin x — cos x) + (.

Po podzieleniu przez 2 stata C;/2 nadal jest dowolna:

/e‘xcosx dx = e2 (sinx —cosx) + C.

Sprawdzenie:

—X

e "e
[ 5 (sinxcosx)] :T[fsinx+cosx+cosx+sinx]:e*Xcosx.
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Catkowanie przez podstawienie

Twierdzenie

Niech I, J beda przedziatami otwartymi, h : | — J funkcja
rézniczkowalna, a G funkcja pierwotng g na J. Wtedy

/ g(h()H (x) dx = G(h(x)) + C.

Dowéd. Z reguty rézniczkowania ztozenia:

[G(h())]" = G'(h(x))H (x) = g(h(x))h'(x)-

W rachunku zapisujemy t = h(x) i dt = h'(x) dx. Jest to wygodny zapis
reguty tancuchowej. W tej wersji twierdzenia h nie musi by¢
réznowartoSciowa.

Gdy zamiast tego wprowadzamy x = ¢(t) i pdzniej odwracamy
podstawienie, wybieramy przedziat, na ktérym ¢ ma odpowiednia funkcje
odwrotng. Konce przedziatéw sprawdzamy osobno.
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Podstawienie: rozpoznawanie pochodnej

1. Dla —1 < x < 1 przyjmujemy t = x?, dt = 2x dx:
xdx 1/ dt
Vi—xt 2) Vi-¢2
1 1
=5 arcsint 4+ C = > arcsin(x?) + C.

Podstawienie dziata réwniez w x = 0 przez regute tancuchows; nie
dzielimy przez x.

2. Jedli 1+ 2cosx > 0, ktadziemy t =1+ 2 cos x:

dt = —2sin x dx,

sinx dx 1 —1/2
e dt = =1+ 2cosx + C.
/\/m 2 V1+2c0sx

Dziedzine tworza przedziaty (—27/3 + 2kn,2n/3 + 2kn), k € Z.
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Podstawienie: kwadrat i logarytm

3. Dla x € R podstawiamy t = x> 4 1, dt = 2x dx:

x R R
/7(X2+1)2dx—2/t dt =5+ C= 5077+ C

4. Dla x > e~ ! przyjmujemy t = 1+ Inx, dt = dx/x:
V141 2
/ﬁ dx:/\/fdt:ft3/2+C
X 3
2
= §(1 +1Inx)¥2 4 C.

Funkcja podcatkowa jest okreélona takze w x = e~1. Wynik przedtuza sie
na [e™1, 4+00), a jego pochodna prawostronna w e~1 wynosi 0.
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Podstawienie usuwajace pierwiastek z wyktadnika

Obliczamy fdx/\/eX + 1 na R. Przyjmujemy

2t
t2 -1

/dx _2/dt_/171dt
Vet 1l 21 t—1 t+1
=In(t—1)—In(t+1)+C

t=vVe+1>1, & =t>?-1, e dx=2tdt, dx= dt.

Zatem

vVeX+1-—1
=In—+ C.
Vet 1+1

Poniewaz t > 1, oba argumenty logarytméw s3 dodatnie; wartosci
bezwzgledne nie s3 tutaj potrzebne.
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Catka z arcus cosinusa

Dla —1 < x < 1 przyjmujemy x = cost, t € (0,7), wiec t = arccos x i
dx = —sint dt. Nastepnie catkujemy przez czesci:

/arccosx dx:—/tsintdt

:tcostf/cost dt
=tcost—sint+ C

= xarccosx — /1 —x2+ C.

Wybieramy dodatni pierwiastek, bo sint > 0 dla t € (0, 7). Na
domknietym [0, 7] zachodzi sint > 0.

Whynik przedtuza sie na [—1,1]. Jego pochodne jednostronne na koncach
wynosza odpowiednio 7 i 0, zgodnie z wartosciami arc cos(—1) i arccos 1.
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Pierwiastek z réznicy kwadratow

Obliczamy [v/9 — x? dx. Dla —3 < x < 3 wybieramy
x = 3sint, —g<t<g, t:arcsing, dx = 3cost dt.

Na tym przedziale cost > 0, totez

V9 —9sin?t = 3| cos t| = 3cos t.

Korzystajac ze wzoru cos® t = (1 + cos2t)/2, dostajemy

/\/97x2 dx:9/cos2tdt
9
= 5/(1+cos2t) dt

9 9 . 9 9 .
—§t+15|n2t+C—§t+§smtcost+C.
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Powro6t do zmiennej w catce z pierwiastka

Z zaleznoSci x = 3sin t oraz z wybranej gatezi cosinusa mamy

sint x cos t 1 X 9—x2
] = — = _—_— = —
3’ 9 3
Zatem
/0 _ 2
/\/9—x2dx:garcsin7+g~§-%+C
X fo—a. 2 X
=5 9 x+23rc5|n3+C.

Whynik jest ciagty na [—3,3] i ma na koficach pochodne jednostronne
réwne 0, wiec jest funkcja pierwotng réwniez na tym domknigtym
przedziale.

Dobdr zakresu t byt istotny: bez niego nalezatoby zachowaé |cos t| i
osobno ustala¢ znak.
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Podstawienie Eulera w catce podstawowe;j

Niech k # 0. Pracujemy na przedziale, na ktérym x? + k > 0, i
przyjmujemy
t=x+vVx%+ k.

Witedy t # 0: réwnos$é v x2 + k = —x po podniesieniu do kwadratu
wymuszataby k = 0. Ponadto

X X+ vVx2 4+ k
— | dx = ———— dx
Vx2 + k x2 + k

)

dt = <1+

a wiec dt/t = dx/v/x2 + k. Otrzymujemy

dx
—_— :In’x~|— \/X2—|-k’+C.
/ Vx%+k
Dla k > 0 dziedzing jest R; dla k < 0 rozpatrujemy osobno x < —v/—k
oraz x > v/—k.
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Zerowy parametr: osobny przypadek

Jezeli k =0, to V'x2 = |x] i catka przyjmuje postaé
dx
x|

Dla x > 0 mamy 1/|x| = 1/x, zatem

/d—x =Ilnx+ C,.
x|

Dla x < 0 zachodzi 1/|x| = —1/x, wiec

dx

¥ = —In(—x) + C_.

Na ujemnej pétosi wyrazenie x + v/x2 jest zerem. Nie wolno wiec
wstawia¢ k = 0 do poprzedniego wzoru logarytmicznego bez osobnego
sprawdzenia dziedziny.
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Skalowanie: arcus tangens i arcus sinus
Przyjmijmy a > 0. W pierwszej catce stosujemy t = x/a, dx = a dt:

/ dx 7l/ dx
x24+a2 a2 | 1+ (x/a)?

1 dt 1 X
:f/1+t2:garctgg—|—C, x e R.

W drugiej catce dodatkowo zaktadamy |x| < a:

= arcsin — + C.
/ v

Warunek a > 0 uzasadnia uzycie Va2 = a.
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Funkcja wymierna zmiennej wyktadniczej

Jedli R jest funkcja wymierng, to podstawienie

t=¢e">0, dt = " dx =t dx, dx:%

prowadzi do wzoru

/R(ex) dx = /@ dt.

Nowa funkcja podcatkowa jest wymierna wzgledem t. Mozna zatem uzy¢
dzielenia wielomianéw i rozktadu na utamki proste.

Pracujemy na przedziale, na ktérym mianownik R(e*) nie znika. Po
obliczeniu catki wracamy do t = €. Warunek t > 0 pomaga réwniez
ustali¢ znaki argumentéw logarytméw.
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lloczyny trygonometryczne jako sumy

Dla dowolnych «, 8, x € R:

sin(ax) sin(8x) =

[cos((a — B)x) — cos((a + B)x)]

= N =

cos(ax) cos(8x) = = [cos((a — B)x) + cos((a + B)x)],

=N

sin(ax) cos(Bx) = > [sin((a + B8)x) + sin((a — B)x)].
Wzory wynikaja z tozsamosci dla sinusa i cosinusa sumy oraz réznicy.
Pozwalajg zastapi¢ iloczyn suma funkcji tatwych do scatkowania.

Jedli @ = B lub a = —f3, jeden z argumentéw jest zerowy. Wtedy
korzystamy bezposrednio z sin0 = 0 lub cos0 = 1, bez dzielenia przez
zerowa czestosC.
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Dopetnienie kwadratu pod pierwiastkiem

Rozwazmy [ dx/v/3x? —2x — 1. Poniewaz
3x2 —2x —1=(3x+1)(x — 1),

pracujemy osobno na (—oo,—1/3) i (1,400). Dopetniamy kwadrat:

2
3x2—2x—1—3[(x—;> —3].

Podstawienie t = x — 1/3, dt = dx, daje

/ dx ,L/ dt
V3x2—2x—1 +3.) J/12—4/9
1
- 2 _
_\/gln’tJr\/t 4/9]+c

I 1+ x?2 2x L
=——=ln|x—Z+/x2—Zx—=
3 3 3

V3

W drugim kroku uzyliémy podstawienia Eulera u = t + /t2 — 4/9.
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Tréjmian bez rzeczywistych miejsc zerowych

Dla wszystkich x € R:

1 2 3

2
+x+1= + = + - .
X X (x 2> >0

Najpierw przesuwamy zmienna, t = x + 1/2, a nastepnie ja skalujemy:

du.

S

Otrzymujemy

/ dx _/ dt _ﬁ/ dt
x2+x+1 ) t2+3/4 3] 14(2t/V3)?
x + 1

f/1+u2 V3

Przesuniecie usuwa wyraz liniowy, a skalowanie sprowadza mianownik do
1+ u?

= ar tg + C.
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Dwa przyktady trygonometryczne

1. Dla t = sin? x mamy dt = 2sin x cos x dx = sin 2x dx. Stad na R:

sin 2x dt
=" dx= [ —— = arctg(sin®>x) + C.
/1+sin4x /1—&-1‘2 & )

2. lloczyn zamieniamy na sume:

1 1
sin3x cos 5x = E[sin 8x +sin(—2x)] = E[sin 8x — sin 2x].

/sin3xc055x dx = %/sinSx dx—%/sian dx

1 1
= 71—6c058x+ ZcosZXJr C.

Zatem
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Ujemny wspotczynnik przy kwadracie zmiennej

Dziedzing 1/v/2 + 3x — 2x? jest (—1/2,2). Mamy

Podstawiamy kolejno t = x — 3/4 oraz u = 4t/5:
dx 1 dt
/m\@/ws/@ﬁ
1 4 dt
_\@'5/W
1 du
_Tﬁ/m

x —3

1
= ——arcsin + C.

V2

Warunek —1 < u < 1 jest dokfadnie réwnowazny —1/2 < x < 2.
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Przesuniecie w catce wymiernej

Obliczamy catke na przedziale po jednej stronie punktu x = —3:

/ 3x—2 d /3x—2 q
— dx = | ——= dx.
x24+6x+9 (x +3)2
Przyjmujemy t = x + 3, wiec x =t — 3 i 3x — 2 =3t — 11. Zatem
3x — 3t —
dx 7dt
/(x+3) / t?
_3/——11/t*2dt

11
:3In|t|+T+C

11
=3In|x+3|+ ——= + C.
x+3

Po podstawieniu trzeba przeksztatci¢ rowniez licznik, nie tylko mianownik.
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Liniowy licznik i pierwiastek z tréjmianu

Dla —1 < x < 3 mamy
9+ 6x—3x?>=3[4—(x—1)’] >0.

Woprowadzamy t = x — 1, dt = dx. Wéwczas 3x —5 =3t —2i

3x—5 1 3t — dt
V9 + 6x — 3x2 V4 —t2
t dt dt
-3 / S
Vai—£2 /3 4—t2
Pierwsza catka wymaga podstawienia u = 4 — t?, du = —2t dt:
t dt . 1

- __= -1/2 - _ _ 2
m— 5 u du=—-v4-t2+C.
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Liniowy licznik: potaczenie wynikoéw

W drugiej catce przyjmujemy w = t/2, dt = 2 dw:

/7dt —1/ dt —/ dw —arcsin£+C
Va—t2 2] \/1—(t/2)2 V1—w? 2
Wracamy do t = x — 1 i taczymy stafe:
_ 3x=5 dx = —/3 /4 — (x —1)2
V9 + 6x — 3x?
— ~_arcsin=—— 4+ C.
V3 2

Wynik obowiazuje na (—1,3). Rozdzielenie licznika na cze$¢
proporcjonalng do pochodnej tréjmianu i reszte jest uzyteczne w wielu
podobnych catkach.

W. Domitrz NGRS AEIZIEY 43/89



Funkcja pierwotna a funkcja elementarna

Funkcje elementarne otrzymujemy za pomoca skonczonej liczby dziatan
algebraicznych i ztozen z funkcji potegowych, wyktadniczych,
logarytmicznych, trygonometrycznych oraz odpowiednich funkgji
odwrotnych, na ustalonych gateziach ich dziedzin.

Istnienie funkcji pierwotnej nie oznacza, ze mozna ja wyrazi¢ za pomocy
funkcji elementarnych. Na przyktad ciggta na catej osi funkcja e - ma
funkcje pierwotng, lecz zadna z jej funkcji pierwotnych nie jest
elementarna.

Niepowodzenie jednego podstawienia ani nawet wielu préb nie jest
dowodem nieelementarnosci. Takie rozstrzygniecia wymagaja odrebnych
twierdzen, m.in. twierdzenia Liouville'a, wykraczajacych poza
przedstawione techniki rachunkowe.

Wyniki mozna wtedy opisywaé za pomoca funkcji specjalnych lub catek
oznaczonych. Brak wzoru elementarnego nie oznacza braku rozwiazania.
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Przyktady catek nieelementarnych

Na przedziatach, na ktérych funkcje podcatkowe s3 rzeczywiste i ciaggte,
do klasycznych przyktadéw naleza

H +x
sin x dx, /cosx dx, /e dx., /eixz dx,
X X
/\/)(37 /Inx /sin(xz) dx, /cos(x2) dx, /el/X dx.

Dla 1/Inx przyjmujemy x > 0, x # 1; dla 1/v/x3+ 1 mamy x > —-1. W
pozostatych przyktadach wykluczamy zera mianownikéw. Funkcje sin x/x
mozna w 0 przedtuzy¢ przez warto$¢ 1.

Takze rodziny fxo‘eix dx, [x*sinx dx i [ x®cosx dx, rozpatrywane
dla x > 0, sa nieelementarne przy o € R\ {0, 1,2,...}. Dla nieujemnych
wyktadnikéw catkowitych dziata wielokrotne catkowanie przez czesci.
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Catki eliptyczne: znaczenie parametru

Dla 0 < |k| < 1 kolejne przyktady nieelementarne to

d
/—X, /\/1 K2 sin? x dx.
V1 — k2sin x
Sa to catki eliptyczne odpowiednio pierwszego i drugiego rodzaju. Przy

wskazanym zakresie parametru wyrazenie pod pierwiastkiem jest
dodatnie dla kazdego x € R.

Warunek k # 0 jest istotny: gdy k = 0, obie funkcje podcatkowe s3
réwne 1, wiec obie catki maja postaé x + C.

Réwniez przy |k| = 1 nastepuje przypadek szczegdlny:

V/1 —sin? x = | cos x|. Catkowanie wymaga wéwczas ustalenia znaku
cosinusa na poszczegdlnych przedziatach i prowadzi do funkgji
elementarnych.
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Funkcje wymierne i utamki proste

Funkcja wymierna ma postaé¢ L(x)/M(x), gdzie L, M sa wielomianami
rzeczywistymi, a M nie jest wielomianem zerowym. Jej dziedzine
wyznacza warunek M(x) # 0.

Jest wtasciwa, jesli deg L < deg M; funkcje zerowa traktujemy jako
trywialny przypadek.

Utamki proste

Pierwszego rodzaju:

A

m, A736R7 kZ].

Drugiego rodzaju:

Ax + B

Pt pxt A B,p,geR, k=>1,

przy czym k jest catkowite, a p?> — 4q < 0.

Ostatni warunek oznacza, ze czynnik kwadratowy nie ma rzeczywistych
pierwiastkéw i jest dodatni na catej osi.
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Rozktad mianownika i dzielenie wielomianéw

Kazdy niezerowy wielomian rzeczywisty mozna zapisa¢ w postaci

m s

M(x)=c[J(x—a)" [[(C +pix+q)t,  c#0.

Jj=1 Jj=1

Tutaj kj, /; s3 dodatnimi liczbami catkowitymi, pj2 —4q; <0, a rézne
czynniki liniowe i rézne unormowane czynniki kwadratowe grupujemy
osobno. Dla wielomianu statego oba iloczyny moga by¢ puste.

Z dzielenia z reszta:
L=QM+ S, degS <degM Ilub S =0,

wynika

L S

= Qo
Najpierw catkujemy wielomian Q, a pozostaty utamek wtasciwy
rozktadamy na utamki proste. Staty czynnik ¢ mozna przenie$¢ do

licznika.
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Twierdzenie o rozktadzie na utamki proste

Dla utamka wtasciwego i mianownika roztozonego jak poprzednio istnieja
jednoznacznie wyznaczone wspotczynniki rzeczywiste, dla ktérych

MG) ~ 22— a)
s
+ Z B,JX + C’J
22t q)

Przy kazdym czynniku uwzgledniamy wszystkie potegi od 1 do jego
krotnosci. Licznik przy czynniku liniowym jest staty, a przy
nierozktadalnym kwadratowym ma stopien najwyzej 1.

Wspétczynniki wyznaczamy po pomnozeniu przez wspdlny mianownik.
Otrzymujemy tozsamo$¢ wielomianowa, ktérg mozna badal przez
poréwnanie wspétczynnikéw lub podstawianie dogodnych wartosci x.
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Jak zapisa¢ postac rozktadu?

Dla przyktadu

2x +3
x3(x —1)%(x? 4+ x + 1)?
AL A A3 B B,
X3 T x—1 (x—1)2
C1X + Dl C2X + D2
x2+x+1  (x2+x+1)%

Czynnik x3 daje trzy sktadniki, (x — 1)? dwa, a (x?> 4+ x + 1)? dwa
sktadniki z licznikami liniowymi.

Nie pomijamy nizszych poteg mianownika nawet wtedy, gdy w
poczatkowym utamku wystepuje tylko jego najwyzsza potega. Cze$é
wspotczynnikdw moze okazac sie zerowa dopiero po rozwigzaniu uktadu.
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Wyznaczanie wspétczynnikow rozktadu

Szukamy rozktadu dla x # 2:

2x2 +2x + 13 A Bx+ C Dx + E

22 +1)2 x—2 @+1 Tere

Po pomnozeniu przez wspdlny mianownik:

2x% +2x +13 = A(x* + 1)* 4+ (Bx + C)(x — 2)(x* + 1)
+ (Dx + E)(x — 2).

Rozwijamy prawa strone i poréwnujemy wspdtczynniki:

A+B=0,
—2B+C=0,
2A+B-2C+ D=2,
2B+ C—-2D+E=2,
A—2C —2E =13.
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Rozwiazanie uktadu dla utamkéw prostych

Z pierwszych rébwnain mamy B = —A oraz C = —2A. Trzecie réwnanie
daje D =2 —b5A, a czwarte E =2+ 2D = 6 — 10A.

Ostatnie réwnanie przyjmuje postac
A+4A—2(6 —10A) = 13, 25A = 25.

Zatem

Ostatecznie

Rozktad

2x%2 +2x + 13 1 x+2 3x +4

(x—2)(x2+1)2 x—-2 x24+1 (x2+1)%

Po znalezieniu wspétczynnikdédw warto sprowadzi¢ prawa strone do
wspdlnego mianownika i odtworzy¢ poczatkowy licznik.
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Catkowanie utamkoéw prostych pierwszego rodzaju

Dla k€ {1,2,3,...}:

Aln|x —a| + C, k=1,

A
A ax=
/(Xfa)k 1Ak(x—a)1’k+C, k> 2.

Oba wzory otrzymujemy przez podstawienie t = x — a, dt = dx:

/(X_Aa)kdx:A/tkdt.

Przy k = 1 wyktadnik wynosi —1, dlatego pojawia sie logarytm. Dla
k > 2 stosujemy regute potegowa.

Catkujemy osobno na (—o0, a) i (a,+00). Punktu a nie wolno wtaczaé
do przedziatu catkowania.
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Utamki drugiego rodzaju: rozdzielenie licznika

Niech Q(x) = x2 4+ px + q, p?> — 4g < 0. Wéwczas Q(x) > 0i

Ax+B=;\(2x+p)+<B—A2p).

Dlatego
Ax+ B A [2x+p

QG =2 Qe

(5-%) iy

W pierwszej catce t = Q(x), dt = (2x + p) dx, wiec

frsen fare
TG k=2

Pozostata catka ma staty licznik i wymaga dopetnienia kwadratu.
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Sprowadzenie do catek rekurencyjnych

Oznaczmy d = q — p?/4 = (4q — p?)/4 > 0. Wéwczas

Q) = (x+ g)z +d.

Podstawiamy

t:X+p/2, dx = V/d dt.

Vd

dx :dl/H/ dt
Qx)* (14 e2)%

Pozostaje obliczy¢ rodzine /,(t) = [(1+ t2)~" dt:

Dostajemy

h(t) = arctgt + C,

() = t n 2n—3
" 2(n=1)(1+ )1 2p -2

State posrednie w tym zapisie taczymy w jedna stata catkowania.

/nfl(t), n>2.
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Wyprowadzenie wzoru rekurencyjnego

Dla catkowitego n > 2, z doktadnoscia do statej:

1+ x%2—x? x2
h=| —————dx=lh1—Jn, Jn= [ —— dx.
/(1+x2)" Xl = I /(1+x2)“ *

W J, catkujemy przez czeSci, wybierajac

f=x, g=—"" f=1 g=-— =
O E T U T T ET a1+ )t
Stad
X 1
Jp=— I
21— DL+ 2n—1) "

Po podstawieniu do I, = I,_1 — J,:

| X +2n—3l
"T2n—1)(1+x2) 1 " 2n—2""

Kazdy krok zmniejsza wyktadnik mianownika o 1, az do /.
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Przypadek rekurencji dla kwadratu mianownika

Dla n = 2 wzér rekurencyjny daje

I—/ dx = X +Earctx+C
27 ] T x2)2 214 x2) 2T

Mozna tez wykona¢ rachunek bezposrednio:

/_/ dx / x2 q
27 [ 11 x2 (1 + x2)2 X

W drugiej catce wybieramy f = x, g’ = x/(1 + x?)?, zatem
g = —1/[2(1 + x?)]. Otrzymujemy

b = arctgx — |— X +1 dx
2= arctg 20+ x2) 2] 11

X + 1arct +C
=—7F+ = X .
21+ x2) 278

Ten szczegblny przypadek wykorzystamy w kolejnych przyktadach.
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Catkowanie wyznaczonego rozktadu

Dla x # 2 korzystamy z wcze$niej obliczonych wspdtczynnikéw:

2
I—/(2X +2x +13 dx

x —2)(x2+1)?
/ dx /x+2 q / 3x+4 q
= — X — | ——— dx
x —2 x2+1 (x2+1)2
1 2x dx
—lnjx—2— = [ - ax—2 [ &
nx =2 2/X2+1dx /1—i—x2
3 2x
S22 ax— 4,
2/(x2+1)2 dx =4,

W catkach z licznikiem 2x przyjmujemy t = x? + 1:

2x 2 2x 1
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Zebranie sktadnikow catki wymierne;j

Po podstawieniu wzoru na /, otrzymujemy

1
I=In|x—-2| - 5 In(x? + 1) — 2arctgx

SR al Xt Tarctgx| 1 C
- —arctgx
2(x2+1) 21+ x2) 278
1 —4
=In|x -2| - 5 In(x? 4+ 1) — 4arctgx + ﬁ + C.
Mozemy potaczy¢ logarytmy:
x—2 3 —4x
| =In|——| — 4arctgx + ——~ + C.
m’ T2+ 1)

Stata wybieramy osobno dla x < 2 i x > 2. W liczniku ostatniego
sktadnika dodatnie 3 pochodzi z iloczynu (—3/2) - (—1).
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Drugi przykfad: kwadrat tréjmianu

Niech @ = x? + x + 1 > 0. Licznik rozdzielamy wzgledem @' = 2x + 1:

3 1
3x+2=-(2x+1)+ =.
x+2=3(2x+1)+3

Zatem
3x +2 3 2x +1 1 dx
Q2 dX = 5 Q2 dX + 5 702 .

Pierwsza catka jest bezposrednia: t = Q, dt = (2x + 1) dx daje

2x +1 / 2 1
——— dx= [ tTodt=——=+C.

Q? Q
Do drugiej stosujemy t = x + 1/2, a nastepnie u = 2t/+/3. Wéwczas

3 3 \/§
— 2 _ = - 2 = = —
R=t +4 4(1+u), dx =dt 5 du.
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Drugi przykfad: rekurencja i wynik

Mamy
Jo [l e ey
“J @9 2 ) 0t ey
4\/§ u
=5 (1+u2+arctgu)+C

2 +1  4/3  2x+1

+ arct + C.
3Q g T3
Po potaczeniu z pierwsza czescia:
3x +2 3 2x+1  2V3 2x +1
dx = ——+ + arct + C
@ 207 6@ 9 T A
x—4 2V3 2x +1
= t C.
3(x2+x+1)+ 9 arctg 73 +

Wynik obowiazuje dla kazdego x € R.
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Trzeci przyktad: dobdér dogodnych wartosci

Dla x # 1 zapisujemy

X—|—1 o A + B C1X—|—D1
(x—1)2(x2+1) x-1 (x-—1) x24+1

Po usunieciu mianownikéw otrzymujemy tozsamos$é wielomianowa
Alx = 1)+ 1)+ B(x*+ 1) + (Cix + D1)(x — 1)* = x + 1.

Mozemy teraz podstawi¢ takze x = 1: obie strony s wielomianami.
Dostajemy 2B = 2, czyli B = 1. Po jego wstawieniu:

A(x — 1)(X2 + 1)+ (Gix + Dy)(x — 1)2 = —x(x—1).
Skrécenie wspdlnego czynnika daje nowa tozsamos$¢ wielomianowa:
AX?> + 1)+ (Cix + D) (x — 1) = —x.

Ponownie podstawiamy x = 1: 2A = —1, zatem A= —1/2.
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Trzeci przyktad: pozostate wspotczynniki i catka

Po wstawieniu A= —1/2:

(Gx+D))(x—-1)=—x+ %(XQ +1)= %(x —1)2

Zatem Cix + Dy = (x — 1)/2, czyli C; =1/2, D; = —1/2. Catkujemy:

/ 1/ dx +/ dx +1/x—1 q
== — | —— dx

2) x—-1 (x—=1)2 2 x2+1

1 1 1 2x 1 dx
= Zihnjx—1 - ——+> [ - dax— I [

5 Inb—1] X—1+4/X2+1 x 2/x2+1

1

1 1 1
:—§In|x—1| —m—kzln(xz—l—l)—iarctgx—&—c

Stafa jest dowolna na kazdym z przedziatéw (—oo,1) i (1, 400).
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Catkowanie funkcji trygonometrycznych

Przy potegach sinusa i cosinusa wykorzystujemy

1 — cos2x 5 14 cos2x . sin 2x
—_— cos” x = sin x cos x = .

Sinx = = 2 2

Jesdli jeden z wyktadnikéw w iloczynie sin™ x cos” x jest nieparzysty,
czesto mozna odtaczy¢ jeden czynnik sin x albo cos x i podstawi¢
odpowiednio t = cos x albo t = sin x.

Dla catki zaleznej wymiernie od tangensa przyjmujemy

dt

t= th, X = arctgt =+ kﬂ', dX = m

Na przedziale (—7/2 + km,7/2 + km):

/ R(tgx) dx = / lth)z dt,

o ile dodatkowo nie zeruja si¢ mianowniki wystepujace w R.
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Uniwersalne podstawienie trygonometryczne

Przyjmujemy t = tg(x/2) na przedziale ((2k — 1), (2k + 1)7). Wtedy

2 dt
x = 2arctgt + 2km, dx = i e
Ze wzordéw na podwojony kat:
sin 2sin(x/2) cos(x/2) 2t
inx = = ,
cos?(x/2) +sin?(x/2) 1+t2
2(x/2) —sin®(x/2) 1—1t2
cosx = 5 (x/2) —sin*(x/2)

cos?(x/2) +sin®(x/2) 14 t?

Dla funkcji wymiernej R dwdch zmiennych otrzymujemy catke wymierna:

_ 2t 1—t?\ 2dt
/R(smx,cosx) dx:/R<1+t271+t2> 1+ 2

Wykluczone przez podstawienie punkty x = (2k + 1)m nie musza by¢
osobliwosciami poczatkowej funkgji.
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Podstawienie pofowy kata: przyktad

Obliczamy [ dx/(5 + 4 cos x). Mianownik jest zawsze dodatni, bo
5+ 4cosx > 1. Na przedziale ((2k — 1)7, (2k 4+ 1)) podstawiamy
t = tg(x/2):

/ dx _/ 2/(1+ t?) dr
5+4cosx ) 5+4(1—t2)/(1+1t2)
_2/ dt _g/ dt
o t24+9 9/ 1+(t/3)?
Dla u = t/3 mamy dt = 3 du, zatem

/dix—garctu—i—C—garct 1ti +C
5tdcosx 3% — 378 38 '

Ten zapis jest lokalny: na granicach wybranego przedziatu tangens
potowy kata nie jest okreslony.
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Jak otrzymac funkcje pierwotng na catej osi?

Poczatkowa funkcja 1/(5 + 4 cos x) jest ciagta na R, wiec ma globalna
funkcje pierwotna. Lokalne wzory trzeba potaczy¢ z odpowiednimi

statymi:
2 1 x 2km
F —arct —
(x) = 3arcg(3 2)+ 3 +C,
(2k — )m < x < (2k + 1), k € Z.
W brakujacych punktach przyjmujemy

(2k + 1)m

F((2k+1)m) = ==

+C.
Istotnie, gdy x dochodzi do (2k + 1)7 z lewej, cze$¢ z arcus tangensem
dazy do 7 /3; z prawej dazy do —x/3, ale numer przedziatu rosnie o 1.

Dodanie 2k7/3 wyréwnuje obie granice. Tak potaczona funkcja ma
réwniez w tych punktach pochodng réwna 1/(5 + 4 cos x) = 1.
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Parzysta potega cosinusa

Dwukrotnie stosujemy wzér redukujacy kwadrat cosinusa:

1
/cos4x dx = Z/(l + cos 2x)? dx

1
= Z/(1—1—2cos2x—4—c0522x) dx

x 1 1
Z+ZS'n2X+§/(1+COS4X) dx

X+1'2+X+1 indx + C
= — + —sin — + —sin
2 4S| X 8 325| X

|3

1. 1 .
5 —I—ZS|n2X—|——S|n4X+C.

32

Wspétczynniki 1/2 oraz 1/4 przy catkowaniu cosinuséw wynikaja z
pochodnych ich argumentéw. Wynik obowigzuje na catej osi rzeczywiste;j.
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lloczyn parzystych poteg

Najpierw wykorzystujemy sin x cos x = sin 2x/2:
/sin4xcoszx dx = /sin2 x(sin x cos x)? dx
1 9 1 2
=3 sin“ 2x dx — 3 sin® 2x cos 2x dx.

W pierwszej catce sin?2x = (1 — cos4x)/2, a w drugiej przyjmujemy
y =sin2x, dy = 2cos2x dx:

1 1
/sin4xcoszx dx = — [ (1 —cos4x) dx —

2
16 6/ Y
X

1 1
:1—6—asin4x—@sin32x+C.
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lloczyn nieparzystych poteg

W catce fsin3xcossx dx odtgczamy jeden czynnik sin x, a pozostate

sin? x zastepujemy przez 1 — cos? x:

/sin3 x cos® x dx = /(1 — cos? x) cos® x sin x dx.
Przyjmujemy y = cos x, dy = —sin x dx:
/sin3xcos5x dx = 7/(1 —y?)y® dy

5dy+/y7dy
8

y
S A A
6 "8 "

1 1
= —Ecos6x+ gcosgx—i— C.

S, —

Rezultat jest poprawny na catej osi; nie wymaga globalnej odwracalnosci
funkcji cos x.
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Czwarta potega tangensa

Na przedziale (—7/2 + km,7/2 + kr) podstawiamy t = tgx,
dx = dt/(1 + t?). Dzielenie wielomianéw daje

t ) 1
=t"-1
14t +1—|—t2
W konsekwencji
/t 4x dx—/t4 dt
& ) 142
3

:§7t+arctgt+C

1
= §tg3x—tgx+x+ C.
Na wybranym przedziale arctg(tgx) = x — k. Rdznica —km jest stafa,

dlatego mozna jg wiaczy¢ do C. Nie uzywamy réwnosci arctg(tgx) = x
poza podstawowa gatezig bez takiego uzasadnienia.
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Dalszy przyktad: funkcja wyktadnicza

Dla x € R przyjmujemy t = & > 0 i dt = €* dx. Witedy

e dx = e*(e* dx) = t? dt.

e3x t2
/e2X+1 dX_/t2+1dt
1
—/(1—t2+1>dt

=t—arctgt + C
= e* — arctg(eX) + C.

Zatem

Rozktad t2/(t?> 4+ 1) = 1 — 1/(t? + 1) sprowadza wynik do dwéch wzoréw
podstawowych.
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Dwa trojmiany pod pierwiastkiem

1. Dla x € R:
X2+ A4x +6 = (x+2)°+2.

Podstawiamy t = x + 2, a nastepnie uzywamy u =t + V12 + 2:

/ dx _/ dt
VX2 +ax+6 J Vi2+2
=In (X+2+\/X2+4X+6>+C.

Argument logarytmu jest dodatni, gdyz v/t2 + 2 > |t].
2.Dla-1<x<3—x>+2x+3=4—(x—1)2Dlat=x-1,a
potem u = t/2, dostajemy

x—1

+ C.

= arcsin

/ dx _/ dt _/ du
V=x2+2x+3 J Va-2 J Vi—2
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Wzér Ostrogradskiego: zatozenia i postac

Niech Q(x) = ax? + bx + ¢, a# 0, a W, bedzie wielomianem stopnia
n > 1. Na przedziale, na ktérym Q(x) > 0, szukamy postaci

W, (x) = P (x " dx
) d 1)V Q(x) + K w50

Niewiadomymi sg wspétczynniki wielomianu P,_1 stopnia n — 1 oraz
stata K. Statg catkowania dopisujemy po obliczeniu catki podstawowe;j.

Rézniczkujemy i mnozymy przez v/Q:

/
Wn:sz,fl“F%Pn—l‘FK-

Jest to tozsamo$¢ wielomianowa. Dla n = 0 catka jest po prostu stata
wielokrotno$cia catki podstawowej; gdy a = 0, stosujemy metody dla
wielomianu liniowego lub statego.
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Dlaczego metoda Ostrogradskiego dziata?

Poréwnujemy wspdtczynniki w tozsamosci

/
Wn:QP’+%P+K.

Jedli najwyzszy wyraz P to p,_1x""!, to wspétczynnik przy x" po prawe;
stronie wynosi
a(n —1)py—1+ apn—1 = anpp_1.

Poniewaz a # 0 i n > 1, mozna jednoznacznie wyznaczy¢ p,_1.
Nastepnie poréwnujemy kolejne potegi, od najwyzszej do najnizszej,
wyznaczajac pozostate wspdtczynniki P.

Po ich ustaleniu réwnanie dla wyrazu statego wyznacza K. Otrzymujemy
wiec uktad, ktéry mozna rozwigzaé kolejno. Nastepnie wystarcza obliczyé

fdx/\/@, korzystajac z dopetnienia kwadratu i wczesniej poznanych
podstawien.
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Ostrogradski: dodatni tréjmian

Dla Q = 4x? — 4x + 3 = (2x — 1)? + 2 > 0 zapisujemy

/\Fdx_/—dx_(AerBerK jﬁ

Po rézniczkowaniu:
Q=AQ+ (Ax+ B)(4x —2) + K.
Prawa strona jest réwna
8Ax? + (—6A + 4B)x + (3A — 2B + K).
Poréwnujemy wspétczynniki z 4x? — 4x + 3:
8A = 4, —6A+ 4B = —4, 3A-2B+ K =3.

Stad A=1/2, B= —1/4 oraz K = 1. Pozostaje catka podstawowa z
1/VQ.
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Ostrogradski: obliczenie pozostatej catki

Dla t = 2x — 1, dx = dt/2, otrzymujemy

/ dx 71/ dt
Vax2 —4x+3 2] V242
1
I 2
—2|n<t—|— t+2)+c

1
:§|n<2x71+\/4x274x+3>+C.

W drugim kroku uzyliémy podstawienia Eulera; argument logarytmu jest
dodatni. Ostatecznie na catej osi:
) 4x2 —4x +3

X
Vax2 — 4 dx= (% —
/ X x + 3 dx (2 2

1

+§In(2x—1+\/4x2—4x+3)—|—C.

1
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Catka z pierwiastka sumy kwadratéw

Niech k # 0 i x2 + k > 0. Przyjmujemy

dx
Vx2+ kdx=(Ax+ B \/X2+k+K/7.
/ ( ) Vx2+k
Rézniczkowanie i pomnozenie przez pierwiastek daje

x4+ k=A(x®+ k) + (Ax + B)x + K = 2Ax*> 4+ Bx + Ak + K.

Zatem A=1/2, B=0, K = k/2. Stad

k
/\/xz—i—kdx:% x2—|—k—|—§|n‘x—|—\/x2+k‘+C.

Dla k = 0 catkujemy osobno |x| i otrzymujemy na catej osi

1
/|x| dx = §x|x| + C.
Nie pozostawiamy nieokreslonego wyrazenia 0 - In 0.
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Catka z pierwiastka réznicy kwadratéw

Zaktadamy a > 0 i |x| < a. Szukamy postaci

dx
vVaZz—x2dx=(Ax+ B \/a2fx2+K/7.
/ ( ) Vva? — x?

Po rézniczkowaniu i pomnozeniu przez pierwiastek:
a? —x? = A(@® — x*) — (Ax + B)x + K = —2Ax? — Bx + Aa*> + K.

Wynika stad A=1/2, B=0, K = a%/2, wiec

2

/\/22—x2 dx:X\/ 2—><2—|—%arcsinf—|—C.
a

5 a

Wzér przedtuza sie na [—a, a] z pochodnymi jednostronnymi réwnymi 0
na obu koncach. Dla a = 3 otrzymujemy wczesdniejszy wynik uzyskany
podstawieniem trygonometrycznym.
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Pierwiastki roznych stopni

Dla x > 0 w catce

1 4

/ + /X e
X 4+ /X

przyjmujemy t = /x > 0, czyli x = t*, \/x = t?, dx = 4t3 dt. Wtedy

/1+\f 4/t2+tdt
X+ /X 2+1
t—1
=4 1 dt
/< i 2+1>
=4t + 2In(t? + 1) — 4arctgt + C

= 4y/x + 2In(y/x + 1) — darctgy/x + C.

Punkt x = 0 wyklucza mianownik poczatkowej funkcji. Wybranie t > 0
zapewnia, ze {4/?4 =t.
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Podstawienie z pierwiastkiem ilorazu

Dziedzing x21/(1 + x)/x jest (—oo, —1] U (0, +00). We wnetrzach tych
przedziatéw przyjmujemy

[T+ x , 1 1 2t
X >0, +X’ x 2 -1’ x (t2—1)?

Dlax <—-1mamy0<t<1, adlax>0mamyt> 1. Zatem
1 /1+x 5 5 2t
— dx= [(t° = 1)t | ——5—=5 | dt
/x2 x /( ) ( (t21)2>

2 1 3/2
:—2/t2dt:—3< J;X> +C.

Na (—oo, —1] wynik obejmuje takze koniec —1 z pochodnga lewostronng
réwna 0. State na obu sktadowych dziedziny sa niezalezne.
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Podstawienie odwrotnosci przesunietej zmiennej

Rozwazmy [ dx/[(x — 1)1 — x?] na (—1,1). Przyjmujemy

1 1 1 dt
t= —= =14 - dx = ——.
x—1 < 2’ x + t’ X t2
Poniewaz
1+ 2t v—1-2t
1-x2=— + , Vi-x2= """

t2
catka przyjmuje postaé
/ |t] dt—/ dt

ty—1-2t ) y-1-2t

Ostatnia réwno$¢ wynika z t < 0, czyli [t|/t = —1. Kontrola znaku jest
konieczna; nie wolno zamieniaé v't2 na t dla ujemnych t.
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Odwrotnos¢ zmiennej: wynik i sprawdzenie

Dla u=—1—-2t >0 mamy du = —2 dt, wiec

dt 1 ~1/2 B
/m— 2/u du=—u+C

Y R ko)
x—1 1—x

Na (—1,1) stosunek pod pierwiastkiem jest dodatni. Sprawdzamy wynik,
oznaczajac v = (1+ x)/(1 — x):

, 2 YV S 1
Y- N (S NCA TR Nl

Jest to doktadnie 1/[(x — 1)v/1 — x2].
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Podstawienia Eulera: cel i pierwszy wariant

Rozwazamy catki [ R(x,/Q(x)) dx, gdzie R jest funkcja wymierna
dwéch zmiennych, Q(x) = ax? + bx + ¢, a # 0. Pracujemy na przedziale,
na ktérym @ > 0 i wszystkie mianowniki s3 niezerowe.

Jesli a > 0, wybieramy znak s € {—1,1} i podstawiamy

\/5:t+s ax.

Po podniesieniu do kwadratu wyrazy ax? skracaja sie:

2 — ¢

b =t 4+ 2s\/atx, =
X -+ € sv/atx P% b 2svat

Wtedy zaréwno x, jak i v/Q = t + s\/ax oraz dx/ dt s3 funkcjami
wymiernymi zmiennej t. Catka staje sie wymierna.

Dobieramy znak i zakres t tak, aby zachowa¢ wyjsciowa réwno$¢ z
nieujemnym pierwiastkiem i nie dzieli¢ przez zero.
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Podstawienia Eulera: drugi i trzeci wariant

Jesli ¢ > 0, przyjmujemy /@ = tx + s\/c, s = 1. Po podniesieniu do
kwadratu:
(a— t3)x* + (b —2sy/ct)x = 0.

Na czesci przedziatu z x # 0 otrzymujemy

2s\/ct—b
X=—"7F—.
a—t?
Jesdli Q = a(x — x1)(x — x2) ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste,
ktadziemy v/Q = t(x — x1). Po skréceniu x — xi:
.2 . t2x1 — axo
a(X_X2)—t(X_X]_)7 X—ﬁ

W obu wariantach otrzymujemy funkcje wymierne zmiennej t, na
odpowiednio wybranych przedziatach.

Przy podwdjnym pierwiastku rozpatrujemy bezposrednio

Va(x —x0)? = +/a|x — x| (gdy a > 0). Znak ustalamy na kazdej stronie

X0-
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Standardowe podstawienia trygonometryczne

Zaktadamy a > 0 i wybieramy gataz podstawienia zgodna z dziedzina:

Pierwiastek | Podstawienie | Wartos¢ pierwiastka

Va2 —x2 | x=asint acost
Va2 + x? x = atgt a/cost
Vx2—a2 | x=a/cost altgt|

W pierwszym i drugim wierszu wybieramy —7/2 < t < 7/2, wiec
cos t > 0. Rézniczki wynoszg odpowiednio

a

dx = acost dt, dx = >
cos? t

W trzecim wierszu dx = asin t/cos? t dt. Dla x > a wybieramy
0<t<7/2 adlax < —awybieramy 7/2 < t < w. Wartoé¢
bezwzgledna rozpisujemy wedtug znaku tgt.

Te podstawienia usuwaja pierwiastek; dalszy rachunek wykorzystuje
wzory i metody catkowania funkcji trygonometrycznych.
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Potegi wymierne: wspdlne podstawienie

Niech R bedzie funkcja wymierna, p; € Z, q; € {1,2,...}, a utamki p;/q;
beda skrécone. Oznaczmy

k=NWW(q1,.-.,qm)-

Dla x > 0 w catce

/R (x,x”l/‘“7 e ,xpm/qm) dx

stosujemy x = t*, t > 0, dx = ktk~1 dt. Wtedy
xPil G = tkrilai,
a wszystkie wyktadniki kp;/q; sa catkowite, wiec otrzymujemy funkcje
wymierng zmiennej t.
Analogicznie dla ax + b > 0 i a # 0 przyjmujemy

K k
ax + b = tk, x= 1t b, dx = =tk 1 dt.
a a

Dla ujemnej podstawy dopuszczamy takie rzeczywiste gatezie tylko
wtedy, gdy odpowiednie mianowniki wyktadnikdéw sa nieparzyste.
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Potegi wymierne funkcji homograficznej

Niech ad — bc # 0 i cx + d # 0. Dla dodatniej wartosci
(ax + b)/(cx + d) podstawiamy

ax+b P
=t t>0 k = NWW .
ex+d ’ -5 (a1, qm)

Rozwiazujac réwnanie wzgledem x, dostajemy

dtk — b k(ad — bc)tk—1
X=—, dx = —————
a— ctk (a — ctk)?

dt.

Kazda potega [(ax + b)/(cx + d)]Pi/% przechodzi w catkowita potege
thPi/9 Catka z funkcji wymiernej tych wyrazen staje sie wiec catka
wymierng zmiennej t.

Zaktadamy a — ctk # 0. Gdy ad — bc = 0, iloraz jest staty na swojej
dziedzinie i nie stuzy jako nowa zmienna; wtedy upraszczamy funkcje
podcatkowa bez tego podstawienia.
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Odwrotnos¢ przesuniecia: czynnik liniowy

W catkach postaci

/ Ax + B
dx
(x —a)Vax?+ bx+c

przydatne bywa podstawienie

1 1 dt
X—a=-, X=a+ —, dx = ——.
t t t2
Wtedy
(T
ax>’+ bx+c= Q g ),
t
Q.(t) = (a0® + ba + ¢)t* + (2aa + b)t + a,
i koniecznie

t
Vax?+bx+c= C|?t*()
Po obu stronach x = a znak t ustalamy osobno. Zachowujemy
dodatnio$¢ pierwiastka i niezerowos¢ mianownikéw. Przyktad z o = 1
pokazuje, jak kontrola znaku upraszcza catkowanie.
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