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Sumy ca lkowe

Dana jest funkcja f : [a, b] → R.

Dla n ∈ N przez ∆n oznaczmy podzia l przedzia lu [a, b] taki, że
a = x0 < x1 < · · · < xn = b, ∆xk = xk − xk−1, k = 1, . . . , n.

Średnica podzia lu: δn = max1⩽k⩽n ∆xk

Mówimy, że cia̧g podzia lów jest normalny ⇐⇒ limn→∞ δn = 0

Tworzymy sumȩ ca lkowa̧ wybieraja̧c dowolny punkt
ξk ∈ [xk−1, xk ], k = 1, . . . , n:

Sn =
n∑

k=1

f (ξk) · ∆xk
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Tworzymy sumȩ ca lkowa̧ wybieraja̧c dowolny punkt
ξk ∈ [xk−1, xk ], k = 1, . . . , n:

Sn =
n∑

k=1

f (ξk) · ∆xk
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Ca lka oznaczona (Riemanna)

Definicja

Jeśli dla każdego cia̧gu normalnego podzia lów przedzia lu [a, b]
istnieje granica w laściwa cia̧gu sum ca lkowych (Sn), niezależna od
wyboru punktów ξk , to tȩ granicȩ nazywamy ca lka̧ oznaczona̧
(Riemanna) funkcji f na przedziale [a, b] i oznaczamy:∫ b

a
f (x) dx

∫ b
a f (x) dx = limδn→0

∑n
k=1 f (ξk) · ∆xk

Jezeli ca lka
∫ b
a f (x) dx istnieje to mówimy, że funkcja f jest

ca lkowalna w sensie Riemanna na [a, b] (lub R–ca lkowalna na
[a, b]). Zbiór wszytkich fukcji R-ca lkowalnych na [a, b] oznaczamy
przez R[a, b]. a nazywamy dolna̧, a b to górna̧ granica̧ ca lkowania.
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[a, b]). Zbiór wszytkich fukcji R-ca lkowalnych na [a, b] oznaczamy
przez R[a, b].

a nazywamy dolna̧, a b to górna̧ granica̧ ca lkowania.
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Interpretacja geometryczna ca lki oznaczonej

Jeśli f – cia̧g la, nieujemna w [a, b], to:
∫ b
a f (x) dx = |D|, gdzie |D|

– pole figury ograniczonej wykresem funkcji y = f (x) i prostymi
y = 0, x = a, x = b.
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Interpretacja fizyczna ca lki oznaczonej

Niech v : [a, b] → R bȩdzie funcja̧ prȩdkości w zależności od czasu.

Podzielmy odcinek czasu [a, b] punktami
a = t0 < t1 < t2 < · · · < tn−1 < tn = b.
Niech vi = v(τi ), gdzie τi ∈ (ti−1, ti ) oraz ∆ti = ti − ti−1 dla
i = 1, · · · , n.
Wtedy droga s przebyta od chwili a do b jest w przybliżeniu równa
sn =

∑n
i=1 vi∆ti .

Jeśli cia̧g średnic podzia lów δn = maxk=1,··· ,n∆tk da̧ży do zera to

limn→∞ sn =
∫ b
a v(t)dt jest droga̧ przebyta̧ w czasie od chwili a do

chwili b.
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Podzielmy odcinek czasu [a, b] punktami
a = t0 < t1 < t2 < · · · < tn−1 < tn = b.
Niech vi = v(τi ), gdzie τi ∈ (ti−1, ti ) oraz ∆ti = ti − ti−1 dla
i = 1, · · · , n.
Wtedy droga s przebyta od chwili a do b jest w przybliżeniu równa
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Tw. (warunek konieczny)

Jeśli f : [a, b] → R jest nieograniczona w przedziale to f nie jest
R-ca lkowalna na [a, b].

Dowód: Z za lożenia wynika, że dla każdego podzia lu ∆n istnieje
przedzia l [xr−1, xr ], w którym funkcja jest nieograniczona.
Wybieramy punkty pośrednie z pozosta lych przedzia lów
ξk ∈ [xk−1, xk ], jako ostatni wybieramy ξr ∈ [xr−1, xr ] tak, aby
|Sn| > n.
Jest to sprzeczne z istnieniem granicy w laściwej limδn→0 Sn

niezależnej od wyboru ξk .

Wniosek

Jezeli funkcja f jest R-ca lkowalna na [a, b] to f jest ograniczona w
[a, b].
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Dowód:

Z za lożenia wynika, że dla każdego podzia lu ∆n istnieje
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Przyk lad funkcji ograniczonej i nieca lkowalnej w sensie Riemanna

Niech f bȩdzie funkcja̧ Dirichleta czyli f (x) = 1 dla x ∈ Q i
f (x) = 0 dla x ∈ R \Q. Niech a, b ∈ R i a < b. Rozważmy
dowolny cia̧g normalny podzia lów a = x0 < x1 < · · · < xn = b. Z
każdego przedzia lu [xi−1, xi ] wybieżmy ξi ∈ Q. Wtedy
Sn =

∑n
i=1 f (ξi )∆xi =

∑n
i=1 1 · ∆xi = b − a czyli

limn→∞ Sn = b − a. Jeśli zaś z każdego przedzia lu wybieżemy
ξi ∈ R \Q to Sn =

∑n
i=1 0 · ∆xi = 0 i limn→∞ Sn = 0. Sta̧d

wynika, ze f nie jest R-ca lkowalna na [a, b].

Tw. (warunek wystarczaja̧cy)

Jeśli funkcja f : [a, b] → R jest ograniczona w [a, b] i cia̧g la w
[a, b] z wyja̧tkiem skończonej liczby punktów to f jest
R-ca lkowalna na [a, b].
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W lasności ca lek oznaczonych

(1) f , g ∈ R[a, b] i funkcje f i g różnia̧ siȩ w skończonej liczbie
punktów, to ∫ b

a
f (x) dx =

∫ b

a
g(x) dx

(2) f , g ∈ R[a, b] i f ⩽ g w [a, b], to∫ b

a
f (x) dx ⩽

∫ b

a
g(x) dx

(3) f ∈ R[a, b] i c ∈ (a, b), to f ∈ R[a, c], f ∈ R[c , b] oraz∫ b

a
f (x) dx =

∫ c

a
f (x) dx +

∫ b

c
f (x) dx
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∫ c

a
f (x) dx +

∫ b

c
f (x) dx
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a
g(x) dx
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a
f (x) dx ⩽

∫ b

a
g(x) dx

(3) f ∈ R[a, b] i c ∈ (a, b), to f ∈ R[a, c], f ∈ R[c , b] oraz∫ b

a
f (x) dx =
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a
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Definicja

Dla a > b definiujemy∫ b

a
f (x) dx = −

∫ a

b
f (x) dx ,

∫ a

a
f (x) dx = 0

W lasności ca lek oznaczonych c.d.

(4) f , g ∈ R[a, b], k ∈ R to f ± g , f · g , k · f ∈ R[a, b] i∫ b

a
[f (x) ± g(x)] dx =

∫ b

a
f (x) dx ±

∫ b

a
g(x) dx

∫ b

a
k · f (x) dx = k

∫ b

a
f (x) dx

Nierówność Schwarza - Buniakowskiego∫ b

a
f (x) · g(x) dx ⩽

∫ b

a
f 2(x) dx ·

∫ b

a
g 2(x) dx
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W lasności ca lek oznaczonych c.d.

(5) Jeśli istnieje
∫ β
α f (x) dx , gdzie α = min(a, b, c),

β = max(a, b, c), to niezależnie od po lożenia a, b, c∫ b

a
f (x) dx =

∫ c

a
f (x) dx +

∫ b

c
f (x) dx

(7) f ∈ R[a, b] ⇒ |f | ∈ R[a, b] i∫ b

a
f (x) dx ⩽

∣∣∣∣∫ b

a
f (x) dx

∣∣∣∣ ⩽ ∫ b

a
|f (x)| dx ⩽ M · |b − a|

M = sup
x∈[a,b]

|f (x)|
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Przyk lad:∫ b
a f (x) · g(x) dx ̸=

∫ b
a f (x) dx ·

∫ b
a g(x) dx :

[a, b] = [0, 2]

f (x) =

{
0 , 0 ⩽ x ⩽ 1
1 , 1 < x ⩽ 2

g(x) =

{
1 , 0 ⩽ x ⩽ 1
0 , 1 < x ⩽ 2∫ 2

0 f (x) · g(x) dx = 0 ale∫ 2
0 f (x) dx ·

∫ 2
0 g(x) dx = 1 , bo∫ 2

0 f (x) dx =
∫ 2

1 dx = 1 ,
∫ 2

0 g(x) dx =
∫ 1

0 dx = 1
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Funkcja górnej granicy ca lkowania

Twierdzenie

Jeśli funkcja f : [a, b] → R jest R - ca lkowalna w [a, b] i α ∈ [a, b],
to funkcja F : [a, b] → R określona wzorem:

F (x) =

∫ x

α
f (t) dt

jest cia̧g la na [a, b].
Ponadto jeśli x0 ∈ [a, b] jest punktem cia̧g lości funkcji f , to funkcja
F jest różniczkowalna w x0 oraz

F ′(x0) = f (x0).
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Dowód cia̧g lości

Funkcja f jest R-ca lkowalna wiȩc jest ograniczona w [a, b], czyli
istnieje M > 0 takie, że |f (x)| ≤ M dla x ∈ [a, b].

Niech x0 , x0 + ∆x ∈ [a, b]. Wtedy

0 ≤ |F (x0 + ∆x) − F (x0)| = |
∫ x0+∆x
α f (t) dt −

∫ x0

α f (t) dt| =

|
∫ x0+∆x
x0

f (t) dt| ≤
∫ x0+∆x
x0

|f (t)| dt ≤ M|∆x | → 0 dla ∆ → 0

Dlatego lim∆x→0 F (x0 + ∆x) = F (x0).
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Dowód różniczkowalności

Niech x0 bȩdzie punktem cia̧g lości funkcji f . Weżmy dowolne
ε > 0.

Wtedy istnieje δ > 0 taka, że dla każdego x ∈ [a, b] jeśli
|x − x0| < δ to |f (x) − f (x0)| < ε.

Zauważmy, że
F (x0+∆x)−F (x0)

∆x −f (x0) = 1
∆x

∫ x0+∆x
x0

f (t) dt− 1
∆x

∫ x0+∆x
x0

f (x0) dt =
1

∆x

∫ x0+∆x
x0

[f (t) − f (x0)] dt.

Punkt t należy do przedzia lu o końcach x0 i x0 + ∆x . Sta̧d jeśli
|∆x | < δ to |t − x0| < δ, co implikuje, że |f (t) − f (x0)| < ε.

Sta̧d dla |∆x | < δ mamy

|F (x0+∆x)−F (x0)
∆x − f (x0)| ≤ 1

∆x

∫ x0+∆x
x0

|f (t) − f (x0)| dt <
1

∆x

∫ x0+∆x
x0

ε dt = 1
∆x ε∆x = ε.

Z czego wynika, że lim∆x→0
F (x0+∆x)−F (x0)

∆x = f (x0).
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Przyk lady:

(1) F (x) =
∫ x
−1 et

2
dt, f (t) = et

2
– cia̧g la ∀ t ∈ R ⇒

⇒ F ′(x) = ex
2

(2) F (x) =
∫ sin x
−1 et

2
dt, f (t) = et

2
– cia̧g la ∀ t ∈ R ⇒

⇒ F ′(x) = esin2 x · cos x

(3) Znaleźć ekstrema funkcji F (x) =
∫ x

0
sin t
t dt w przedziale

(0,+∞).

f (t) = sin t
t – cia̧g la w (0,+∞)

F ′(x) = sin x
x = 0 ⇐⇒ x = nπ, n ∈ N

F ′′(x) = x cos x−sin x
x2 ⇒ F ′′(nπ) = 1

nπ · (−1)n ̸= 0 ⇒

funkcja ma maksima dla n nieparzystych i minima dla n
parzystych.
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Tw. (Newtona – Leibniza)

Jeśli funkcja f : [a, b] → R jest cia̧g la w [a, b] i α ∈ [a, b], to:

(1) funkcja F (x) =
∫ x
α f (t) dt jest funkcja̧ pierwotna̧ funkcji f na

przedziale [a, b].

(2)
∫ b
a f (x) dx = F (x)

∣∣b
a

= F (b) − F (a)

(3) Jeśli Φ jest dowolna̧ funkcja̧ pierwotna̧ funkcji f w [a, b], to∫ b

a
f (x) dx = Φ(b) − Φ(a)
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Dowód

(1) Na postawie poprzedniego twierdzenia z cia̧g losci f na [a, b]
otrzymujemy różniczkowalność F na [a, b] oraz równość
F ′(x) = f (x) co kończy dowód (1).

(2) Niech a = x0 < x1 < · · · < xn = b bȩdzie dowolnym podzia lem
przedzia lu [a, b]. Wtedy F (b) − F (a) =

∑n
i=1 F (xi ) − F (xi−1).

Z tw. Lagrange’a dla każdego i istnieje ci ∈ (xi−1, xi ) taki, że
F (xi )−F (xi−1)

xi−xi−1
= F ′(ci ) = f (ci ).

Sta̧d F (b) − F (a) =
∑n

i=1 f (ci )(xi − xi−1) = Sn.
Dlatego dla dowolnego normalnego cia̧gu podzia lów mamy
F (b) − F (a) = limδn→0 Sn =

∫ b
a f (x)dx .

(3) Jeśli Φ jest funkcja̧ pierwotna̧ f na [a, b] to Φ(x) = F (x) + C
dla pewnej sta lej C .
Sta̧d mamy Φ(b) − Φ(a) = F (b) − F (a) =

∫ b
a f (x)dx .
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(1) Na postawie poprzedniego twierdzenia z cia̧g losci f na [a, b]
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(3) Jeśli Φ jest funkcja̧ pierwotna̧ f na [a, b] to Φ(x) = F (x) + C
dla pewnej sta lej C .
Sta̧d mamy Φ(b) − Φ(a) = F (b) − F (a) =

∫ b
a f (x)dx .
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W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Ca lka oznaczona



Dowód
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Przyk lady

(1) Obliczyć pole obszaru ograniczonego prostymi
y = 1

2 x , y = 0, x = 1, x = 4.

|D| =
∫ 4

1
1
2 x dx = x2

4

∣∣∣4
1

= 15
4
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W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Ca lka oznaczona



Przyk lady
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Przyk lady

(2)
∫ π

4
0 tg x dx = −

∫ π
4

0
− sin x
cos x dx = − ln | cos x |

∣∣π4
0

= − ln
√

2
2

(3)
∫ 1

0 ex dx = ex |10 = e − 1

(4)
∫ π

0 sin x dx = − cos x |π0 = −(−1 − 1) = 2
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W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Ca lka oznaczona



Przyk lady

(2)
∫ π

4
0 tg x dx = −

∫ π
4

0
− sin x
cos x dx = − ln | cos x |

∣∣π4
0

= − ln
√

2
2

(3)
∫ 1

0 ex dx = ex |10 = e − 1

(4)
∫ π

0 sin x dx = − cos x |π0 = −(−1 − 1) = 2
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Wartość średnia funkcji

Niech f bȩdzie R-ca lkowalna na przedziale [a, b]. Podzielmy
przedzia l na n-równych przedzia lów, każdy o d lugości b−a

n . Z
każdego przedzia lu wybierzmy po jednym punkcie ξ1, · · · , ξn.
Wtedy wartość średnia funkcji w tych punktach jest równa

µn(f ) =

∑n
i=1 f (ξi )

n
=

1

b − a

n∑
i=1

f (ξi )
b − a

n
.

Przechodza̧c n → ∞ otrzmujemy, że δn = b−a
n → 0. Sta̧d

Definicja (wartość średnia funkcji)

Wartościa̧ średnia̧ funkcji f ca lkowalnej na [a, b] nazywamy

µ(f ) = lim
n→∞

µn(f ) =
1

b − a

∫ b

a
f (x)dx .
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Wartość średnia funkcji

µ(f )(b − a) =
∫ b
a f (x)dx
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Twierdzenie Newtona-Leibniza a wartość średnia.

Niech funkcja F : [a, b] → R bȩdzie różniczkowalna w [a, b]. Wtedy
przyrost funkcji w tym przedziale jest równy iloczynowi średniej
wartosci jej pochonej na tym przedziale i d lugości tego przedzia lu.

F (b) − F (a) =

∫ b

a
F ′(x)dx =

∫ b
a F ′(x)dx

b − a
(b − a) = µ(F ′)(b − a).

Interpretacja fizyczna twierdzenia Newtona-Leibniza.

Droga to iloczyn średniej prȩdkości przez czas.
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Tw. (ca lkowanie przez czȩści dla ca lek oznaczonych)

Jeśli f , g ∈ C 1[a, b], to∫ b

a
f (x) · g ′(x) dx = f (x) · g(x)

∣∣b
a
−
∫ b

a
f ′(x) · g(x) dx

Przyk lad:∫ π
0 x sin x dx =

∥∥∥∥ f = x g ′ = sin x
f ′ = 1 g = − cos x

∥∥∥∥ =

= −x cos x
∣∣π
0

+
∫ π

0 cos x dx = π + sin x
∣∣π
0

= π
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W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Ca lka oznaczona



Tw. (o zamianie zmiennej w ca lce oznaczonej)

Jeśli

(1) φ ∈ C 1(T ), T – przedzia l domkniȩty o końcach α, β,
φ(T ) = X ,

(2) f (x) jest cia̧g la w X ,

(3) φ(α) = a, φ(β) = b, to:

∫ b

a
f (x)dx =

∥∥∥∥∥∥∥∥
x = φ(t)

dx = φ′(t) dt
x = a ⇒ t = α
x = b ⇒ t = β

∥∥∥∥∥∥∥∥ =

∫ β

α
f (φ(t)) · φ′(t) dt
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Dowód:

Jeśli F jest funkcja̧ pierwotna̧ f , to:∫ b
a f (x) dx = F (b) − F (a)∫ β
α f [φ(t)] · φ′(t) dt =

∫ β
α F ′[φ(t)] · φ′(t) dt = F [φ(t)]

∣∣β
α

=
= F (b) − F (a)

Przyk lady:

(1)
∫ 2

0

√
4 − x2 dx =

∥∥∥∥∥∥∥∥
x = 2 sin t

dx = 2 cos t dt
x = 0 ⇒ t = 0
x = 2 ⇒ t = π

2

∥∥∥∥∥∥∥∥ =

=
∫ π

2
0

√
4 − 4 sin2 t · 2 cos t dt = 4

∫ π
2

0 | cos t| · cos t dt =

= 4
∫ π

2
0 cos2 t dt = 2

∫ π
2

0 (1 + cos 2t) dt = 2(t + 1
2 sin 2t)

∣∣π2
0

=
= 2 · π

2 = π
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(2)
∫ 5

0
x√

1+3x
dx =

∥∥∥∥∥∥
t =

√
1 + 3x , x = 0 ⇐⇒ t = 1

x = t2−1
3 , x = 5 ⇐⇒ t = 4

dx = 2
3 t dt

∥∥∥∥∥∥ =

= 2
9

∫ 4
1 (t2 − 1) dt = 2

9

(
t3

3 − t
) ∣∣∣4

1
= 4

(3)
∫ ln 3

ln 2
dx

ex−e−x =

∥∥∥∥∥∥
t = ex , x = ln 2 ⇐⇒ t = 2

x = ln t , x = ln 3 ⇐⇒ t = 3

dx = dt
t

∥∥∥∥∥∥ =

=
∫ 3

2
dt

t(t−t−1)
=

∫ 3
2

dt
t2−1

= 1
2 ln

∣∣∣ t−1
t+1

∣∣∣ ∣∣∣3
2

= 1
2 ln 3

2
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(3)
∫ π

2
0

dx
2+cos x =

∥∥∥∥∥∥∥
t = tg x

2 , x = 0 ⇐⇒ t = 0
dx = 2

1+t2 dt , x = π
2 ⇐⇒ t = 1

cos x = 1−t2

1+t2

∥∥∥∥∥∥∥ =

= 2
∫ 1

0
dt

t2+3
= 2√

3
arctg t√

3

∣∣∣1
0

= π
3
√

3
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Zastosowania geometryczne ca lki Riemanna - obliczanie
pola

Za lóżmy, że funkcje f i g sa̧ cia̧g le w [a, b] i
∀ x ∈ [a, b] f (x) ⩾ g(x).
Pole figury ograniczonej krzywymi y = f (x), y = g(x) i prostymi
x = a, x = b:

|D| =

∫ b

a
[f (x) − g(x)] dx

Jeśli nie zak ladamy, że ∀ x ∈ [a, b] f (x) ⩾ g(x), to:

|D| =

∫ b

a
|f (x) − g(x)| dx
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Niech D = {(x , y) ∈ R2 : y ∈ [c , d ], x ∈ [0, g(y)]}

Wtedy pole D obliczmy ze wzoru |D| =
∫ d
c g(y) dy .
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Wspó lrzȩdne biegunowe

x = r cosϕ

y = r sinϕ
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Pole wycinka ko lowego

S(ϕ) to wycinek ko lowy dla ka̧ta ϕ.

|S(ϕ)|
πr 2

=
ϕ

2π
⇒ |S(ϕ)| =

1

2
ϕr 2

Twierdzenie

Pole wycinka ko lowego o ka̧cie ϕ i promieniu r to |S(ϕ)| = 1
2ϕr 2.
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Pole figury we wspó lrzȩdnych biegunowych

Pole figury ograniczonej krzywa̧ we wspó lrzȩdnych biegunowych
r = R(ϕ), ϕ ∈ [α, β] można podzielić na pola wycinków
krzywoliniowych {(r(ϕ), ϕ)|ϕ ∈ [ϕk−1, ϕk ], r(ϕ) ∈ [0,R(ϕ)]}, gdzie
α = ϕ0 < ϕ1 < · · · < ϕn = β, ∆ϕk = ϕk − ϕk−1, ξk ∈ (ϕk−1, ϕk).
Pole wycinka krzywoliniowego przybliżamy polem wycinka
ko lowego o promieniu R(ξk) i ka̧cie ∆ϕk czyli 1

2 (R(ξk))2∆ϕk .
Wtedy Sn =

∑n
k=1

1
2 (R(ξk))2∆ϕk jest suma̧ ca lkowa̧.
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Pole figury we wspó lrzȩdnych biegunowych

limδn→0 Sn = limδn→0
∑n

k=1
1
2 (R(ξk))2∆ϕk = 1

2

∫ β
α (R(ϕ))2 dϕ.

Twierdzenie

Pole figury ograniczonej krzywa̧ r = R(ϕ), ϕ ∈ [α, β] we
wspó lrzȩdnych biegunowych jest równe

|D| =
1

2

∫ β

α
(R(ϕ))2 dϕ
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Przyk lady:

(1) Obliczyć pole obszaru D ograniczonego wykresem funkcji
y = ln x i sieczna̧ tego wykresu przechodza̧ca̧ przez punkty o
rzȩdnych −1 i 1.

Sieczna przechodza̧ca przez punkty
(

1
e ,−1

)
i (e, 1) ma równanie

y = 1 + 2
e− 1

e

(x − e), wiȩc

|D| =
∫ e

1
e

[
ln x −

(
1 + 2

e− 1
e

(x − e)

)]
dx =

= (x ln x − x)
∣∣e

1
e

−
[

x + (x−e)2

e− 1
e

] ∣∣∣∣e
1
e

= 2
e
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(2) Obliczyć pole obszaru zawartego miȩdzy parabola̧ y 2 = 4x i
prosta̧ y = 2x − 4.{

y 2 = 4x
y = 2x − 4

⇒ A = (1,−2), B = (4, 4)

Równanie paraboli x = 1
4 y 2 oraz prostej x = 1

2 y + 2

D =
∫ 4
−2

1
2 y + 2 − 1

4 y 2dy = 1
4 y 2 + 2y − 1

12 y 3|4−2 = 9
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(3) Obliczyć pole obszaru ograniczonego elipsa̧:
x(t) = a cos t , y(t) = b sin t , t ∈ [0, 2π].

|D| = 4
∫ a

0 y dx =

∥∥∥∥∥∥∥∥
x = a cos t

dx = −a sin t dt
x = 0 ⇐⇒ t = π

2
x = a ⇐⇒ t = 0

∥∥∥∥∥∥∥∥ =

= −4
∫ 0

π
2

b sin t ·a sin t dt = 4ab
∫ π

2
0 sin2 t dt = 4ab

∫ π
2

0
1−cos 2t

2 dt =

= 2ab
∫ π

2
0 (1 − cos 2t) dt = 2ab

[
t − 1

2 sin 2t
] ∣∣π2

0
= πab
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(4) Obliczyć pole obszaru ograniczonego kardioida̧ zadana̧
równaniem r = a(1 + cosφ) , φ ∈ [0, 2π].

Jest to krzywa symetryczna, wiȩc

|D| = 2 · 1
2

∫ π
0 r 2 dφ = a2

∫ π
0 (1 + cosφ)2 dφ =

= a2
∫ π

0 dφ + 2a2
∫ π

0 cosφ dφ + a2

2

∫ π
0 (1 + cos 2φ) dφ =

= a2
[

3
2φ + 2 sinφ + 1

4 sin 2φ
] ∣∣π

0
= 3

2πa2
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Objȩtość bry ly obrotowej

Niech funkcja f bȩdzie cia̧g la i nieujemna w [a, b].
Niech V bȩdzie bry la̧ ograniczona̧ powierzchnia̧ powsta la̧ przez
obrót wykresu funkcji f wokó l osi OX oraz p laszczyznami Pa i Pb

prostopad lymi do osi OX i takimi, że (a, 0) ∈ Pa, (b, 0) ∈ Pb.
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Objȩtość bry ly obrotowej

Niech ∆n : a = x0 < x1 < . . . < xn = b bȩdzie cia̧giem normalnym
podzia lów przedzia lu [a, b], tzn. limn→∞ δn = 0
∆xk = xk − xk−1 , ξk ∈ [xk−1, xk ]

Tworzymy sumȩ ca lkowa̧, która jest równa sumie objȩtości walców
o promieniach f (ξk) i wysokościach ∆xk , k = 1, . . . , n

Sn =
n∑

k=1

π · f 2(ξk)∆xk
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Objȩtość bry ly obrotowej

Niech ∆n : a = x0 < x1 < . . . < xn = b bȩdzie cia̧giem normalnym
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Objȩtość bry ly obrotowej

Nastȩpnie w sumie ca lkowej n → ∞

lim
δn→0

π

n∑
k=1

f 2(ξk)∆xk = π

∫ b

a
f 2(x) dx
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Objȩtość bry ly obrotowej

Twierdzenie

Objȩtość bry ly obrotowej powsta lej przez obrót wykresu funkcji
y = f (x) wokó l osi OX wyraża siȩ wzorem:

|V | = π

∫ b

a
f 2(x) dx

Gdy bry la obrotowa powstaje przez obrót krzywej x = f (y) wokó l
osi OY , y ∈ [c , d ], to

|V | = π

∫ d

c
f 2(y) dy
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Objȩtość bry ly obrotowej - Przyk lady

(1) Obliczyć objȩtość stożka ściȩtego o promieniach podstaw a i b
(0 < a < b) i wysokości h.

f (x) = b−a
h x + a, x ∈ [0, h]

|V | = π
∫ h

0 [b−a
h x + a]2 dx =

∥∥∥∥∥∥∥∥
t = b−a

h x + a

dx = h
b−a dt

x = 0 ⇒ t = a
x = h ⇒ t = b

∥∥∥∥∥∥∥∥ = πh
b−a

∫ b
a t2 dt =

= πh
b−a · t3

3

∣∣∣b
a

= 1
3π

h
b−a(b3 − a3) = 1

3πh(a2 + ab + b2)
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Objȩtość bry ly obrotowej - Przyk lady

(2) Obliczyć objȩtość bry ly obrotowej powasta lej przez obrót wokó l
osi OX  luku cykloidy
x(t) = a(t − sin t) , y(t) = a(1 − cos t) , t ∈ [0, 2π] , a > 0.
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Objȩtość bry ly obrotowej - Przyk lady

x(t) = a(t − sin t) , y(t) = a(1 − cos t) , t ∈ [0, 2π] , a > 0.

|V | = π
∫ 2πa

0 f 2(x) dx =

=

∥∥∥∥∥∥
x = a(t − sin t) , x = 0 ⇐⇒ t = 0

dx = a(1 − cos t) dt , x = 2πa ⇐⇒ t = 2π
f (x(t)) = y(t)

∥∥∥∥∥∥ =

= π
∫ 2π

0 a3(1 − cos t)3 dt = πa3
∫ 2π

0

(
2 sin2 t

2

)3
dt =

= 8πa3
∫ 2π

0 sin6 t
2 dt =

∥∥ u = t
2

∥∥ = 16πa3
∫ π

0 sin6 u du =
=

∥∥ wz. rekurencyjny
∥∥ = 5π2a3
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Objȩtość bry ly obrotowej - Przyk lady

(3) Obliczyć objȩtość bry ly powsta lej przez obrót elipsy
x2

a2 + y2

b2 = 1 wokó l osi OY .

|V | = π
∫ b
−b x2 dy = πa2

∫ b
−b

(
1 − y2

b2

)
dy =

= 2πa2
∫ b

0

(
1 − y2

b2

)
dy = 2πa2

[
y − y3

3b2

] ∣∣∣b
0

= 4
3πa2b
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Krzywe ( luki)

Krzywa̧ ( lukiem) g ladka̧ nazywamy przekszta lcenie x : [a, b] → Rn,
gdzie x(t) = (x1(t), · · · , xn(t)) oraz xi (t) sa̧ funkcjami klasy C 1 na
[a, b] dla i = 1, · · · , n.
Jeżeli ∀ t1, t2 ∈ (a, b) t1 ̸= t2 ⇒ x(t1) ̸= x(t2) to krzywa̧
nazywamy zwyk la̧.

Jeżeli dla krzywej zwyk lej zachodzi x(a) ̸= x(b) to nazywamy ja̧
otwarta̧, w przeciwnym przypaku nazywamy zamkniȩta̧.
G ladka̧ krzywa̧ nazywamy regularna̧, jeśli

∀ t ∈ [a, b]
n∑
i

[x ′
i (t)]2 > 0.

Krzywa g ladkax jest p laska, jeżeli x : [a, b] → R2 (czyli n = 2).
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Krzywe ( luki) - przyk lady

x(t) = (t + t2, t3 + t4), t ∈ [−3
2 ,

1
2 ] to p laska krzywa regularna, ale

nie jest zwyk la.

W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Ca lka oznaczona



Krzywe ( luki) - przyk lady

x(t) = (3 cos t, sin t), t ∈ [0, 2π] to p laska krzywa regularna,
zwyk la, zamkniȩta.
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Krzywe ( luki) - przyk lady

x(t) = (t − t2, t + t5), t ∈ [−1, 1] to p laska krzywa regularna
otwarta.
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Krzywe ( luki) - przyk lady

x(t) = (cos t, 2 sin t, t), t ∈ [0, 4π] to krzywa regularna, otwarta,
ale nie jest p laska.
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Krzywe ( luki) - przyk lady

x(t) = (t2, t3), t ∈ [−3
2 ,

1
2 ] to p laska krzywa g ladka otwarta, ale

nie jest regularna, bo x ′(0) = (0, 0).
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D lugość krzywej ( luku)

x : [a, b] → R2 to p laska krzywa regularna
∆n : a = t0 < t1 < . . . < tn = b - podzia l przedzia lu [a, b]

średnica podzia lu: δn = max1⩽k⩽n ∆tk , ∆tk = tk − tk−1

(∆n) - podzia l normalny ⇐⇒ limn→∞ δn = 0

Pk = (x1(tk), x2(tk)) , k = 0, . . . , n - punkty na krzywej x

 La̧cza̧c punkty Pk na  luku otrzymujemy  lamana̧ ln o d lugości

|ln| =
n∑

k=1

∣∣∣−−−−−→Pk−1Pk

∣∣∣
gdzie
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D lugość krzywej ( luku)∣∣∣−−−−−→Pk−1Pk

∣∣∣ =
√

[x1(tk) − x1(tk−1)]2 + [x2(tk) − x2(tk−1)]2 =

=
√

[x ′
1(ck) · (tk − tk−1)]2 + [x ′

2(dk) · (tk − tk−1)]2 =
=

√
[x ′

1(ck)]2 + [x ′
2(dk)]2 · ∆tk , ck , dk ∈ (tk−1, tk)
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D lugość krzywej ( luku)

D lugość krzywej p laskiej

Jeśli dla każdego cia̧gu normalnego podzia lów przedzia lu [a, b]
istnieje granica w laściwa cia̧gu (ln) niezależna od wyboru punktów
pośrednich, to krzywa̧ nazywamy prostowalna̧ a granicȩ
L = limn→∞ ln nazywamy d lugościa̧ krzywej.

Twierdzenie

D lugość p laskiej krzywej regularnej x : [a, b] → R2 jest równa

L =

∫ b

a

√
[x ′

1(t)]2 + [x ′
2(t)]2 dt.
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D lugość krzywej w Rn

Niech v = (v1, · · · , vn) bȩdzie wektorem w Rn. Wtedy jego

d lugość (norma) to liczba |v | =
√∑n

i=1 v 2
i

D lugość krzywej w Rn

Jeśli x : [a, b] → Rn jest krzywa̧ regularna̧ to jej d lugość jest równa

L =

∫ b

a
|x ′(t)|dt =

∫ b

a

√√√√ n∑
i=1

[x ′
i (t)]2 dt.
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Uwaga:

Jeśli f ∈ C 1([a, b]), to wykres y = f (x) jest krzywa̧ zwyk la̧ otwarta̧
regularna̧ o parametryzacji x(t) = (t, f (t)) dla t ∈ [a, b], wiȩc∫ b
a

√
(x ′

1(t))2 + (x ′
2(t))2 dt =

∫ b
a

√
1 + [f ′(t)]2 dt

Sta̧d wzór na d lugość krzwej zadanej funkcyjnie
L : y = f (x), x ∈ [a, b]:

|L| =

∫ b

a

√
1 + [f ′(x)]2 dx
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D lugość krzywej - przyk lady

(1) Obliczyć d lugość  luku paraboli y = 1
2 x2, x ∈ [0, a], a > 0.

|L| =
∫ a

0

√
1 + [( 1

2 x2)′]2 dx =
∫ a

0

√
1 + x2 dx =

=
[

1
2 x

√
x2 + 1 + 1

2 ln |x +
√

x2 + 1|
] ∣∣∣a

0
=

= 1
2

[
a
√

a2 + 1 + ln |a +
√

a2 + 1
]
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D lugość krzywej - przyk lady

(2) Obliczyć d lugość  luku cykloidy
x(t) = a(t − sin t) , y(t) = a(1 − cos t) , t ∈ [0, 2π] , a > 0.

|L| =
∫ 2π

0

√
[a(1 − cos t)]2 + [a sin t]2 dt = a

∫ 2π
0

√
2 − 2 cos t dt =

= a
√

2
∫ 2π

0

√
2 sin2 t

2 dt = 2a
∫ 2π

0

∣∣sin t
2

∣∣ dt =

= 2a
(
−2 cos t

2

) ∣∣2π
0

= −4a(−1 − 1) = 8a
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Pole powierzchni bocznej stożka

Stożek o tworza̧cej o d lugości L i promieniu podstawy d lugości R.
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Pole powierzchni bocznej stożka

Pole powierzchni bocznej stożka o tworza̧cej o d lugości L i
promieniu podstawy d lugości R to P = πRL.
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Pole powierzchni bocznej stożka ściȩtego

Stożek ściȩty o tworza̧cej o d lugości l i promieniach podstaw
d lugości r i R (r < R)

W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Ca lka oznaczona



Pole powierzchni bocznej stożka ściȩtego

a

r
=

a + l

R
⇒ aR = ar + lr ⇒ a =

lr

R − r
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Pole powierzchni bocznej stożka ściȩtego

a = lr
R−r . Pole powierzchni bocznej stożka ściȩtego to

P = πR(l + a) − πra = π(Rl + (R − r)a) = 2π
r + R

2
l .

P = 2π
r + R

2
l
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Pole powierzchni obrotowej

Powierzchnia powsta la przez obrót wokó l osi OX wykresu funkcji
y = f (x), x ∈ [a, b].
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Pole powierzchni obrotowej

ξi =
xi−1 + xi

2
, Sn =

n∑
i=1

2πf (ξi )li = 2π
n∑

i=1

f (ξi )
√

1 + f ′(ξi )∆xi

lim
δn→0

Sn = 2π

∫ b

a
f (x) ·

√
1 + [f ′(x)]2 dx .
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Pole powierzchni obrotowej

Pole powierzchni obrotowej powsta lej przez obrót wokó l osi OX
wykresu funkcji y = f (x), x ∈ [a, b] wyraża siȩ wzorem:

|S | = 2π

∫ b

a
f (x) ·

√
1 + [f ′(x)]2 dx

Jeśli obracana krzywa zadana jest parametrycznie, to:

|S | = 2π

∫ b

a
y(t) ·

√
[x ′(t)]2 + [y ′(t)]2 dt

Jeśli obracamy wokó l osi OY wykres funkcji x = f (y) , y ∈ [c , d ],
to:

|S | = 2π

∫ d

c
f (y) ·

√
1 + [f ′(y)]2 dy
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Pole powierzchni obrotowej
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∫ b

a
f (x) ·

√
1 + [f ′(x)]2 dx
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|S | = 2π

∫ b

a
y(t) ·

√
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c
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√
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Pole powierzchni obrotowej
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a
f (x) ·
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|S | = 2π

∫ b

a
y(t) ·

√
[x ′(t)]2 + [y ′(t)]2 dt
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√
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Pole powierzchni obrotowej - przyk lady

(1) Obliczyć pole powierzchni bocznej powsta lej przez obrót wokó l
osi OX  luku krzywej y = x3, x ∈ [−2

3 ,
2
3 ].

|S | = 2 · 2π
∫ 2

3
0 x3 ·

√
1 + 9x4 dx =

∥∥∥∥∥∥∥∥
t = 1 + 9x4

dt = 36x3dx
x = 0 ⇒ t = 1

x = 2
3 ⇒ t = 25

4

∥∥∥∥∥∥∥∥ =

= 4π
36

∫ 25
9

1

√
t dt = π

9 · 2
3

[
t

3
2

] ∣∣∣ 25
9

1
= 2π

27

(
125
27 − 1

)
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Pole powierzchni obrotowej - przyk lady

(2) Obliczyć pole powierzchni powsta lej przez obrót wokó l OX
asteroidy x(t) = a cos3 t , y(t) = a sin3 t , t ∈ [0, 2π].

|S | = 2 · 2π
∫ π

2
0 y(t) ·

√
[x ′(t)]2 + [y ′(t)]2 dt =

= 4π
∫ π

2
0 a sin3 t

√
(−3a cos2 t sin t)2 + (3a sin2 t cos t)2dt
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Pole powierzchni obrotowej - przyk lady

|S | = 12πa2
∫ π

2
0 sin4 t cos t dt =

∥∥∥∥∥∥∥∥
u = sin t

du = cos t dt
t = 0 ⇐⇒ u = 0
t = π

2 ⇐⇒ u = 1

∥∥∥∥∥∥∥∥ =

= 12πa2
∫ 1

0 u4 du = 12πa2 u5

5

∣∣∣1
0

= 12
5 πa2
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