Analiza, Wyktad: Catka oznaczona (Riemanna)

Wojciech Domitrz
(slajdy: Ewa Strézyna, Wojciech Domitrz)
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W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka oznaczona



Sumy catkowe

Dana jest funkgcja f : [a, b] — R.

Dla n € N przez A, oznaczmy podziat przedziatu [a, b| taki, ze
a=xg<x1<--<xp=b, Axx=xx—xxk_1, k=1,...,n.
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Sumy catkowe

Dana jest funkgcja f : [a, b] — R.

Dla n € N przez A, oznaczmy podziat przedziatu [a, b| taki, ze
a=xg<x1<--<xp=b, Axx=xx—xxk_1, k=1,...,n.
Srednica podziatu: §, = maxi<k<n DX

Méwimy, ze ciag podziatéw jest normalny <= lim,_o 9, =0
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Sumy catkowe

Dana jest funkgcja f : [a, b] — R.

Dla n € N przez A, oznaczmy podziat przedziatu [a, b| taki, ze
a=xg<x1<--<xp=b, Axx=xx—xxk_1, k=1,...,n.

Srednica podziatu: 6, = maxi<k<n DXk

Méwimy, ze ciag podziatéw jest normalny <= lim,_o 9, =0

Tworzymy sume catkowa wybierajac dowolny punkt
&k € [xk—1,xx], k=1,...,m

Sn=Y_ F(&) - Dxc
k=1
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Sumy catkowe

-2 -1 1 2
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Sumy catkowe

p -
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Catka oznaczona (Riemanna)

Jedli dla kazdego ciagu normalnego podziatéw przedziatu [a, b]
istnieje granica wtasciwa ciagu sum catkowych (S,), niezalezna od
wyboru punktéw &, to te granice nazywamy catka oznaczona
(Riemanna) funkgji f na przedziale [a, b] i oznaczamy:

/a i F(x) dx
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Catka oznaczona (Riemanna)

Jedli dla kazdego ciagu normalnego podziatéw przedziatu [a, b]
istnieje granica wtasciwa ciagu sum catkowych (S,), niezalezna od
wyboru punktéw &, to te granice nazywamy catka oznaczona
(Riemanna) funkgji f na przedziale [a, b] i oznaczamy:

/a i F(x) dx

J2F(x) dx = limg, 0 Sy F(Ex) - Axi

.
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Catka oznaczona (Riemanna)

Jesdli dla kazdego ciagu normalnego podziatéw przedziatu [a, b]
istnieje granica wtasciwa ciagu sum catkowych (S,), niezalezna od
wyboru punktéw &, to te granice nazywamy catka oznaczona
(Riemanna) funkcji f na przedziale [a, b] i oznaczamy:

/a ’ F(x) dx

J2F(x) dx = limg, 0 Sy F(Ex) - Axi

.

Jezeli catka fab f(x) dx istnieje to méwimy, ze funkcja f jest
catkowalna w sensie Riemanna na [a, b] (lub R—catkowalna na

[a, b]).
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Catka oznaczona (Riemanna)

Jesdli dla kazdego ciagu normalnego podziatéw przedziatu [a, b]
istnieje granica wtasciwa ciagu sum catkowych (S,), niezalezna od
wyboru punktéw &, to te granice nazywamy catka oznaczona
(Riemanna) funkcji f na przedziale [a, b] i oznaczamy:

/a i F(x) dx

J2F(x) dx = limg, 0 Sy F(Ex) - Axi

.

Jezeli catka fab f(x) dx istnieje to méwimy, ze funkcja f jest
catkowalna w sensie Riemanna na [a, b] (lub R—catkowalna na

[a, b]). Zbidr wszytkich fukcji R-catkowalnych na [a, b] oznaczamy
przez R|a, b].
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Catka oznaczona (Riemanna)

Jesdli dla kazdego ciagu normalnego podziatéw przedziatu [a, b]
istnieje granica wtasciwa ciagu sum catkowych (S,), niezalezna od
wyboru punktéw &, to te granice nazywamy catka oznaczona
(Riemanna) funkcji f na przedziale [a, b] i oznaczamy:

/a i F(x) dx

J2F(x) dx = limg, 0 Sy F(Ex) - Axi

.

Jezeli catka fab f(x) dx istnieje to méwimy, ze funkcja f jest
catkowalna w sensie Riemanna na [a, b] (lub R—catkowalna na

[a, b]). Zbidr wszytkich fukcji R-catkowalnych na [a, b] oznaczamy
przez R[a, b]. a nazywamy dolna, a b to gérna granica catkowania.
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Interpretacja geometryczna catki oznaczonej

Jesli f — ciagta, nieujemna w [a, b], to: fab f(x) dx = |D|, gdzie |D|
— pole figury ograniczonej wykresem funkcji y = f(x) i prostymi
y=0,x=a, x=0b.

[ y=f(x)

N

[Pr00) dx

o
T

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka oznaczona



Interpretacja geometryczna catki oznaczonej

-1.0 -0.5 3 05 1.0 1.
: —
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Interpretacja fizyczna catki oznaczonej

Niech v : [a, b] — R bedzie funcja predkosci w zaleznosci od czasu.
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Interpretacja fizyczna catki oznaczonej

Niech v : [a, b] — R bedzie funcja predkosci w zaleznosci od czasu.
Podzielmy odcinek czasu [a, b] punktami
a=fh<th<tb< --<th1<t,=b.
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Interpretacja fizyczna catki oznaczonej

Niech v : [a, b] — R bedzie funcja predkosci w zaleznosci od czasu.
Podzielmy odcinek czasu [a, b] punktami

a=fh<th<tb< --<th1<t,=b.

Niech v; = V(T,'), gdzie 7; € (t,',l, t,') oraz At; = t; — tj_1 dla
i=1,---,n.
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Interpretacja fizyczna catki oznaczonej

Niech v : [a, b] — R bedzie funcja predkosci w zaleznosci od czasu.
Podzielmy odcinek czasu [a, b] punktami

a=fh<th<tb< --<th1<t,=b.

Niech v; = V(T,'), gdzie 7; € (t,',l, t,') oraz At; = t; — tj_1 dla

i=1---,n.
Witedy droga s przebyta od chwili a do b jest w przyblizeniu réwna
Sp = Z/r',:l v;At;.
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Interpretacja fizyczna catki oznaczonej

Niech v : [a, b] — R bedzie funcja predkosci w zaleznosci od czasu.
Podzielmy odcinek czasu [a, b] punktami

a=fh<th<tb< --<th1<t,=b.

Niech v; = V(T,'), gdzie 7; € (t,',l, t,') oraz At; = t; — tj_1 dla

i=1---,n.
Witedy droga s przebyta od chwili a do b jest w przyblizeniu réwna
Sp = Z/r',:l v;At;.

Jedli ciag Srednic podziatéw 6, = maxy=1 .. nAt, dazy do zera to
iMoo Sp = fab v(t)dt jest droga przebyta w czasie od chwili a do
chwili b.
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Tw. (warunek konieczny)

Jedli £ : [a, b] — R jest nieograniczona w przedziale to f nie jest
R-catkowalna na [a, b].
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Tw. (warunek konieczny)

Jedli £ : [a, b] — R jest nieograniczona w przedziale to f nie jest
R-catkowalna na [a, b].

Dowdd:
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Tw. (warunek konieczny)

Jedli £ : [a, b] — R jest nieograniczona w przedziale to f nie jest
R-catkowalna na [a, b].

Dowdéd: Z zatozenia wynika, ze dla kazdego podziatu A, istnieje
przedziat [x,_1, X;], w ktérym funkcja jest nieograniczona.
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Tw. (warunek konieczny)

Jedli £ : [a, b] — R jest nieograniczona w przedziale to f nie jest
R-catkowalna na [a, b].

Dowdéd: Z zatozenia wynika, ze dla kazdego podziatu A, istnieje
przedziat [x,_1, X;], w ktérym funkcja jest nieograniczona.
Wybieramy punkty posrednie z pozostatych przedziatéw

&k € [Xk—1, x|, jako ostatni wybieramy &, € [x,_1, x,] tak, aby
|Sn| > n.
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Tw. (warunek konieczny)

Jedli £ : [a, b] — R jest nieograniczona w przedziale to f nie jest
R-catkowalna na [a, b].

Dowdéd: Z zatozenia wynika, ze dla kazdego podziatu A, istnieje
przedziat [x,_1, X;], w ktérym funkcja jest nieograniczona.
Wybieramy punkty posrednie z pozostatych przedziatéw

&k € [Xk—1, x|, jako ostatni wybieramy &, € [x,_1, x,] tak, aby
|Sn| > n.

Jest to sprzeczne z istnieniem granicy witasciwej lims, 0 Sp
niezaleznej od wyboru &i. []
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Tw. (warunek konieczny)

Jedli £ : [a, b] — R jest nieograniczona w przedziale to f nie jest
R-catkowalna na [a, b].

Dowdéd: Z zatozenia wynika, ze dla kazdego podziatu A, istnieje
przedziat [x,_1, X;], w ktérym funkcja jest nieograniczona.
Wybieramy punkty posrednie z pozostatych przedziatéw

&k € [Xk—1, x|, jako ostatni wybieramy &, € [x,_1, x,] tak, aby
|Sn| > n.

Jest to sprzeczne z istnieniem granicy witasciwej lims, 0 Sp
niezaleznej od wyboru &i. []

Jezeli funkcja f jest R-catkowalna na [a, b] to f jest ograniczona w
[a, b].
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Przyktad funkcji ograniczonej i niecatkowalnej w sensie Riemanna
Niech f bedzie funkcja Dirichleta czyli f(x) =1dla x € Qi

f(x) =0dla x € R\ Q. Niech a,b € R i a< b. Rozwazmy
dowolny ciag normalny podziatéw a=xp < x31 < --- < x,=b. Z
kazdego przedziatu [x;_1, x;] wybiezmy &; € Q. Wtedy
Sn=>11f()Ax; =" 11-Ax;=b— aczyli

limp— 00 Sp = b — a. Jedli zas z kazdego przedziatu wybiezemy

& EeER\QtoS,=>7",0-Ax;=0ilimp0 Sy, =0. Stad
wynika, ze f nie jest R-catkowalna na [a, b].
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Przyktad funkcji ograniczonej i niecatkowalnej w sensie Riemanna

Niech f bedzie funkcja Dirichleta czyli f(x) =1dla x € Qi

f(x) =0dla x € R\ Q. Niech a,b € R i a< b. Rozwazmy
dowolny ciag normalny podziatéw a=xp < x31 < --- < x,=b. Z
kazdego przedziatu [x;_1, x;] wybiezmy &; € Q. Wtedy
Sn=>11f()Ax; =" 11-Ax;=b— aczyli

limp— 00 Sp = b — a. Jedli zas z kazdego przedziatu wybiezemy

& EeER\QtoS,=>7",0-Ax;=0ilimp0 Sy, =0. Stad
wynika, ze f nie jest R-catkowalna na [a, b].

Tw. (warunek wystarczajacy)

Jedli funkcja f : [a, b] — R jest ograniczona w [a, b] i ciagta w
[a, b] z wyjatkiem skonczonej liczby punktéw to f jest
R-catkowalna na [a, b].
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Wiasnosci catek oznaczonych

(1) f,g € R|a, b] i funkcje f i g réznia sie w skoriczonej liczbie

punktow, to
b b
/ f(x)dx = / g(x) dx
a a
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Wiasnosci catek oznaczonych

(1) f,g € R|a, b] i funkcje f i g réznia sie w skoriczonej liczbie
punktow, to
b b
/ f(x)dx = / g(x) dx
a a

(2) f,g € Rla,b] i f < gw][a,b], to

/ab f(x)dx < /abg(x) dx
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Wiasnosci catek oznaczonych

(1) f,g € R[a, b] i funkcje f i g réznia sie w skoriczonej liczbie
punktéw, to
b b
/ f(x)dx = / g(x) dx
a a

(2) f,g € Rla,b] i f < gw][a,b], to

/ab F(x) dx < /abg(x) dx

(3) f € R[a,b] i c € (a,b), to f € R[a,c], f € R[c, b] oraz

/abf(x)dx:/acf(x)dx—l—/cbf(x)dx
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Dla a > b definiujemy

/abf(x)dx:—/baf(x)dx, /aaf(x)dx:O
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Dla a > b definiujemy

/abf(x)dx:—/baf(x)dx, /aaf(x)dx:o

A

Wiasnosci catek oznaczonych c.d.
(4) f,g € Rla,b], kcRtoftg,f-g,k-f€R[ab]i

/a b[f(x) + g(x)] dx = / i f(x)dx £ / ’ g(x) dx

/abk-f(x)dx:k/abf(x)dx

Nieréwnos¢ Schwarza - Buniakowskiego

/ab A0) - ) e /ab £2(x) d - /abgz(x) dx

A\

=
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Wiasnosci catek oznaczonych c.d.

(5) Jesdli istnieje fﬁ ) dx, gdzie o = min(a, b, ¢),
B = max(a, b, ¢), to n|eza|ezn|e od potozenia a, b, ¢

/abf(x)dx:/acf(x)dx—l—/cbf(x)dx
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Wiasnosci catek oznaczonych c.d.

(5) Jesdli istnieje fﬁ ) dx, gdzie o = min(a, b, ¢),
B = max(a, b, ¢), to n|eza|ezn|e od potozenia a, b, ¢

/abf(x)dx:/acf(x)dx—l—/cbf(x)dx

(7) f € R[a, b] = |f| € R[a, b] i

/ab F(x) dx < /abf(x)dx

M= sup |f(x)|
x€[a,b]

b
g/ [f(x)|dx < M- |b— a]
a
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Przyktad:

SEF(x) - g(x) dx # [P F(x) dx - [P g(x) dx -
[a, b] = [0,2]

[0 0<x<1 b= {1 0<x<l
(x) = 1, 1<x<2 )= 1<x<?2

9

J2F(x)-g(x)dx =0 ale
fof ) dx - fo x)dx =1, bo

fof( dx—f1 dx =1, fo dx_f0 dx =1
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Funkcja goérnej granicy catkowania

Twierdzenie
Jedli funkcja f : [a, b] — R jest R - catkowalna w [a, b] i @ € [a, b],
to funkcja F : [a, b] — R okreslona wzorem:

jest ciagta na [a, b].
Ponadto jesli xg € [a, b] jest punktem ciagtosci funkcji f, to funkcja
F jest rézniczkowalna w xp oraz

F/(Xo) = f(Xo).
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Dowdd ciagtosci

Funkcja f jest R-catkowalna wiec jest ograniczona w [a, b], czyli
istnieje M > 0 takie, ze |f(x)| < M dla x € [a, b].
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Dowdd ciagtosci

Funkcja f jest R-catkowalna wiec jest ograniczona w [a, b], czyli
istnieje M > 0 takie, ze |f(x)| < M dla x € [a, b].

Niech xp, xo + Ax € [a, b].
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Dowdd ciagtosci

Funkcja f jest R-catkowalna wiec jest ograniczona w [a, b], czyli
istnieje M > 0 takie, ze |f(x)| < M dla x € [a, b].

Niech xo, xo + Ax € [a, b]. Wtedy

0< [F(xo+Ax) = F(xo)| = | [ F(t) de — [ £(2) dt| =

| [OHEXE (L) dt] < [2OFAX[f(t)| dt < M|Ax| — 0 dla A — 0
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Dowdd ciagtosci

Funkcja f jest R-catkowalna wiec jest ograniczona w [a, b], czyli
istnieje M > 0 takie, ze |f(x)| < M dla x € [a, b].

Niech xo, xo + Ax € [a, b]. Wtedy
0 < |F(x0 + Ax) = F(xo)| = | [20T 2 F(2) dt — [0 f(t) dt| =
| [OHEXE (L) dt] < [2OFAX[f(t)| dt < M|Ax| — 0 dla A — 0

Dlatego limax—o F(xo + Ax) = F(xp). [
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Dowdd rézniczkowalnosci

Niech xg bedzie punktem ciagtosci funkcji f. Wezmy dowolne
e>0.
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Dowdd rézniczkowalnosci

Niech xo bedzie punktem ciagtosci funkcji f. Wezmy dowolne
e > 0. Wtedy istnieje 0 > 0 taka, ze dla kazdego x € [a, b] jesli
|x — xo| < & to |f(x)— f(xo)| <e.
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Dowdd rézniczkowalnosci

Niech xo bedzie punktem ciagtosci funkcji f. Wezmy dowolne
e > 0. Wtedy istnieje 0 > 0 taka, ze dla kazdego x € [a, b] jesli
|x — xo| < & to |f(x)— f(xo)| <e.

~ . .
F?}gV_XaAiT_y#(ig) ¢ 1 xot+Ax (8 d 1 xo+Ax F dt —
o f0) = a5 /] (t) dt =75 ), (x0) dt =

X0 Ax Jxg

LA I£(1) — f(xo)] dt.

X0
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Dowdd rézniczkowalnosci

Niech xo bedzie punktem ciagtosci funkcji f. Wezmy dowolne
e > 0. Wtedy istnieje 0 > 0 taka, ze dla kazdego x € [a, b] jesli
|x — xo| < & to |f(x)— f(xo)| <e.

7 . .
F ?gv-f\faAiT_yi: (i(:) f _ 1 xo+Ax 1 Xo+Ax _
FlotB)=F00) _ f(y) = L 208X f(4) g — L [2oFBX £y it =

X0 Ax Jxg
2 2PN (1) — o) dt.
Punkt t nalezy do przedziatu o koricach xg i xp + Ax. Stad jedli
|Ax| < 6 to [t — xo| < 6, co implikuje, ze |f(t) — f(x0)| < €.
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Dowdd rézniczkowalnosci

Niech xo bedzie punktem ciagtosci funkcji f. Wezmy dowolne
e > 0. Wtedy istnieje 0 > 0 taka, ze dla kazdego x € [a, b] jesli
|x — xo| < & to |f(x)— f(xo)| <e.

Zauwazmy, ze

F(X0+AAX)Z—F(X0) —f(x0) = i [

A [OTANIE() — Fx0)]

OHAXE (1) dt— L [T f(xg) dt =

X0 X0

Punkt t nalezy do przedziatu o koricach xg i xp + Ax. Stad jedli
|Ax| < 6 to [t — xo| < 6, co implikuje, ze |f(t) — f(x0)| < €.

Stad dla |Ax| < § mamy

‘F(X0+AAX)Z—F(X0) — flxo)| < i f

_ 1 _
Edt—EeSAX—&‘.

A £(4) — f(x0)| dt <

X0
1 fonrAx

X0

Ax
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Dowdd rézniczkowalnosci

Niech xo bedzie punktem ciagtosci funkcji f. Wezmy dowolne
e > 0. Wtedy istnieje 0 > 0 taka, ze dla kazdego x € [a, b] jesli
|x — xo| < & to |f(x)— f(xo)| <e.

Zauwazmy, ze

F(X0+AAX)Z—F(X0) —f(x0) = i [

2 2PN (1) — o) dt.

Punkt t nalezy do przedziatu o koricach xg i xp + Ax. Stad jedli
|Ax| < 6 to [t — xo| < 6, co implikuje, ze |f(t) — f(x0)| < €.

OHAXE (1) dt— L [T f(xg) dt =

X0 X0

Stad dla |Ax| < § mamy

‘F(X0+AAX)Z—F(X0) — flxo)| < i f

_ 1 _
Edt—EeSAX—&‘.

A £(4) — f(x0)| dt <

X0
1 xo+Ax
Ax f X0

Z czego wynika, ze limayx_g W = f(xp)..]
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Przyktady:
(1) F(x) = [ e dt, f(t) = e® —ciagta Vt € R =
= F'(x) = &
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Przyktady:

(1) F(x) = fle dt, f(t) = e’ —ciagtaVt € R =
= F'(x

sm X

) =
(2) F(x) = smx e’ dt, f(t) = e’ —ciagta Vt € R =
)= - oS X

= F'(x
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Przyktady:

(1) F(x) = fle dt, f(t) = e’ —ciagtaVt € R =

= F/(x) = €&~

(2) F(x) = 5'1“ 2 dt, f(t) = et - ciagta Vt € R =

= F'(x) = 5"’ X . cos x

(3) Znalez¢ ekstrema funkcji F(x) = [, $2f dt w przedziale
(0, +00).

f(t) = S0t — ciagta w (0, +00)

F'(x) = s"’X:O <~ x=nm, neN

F”(X) — XcosiZ_SinX = F”(mr) — % X (_1)n 7& 0=

funkcja ma maksima dla n nieparzystych i minima dla n
parzystych.
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Tw. (Newtona — Leibniza)

Jedli funkeja f : [a, b] — R jest ciagta w [a, b] i « € [a, b], to:

(1) funkcja F(x f f(t) dt jest funkcja pierwotna funkcji f na
przedziale [a, b]
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Tw. (Newtona — Leibniza)

Jedli funkeja f : [a, b] — R jest ciagta w [a, b] i « € [a, b], to:

(1) funkcja F(x f f(t) dt jest funkcja pierwotna funkcji f na
przedziale [a, b]

(2) [Pf(x)dx= F(x) |° = F(b) - F(a)

a
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Tw. (Newtona — Leibniza)

Jedli funkeja f : [a, b] — R jest ciagta w [a, b] i « € [a, b], to:

(1) funkcja F(x f f(t) dt jest funkcja pierwotna funkcji f na
przedziale [a, b]

(2) [Pf(x)dx= F(x) |° = F(b) - F(a)

(3) Jesli @ jest dowolna funkcja pierwotna funkgeji f w [a, b], to

b
/a f(x)dx = ®(b) — d(a)
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(1) Na postawie poprzedniego twierdzenia z ciagtosci f na [a, b]
otrzymujemy rézniczkowalnos$¢ F na [a, b] oraz réwno$é
F'(x) = f(x) co koriczy dowdd (1).
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(1) Na postawie poprzedniego twierdzenia z ciagtosci f na [a, b]
otrzymujemy rézniczkowalnos$¢ F na [a, b] oraz réwno$é
F'(x) = f(x) co koriczy dowdd (1).

(2) Niech a=x9 < x1 < -+ < x, = b bedzie dowolnym podziatem
przedziatu [a, b].
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(1) Na postawie poprzedniego twierdzenia z ciagtosci f na [a, b]
otrzymujemy rézniczkowalnos$¢ F na [a, b] oraz réwno$é
F'(x) = f(x) co koriczy dowdd (1).

(2) Niech a=x9 < x1 < -+ < x, = b bedzie dowolnym podziatem
przedziatu [a, b]. Wtedy F(b) — F(a) = >_7_; F(xi) — F(xi—1).
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(1) Na postawie poprzedniego twierdzenia z ciagtosci f na [a, b]
otrzymujemy rézniczkowalnos$¢ F na [a, b] oraz réwno$é
F'(x) = f(x) co koriczy dowdd (1).

(2) Niech a=x9 < x1 < -+ < x, = b bedzie dowolnym podziatem
przedziatu [a, b]. Wtedy F(b) — F(a) = >_7_; F(xi) — F(xi—1).

Z tw. Lagrange'a dla kazdego i istnieje ¢; € (xj_1, X;) taki, ze
F)-Flaca) — pr(g) = f(q).

Xj—Xi—1
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(1) Na postawie poprzedniego twierdzenia z ciagtosci f na [a, b]
otrzymujemy rézniczkowalnos$¢ F na [a, b] oraz réwno$é
F'(x) = f(x) co koriczy dowdd (1).

(2) Niech a=x9 < x1 < -+ < x, = b bedzie dowolnym podziatem
przedziatu [a, b]. Wtedy F(b) — F(a) = >_7_; F(xi) — F(xi—1).

Z tw. Lagrange'a dla kazdego i istnieje ¢; € (xj_1, X;) taki, ze
F)-Flaca) — pr(g) = f(q).

Xj—Xi—1

Stad F(b) — F(a) = > f(ci)(xi — xi—1) = Sh.
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(1) Na postawie poprzedniego twierdzenia z ciagtosci f na [a, b]
otrzymujemy rézniczkowalnos$¢ F na [a, b] oraz réwno$é
F'(x) = f(x) co koriczy dowdd (1).

(2) Niech a=x9 < x1 < -+ < x, = b bedzie dowolnym podziatem
przedziatu [a, b]. Wtedy F(b) — F(a) = >_7_; F(xi) — F(xi—1).

Z tw. Lagrange'a dla kazdego i istnieje ¢; € (xj_1, X;) taki, ze
PO PO — Fr() = f(q).

Stad F(b) — F(a) = > f(ci)(xi — xi—1) = Sh.

Dlatego dla dowolnego normalnego ciagu podziatéw mamy

F(b) — F(a) = lims, 0 Sp = [ f(x)dx.
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(1) Na postawie poprzedniego twierdzenia z ciagtosci f na [a, b]
otrzymujemy rézniczkowalnos$¢ F na [a, b] oraz réwno$é
F'(x) = f(x) co koriczy dowdd (1).

(2) Niech a=x9 < x1 < -+ < x, = b bedzie dowolnym podziatem
przedziatu [a, b]. Wtedy F(b) — F(a) = >_7_; F(xi) — F(xi—1).

Z tw. Lagrange'a dla kazdego i istnieje ¢; € (xj_1, X;) taki, ze
PO PO — Fr() = f(q).

Stad F(b) — F(a) = > f(ci)(xi — xi—1) = Sh.

Dlatego dla dowolnego normalnego ciagu podziatéw mamy

F(b) — F(a) = lims, 0 Sp = [ f(x)dx.

(3) Jesli ® jest funkcja pierwotna f na [a, b] to ®(x) = F(x) + C
dla pewnej statej C.
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(1) Na postawie poprzedniego twierdzenia z ciagtosci f na [a, b]
otrzymujemy rézniczkowalnos$¢ F na [a, b] oraz réwno$é
F'(x) = f(x) co koriczy dowdd (1).

(2) Niech a=x9 < x1 < -+ < x, = b bedzie dowolnym podziatem
przedziatu [a, b]. Wtedy F(b) — F(a) = >_7_; F(xi) — F(xi—1).

Z tw. Lagrange'a dla kazdego i istnieje ¢; € (xj_1, X;) taki, ze
F(xi)—F(xi—1) _ F/( ) _ f(Ci)-

Xi—Xi—1
Stad F(b) — F(a) = > f(ci))(xi — xi—1) = S
Dlatego dla dowolnego normalnego ciagu podziatéw mamy
F(b) — F(a) = lims, 0 Sp = [ f(x)dx.
(3) Jesli ® jest funkcja pierwotna f na [a, b] to ®(x) = F(x) + C

dla pewnej statej C.
Stad mamy ®(b) — ®(a) = F(b) — F(a) = f f(x)dx.[]
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Przyktady

(1) Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego prostymi
y:%x, y=0,x=1, x=4.
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Przyktady

(1) Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego prostymi
y:%x, y=0,x=1, x=4.

5

-1 2 3 5

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka oznaczona



Przyktady

(1) Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego prostymi
y:%x, y=0,x=1, x=4.

5

-1 2 3 5
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Przyktady

dx = —In|cosx| ’

O »ly
Il
|
=)
o

s .
4 —sInX

(2) fOI thdX == fO cos x

Analiza, Wyktad: Catka oznaczona
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Przyktady

dx = —In|cosx| ’

O »ly
Il
|
=)
o

s .
4 —sInX

(2) fOI thdX == fO cos x

Analiza, Wyktad: Catka oznaczona

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz)




Przyktady

(2)f01thdX:_foj$dX: —|n|cosx| ’§:_|n72

(3) fol edx=eg=e—1
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Przyktady

(2)f01thdX:_foj$dX: —|n|cosx| ’§:_|n72

(3) fol edx=eg=e—1
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Wartos¢ srednia funkgcji

Niech f bedzie R-catkowalna na przedziale [a, b]. Podzielmy
przedziat na n-réwnych przedziatéw, kazdy o dtugosci b;na. VA
kazdego przedziatu wybierzmy po jednym punkcie &1, -, &,.
Witedy wartosé Srednia funkcji w tych punktach jest réwna

o) = M8 L Sm )P
i=1

n n

Przechodzac n — oo otrzmujemy, ze §, = ? — 0. Stad

Definicja (warto$¢ srednia funkcji)

Wartoscia srednia funkgji f catkowalnej na [a, b] nazywamy

b
A= i el = bia/a ek

n—o0
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Wartos¢ srednia funkgcji

u(F)(b—a) = [ F(x)dx

20

15|
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Twierdzenie Newtona-Leibniza a wartos¢ srednia.

Niech funkcja F : [a, b] — R bedzie rézniczkowalna w [a, b]. Wtedy
przyrost funkcji w tym przedziale jest réwny iloczynowi $redniej
wartosci jej pochonej na tym przedziale i dtugosci tego przedziatu.

b
F(b) - F(a) = /b Fl(x)dx = Ja T )%

/ 22 (b~ a) = u(F)(b - a).

Interpretacja fizyczna twierdzenia Newtona-Leibniza.

Droga to iloczyn $redniej predkosci przez czas.
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Tw. (catkowanie przez czesci dla catek oznaczonych)

Jedli f,g € Cl[a, b], to

b b
/ fx) & () dx = F(x) g(x) |°— / F1(x) - g(x) dx

a
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Tw. (catkowanie przez czesci dla catek oznaczonych)

Jedli f,g € Cl[a, b], to

b b
/ fx) & () dx = F(x) g(x) |°— / F1(x) - g(x) dx

a

Przyktad:

f=x g =sinx
f'=1 g=—cosx

fgrxsinxdx = H

= —XCOSX ‘g—i—fOﬂ-COSXdX:?T—F sin x ‘g:ﬂ'
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Tw. (o zamianie zmiennej w catce oznaczonej)

Jesli

(1) ¢ € CX(T), T — przedziat domkniety o koricach a, 3,
o(T) =X,

(2) f(x) jest ciagta w X,

(3) p() = a, p(B) = b, to:

5 x =) 5
| fgae = de=gl(t)dt | _ JRCORIGL”

X=a=>t=«
x=b=t=p
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Dowdd:
Jesli F jest funkcja pierwotna f, to:
[P £(x) dx = F(b) — F(a)

Ji (o)) ¢ (6 de = [ Flo(e)]) - /(6 de = Flo(e)] |2 =
= F(b)~ F ()
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Dowdéd:

Jesli F jest funkcja pierwotna f, to:

[P £(x) dx = F(b) — F(a)

S Flp(0)] - @'(8) de = [7 Flp(t)] - /() dt = Fla(t)] |2 =
= F(b) — F(a)

Przyktady:

x=2sint

(1) fozmdxz dx = 2costdt

x=0=1t=0
x—2ét—f

f§\/4 4sint - 2costdt—4fo2\cost\ costdt =
=4 |2 cos tdt—2f0 (1+cos2t)dt = 2(t+ 3sin2t) |2
=2.-Z =7
2
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=v1+3x, x=0<«= t=1

_ 21 _
2)f0 1+3X = x:t?, x=5 <= t=4 | =
dX_étdt4

4 3
=3 i@ -nde=3 (§-t) | =4
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=VI+3x, x=0 <<= t=1

_ 21 _ _ _
2)f0 A dx=| x=55, x=5+ t=4|=
dx = Ztdt

=3k -na=3 (5-1) [ =

t=¢&", x=1In2 <= t=2
In3 Ix o . . . .
3)fn2ex—ex_ X—Inj, x=In3 < t=3| =
dx = <

_f3 dt _ 3 dt _ 1 In
—J2 g(t—t7t) T J2 21 T 2

t—1

t+1

Nlw

In

N

g

2
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t=tg3, x=0<<= t=0
7 _dx  _ — 2" ST e =
(3) f02 2+c>c§sx_ dX_l-‘rt2 dz’ X=2 t=1|=
_ 1=t
COSX = 17
1 dt s
=2y ¥ 3 = arctgf =3

Analiza, Wyktad: Catka oznaczona
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Zastosowania geometryczne catki Riemanna - obliczanie

pola

Zatézmy, ze funkcje f i g sa ciagte w [a, b] i
Vx € la,b] f(x)=g(x).
Pole figury ograniczonej krzywymi y = f(x), y = g(x) i prostymi

x=a, x=b:
D| = /[f x)] dx

Jedli nie zaktadamy, ze Vx € [a,b] f(x) > g(x), to:

D] = / 1#(x) — g(x)| dx
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Niech D = {(x,y) € R2: y € [c,d], x € [0,g(y)]}

o

-0.2 0.2 0.4 06

-0.5

Wtedy pole D obliczmy ze wzoru |D| = fcdg(y) dy.
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Wspodtrzedne biegunowe

X = rcos ¢
y=rsing
20+
recosé¢  (xy)
15F
1.0F
r rsing
0.5+
¢
0‘.5 1.0 1.‘5 2‘.0

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz)
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Pole wycinka kotowego

yo

S(¢) to wycinek kotowy dla kata ¢.

SOI_ 2  |s(e) = Lo

72 27

Twierdzenie

Pole wycinka kotowego o kacie ¢ i promieniu r to |S(¢)| = 3¢r°.
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Pole figury we wspétrzednych biegunowych

Pole figury ograniczonej krzywa we wspdtrzednych biegunowych

r = R(¢), ¢ € [, 5] mozna podzieli¢ na pola wycinkéw
krzywoliniowych {(r(6), &)|6 € [0, 0], r(6) € [0, R(6)]}. gdzie
a=¢o < ¢1 << ¢p=P0, Aok = ¢k — Pk—1, {k € (Pk—1, Dk)-
Pole wycinka krzywoliniowego przyblizamy polem wycinka
kotowego o promieniu R(&x) i kacie Ay czyli %(R(ﬁk))2A¢k.
Witedy S, = >7_; 3(R(&))?Agy jest suma catkowsa.
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Pole figury we wspétrzednych biegunowych

|im5n‘>0 Sn= “m&nﬁo 22:1 %(R(fk))2A¢k = % ff(R(¢))2 do.

Twierdzenie

Pole figury ograniczonej krzywa r = R(¢), ¢ € [«, 5] we
wspotrzednych biegunowych jest réwne

1

B
D= | (R@)?do
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Przyktady:

(1) Obliczy¢ pole obszaru D ograniczonego wykresem funkgji
y = Inx i sieczna tego wykresu przechodzaca przez punkty o
rzednych —1i 1.
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Przyktady:

(1) Obliczy¢ pole obszaru D ograniczonego wykresem funkgji
y = Inx i sieczna tego wykresu przechodzaca przez punkty o
rzednych —1i 1.
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Przyktady:

(1) Obliczy¢ pole obszaru D ograniczonego wykresem funkgji
y = Inx i sieczna tego wykresu przechodzaca przez punkty o
rzednych —1i 1.

Sieczna przechodzaca przez punkty (1, —1) i (e, 1) ma réwnanie
y=1+—2:(x—e), wiec

e 1T
e

Dl = Jf [mx— (1+e_2i(x—e)>] dx =

= (xlnx —x) ’i— {X_F(X:el)z] _2

e
e

1
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(2) Obliczy¢ pole obszaru zawartego miedzy parabola y? = 4x i
prosta y = 2x — 4.
2
ye =4x
A=(1,-2), B=(4,4
{)/=2x—4:> (1,-2), (4,4)
Réwnanie paraboli x = 1y? oraz prostej x = 1y +2
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(2) Obliczy¢ pole obszaru zawartego miedzy parabola y? = 4x i
prosta y = 2x — 4.
2
ye =4x
A=(1,-2), B=(4,4
{)/=2x—4:> (1,-2), (4,4)
Réwnanie paraboli x = 1y? oraz prostej x = 1y +2
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(2) Obliczy¢ pole obszaru zawartego miedzy parabola y? = 4x i
prosta y = 2x — 4.
2
ye =4x
A=(1,-2), B=(4,4
{)/=2x—4:> (1,-2), (4,4)
Réwnanie paraboli x = 1y? oraz prostej x = 1y +2

4
D=["3y+2—y?dy=1y>+2y — 35y3*, =9
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(3) Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego elipsa:
x(t) = acost, y(t) = bsint, t € [0,27].

X = acost

dx = —asintdt
‘D|:4foade: X = =

= —4 [3 bsint-asin t dt = 4ab [;* sin® t dt = dab [;* 1=522 dt =

= 2ab fog(l — cos2t) dt =2ab [t — Lsin2t] > = rab

o
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(4) Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego kardioida zadana
réwnaniem r = a(1 + cos ), ¢ € [0, 27].

05

Jest to krzywa symetryczna, wiec
ID|=2-3 [y rPdp =2 [§ (14 cos)? dp =
=a° [y do+2a° [ cospdp+ 372 Jo (14 cos2¢) dp =

— 2 [3p+2sinp+ tsin2g] [F = 3ra?
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Objetos¢ bryty obrotowe;

Niech funkcja f bedzie ciagta i nieujemna w [a, b].

Niech V bedzie bryta ograniczona powierzchnia powstata przez
obrét wykresu funkcji f wokdt osi OX oraz ptaszczyznami P, i Py,
prostopadtymi do osi OX i takimi, ze (a,0) € P,, (b,0) € Pp.

-1.0 -05 00 05 1.0

‘ I
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Objetos¢ bryty obrotowe;

Niech A, : a=x < x3 < ... < x, = b bedzie ciagiem normalnym
podziatéw przedziatu [a, b], tzn. limp_o0 6, =0
Axp = X — x—1, &k € [Xk—1,Xk]
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Objetos¢ bryty obrotowe;

Niech A, : a=x < x3 < ... < x, = b bedzie ciagiem normalnym
podziatéw przedziatu [a, b], tzn. limp_o0 6, =0

Axp = X — x—1, &k € [Xk—1,Xk]

Tworzymy sume catkowa, ktdra jest réwna sumie objetosci walcéw
o promieniach (&) i wysokosciach Axy, k=1,...,n
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Objetos¢ bryty obrotowe;

Niech A, : a=x < x3 < ... < x, = b bedzie ciagiem normalnym
podziatéw przedziatu [a, b], tzn. limp_o0 6, =0

Axp = X — x—1, &k € [Xk—1,Xk]

Tworzymy sume catkowa, ktdra jest réwna sumie objetosci walcéw

o promieniach (&) i wysokosciach Axy, k=1,...,n
Sn = Zﬂ' . f2(§k)AXk
k=1
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Objetos¢ bryty obrotowe;

Niech A, : a=x < x3 < ... < x, = b bedzie ciagiem normalnym
podziatéw przedziatu [a, b], tzn. limp_o0 6, =0

Axp = X — x—1, &k € [Xk—1,Xk]

Tworzymy sume catkowa, ktdra jest réwna sumie objetosci walcéw

o promieniach (&) i wysokosciach Axy, k=1,...,n
Sn = ZT( . f2(§k)AXk
k=1

-1.0 -0.5 0.0
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Objetos¢ bryty obrotowe;

Nastepnie w sumie catkowej n — oo

n b
‘m"ﬂkzl F2(E)Ax = T / F2(x) dx
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Objetos¢ bryty obrotowe;

Nastepnie w sumie catkowej n — oo

n b
5|nimo7rkzl F2(E)Ax = T / F2(x) dx
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Objetos¢ bryty obrotowe;j

Twierdzenie

Objetos¢ bryty obrotowej powstatej przez obrét wykresu funkcji
y = f(x) wokét osi OX wyraza sie wzorem:

b
V| = 71'/ £2(x) dx

Gdy bryta obrotowa powstaje przez obrét krzywej x = f(y) wokdét
osi OY, y € [c,d], to

d
|V|=w/ £(y) dy
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Objetosc¢ bryty obrotowej - Przyktady

(1) Obliczy¢ objetos¢ stozka Scietego o promieniach podstaw a i b
(0 < a < b) i wysokosci h.

/

e Y/

1.0 15 20

\ P
e |

25 3.0

f(x) = b;ax +a, x € [0, hj
t="5-2x+42a
h
_ - hb= 2 || dx=p5dt || _ xn b2 g
V| =7 [y [Z52x +a]* dx = x:O:b>;:a = FL [Jtdt =
x=h=t=0b

= i (b — 2%) = Inh(a® + ab + b?)
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Objetosc¢ bryty obrotowej - Przyktady

(2) Obliczy¢ objetos¢ bryty obrotowej powastatej przez obrét wokét
osi OX tuku cykloidy

x(t) =a(t —sint), y(t) = a(l —cost), te[0,2n], a> 0.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz)
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Objetosc¢ bryty obrotowej - Przyktady

x(t) =a(t —sint), y(t) = a(l —cost), te[0,27n], a> 0.
V] =7 [27 F(x) dx =

x = a(t —sint), x=0<«= t=0
=| dx=a(l —cost)dt, x=2ma < t=2r7 || =

F(x(t)) = y(t)

=7 027r a%(1 — cos t)3 dt = na° 027r (2sin? %)3 dt =
= 8ra® [ZTsindLdt = || u=1% || =16ma [ sin®udu =
= H wz. rekurencyjny H =513’
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Objetosc¢ bryty obrotowej - Przyktady

(3) Obliczy¢ objetos¢ bryty powstatej przez obrét elipsy
2
X

;s + %2 = 1 wokot osi QY.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz)
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Krzywe (tuki)

Krzywa (tukiem) gladka nazywamy przeksztatcenie x : [a, b] — R”,
gdzie x(t) = (x1(t), -, xn(t)) oraz x;(t) sa funkcjami klasy C! na
[a,b] dlai=1--- n.

Jezeli Vi1, € (a,b) t1 # tp = x(t1) # x(t2) to krzywa
nazywamy zwykfa.

Jezeli dla krzywej zwyktej zachodzi x(a) # x(b) to nazywamy ja
otwarta, w przeciwnym przypaku nazywamy zamknieta.
Gtadka krzywa nazywamy regularna, jesli

Yt € [a, b zn:[x,f(t)]2 > 0.

Krzywa gtadkax jest ptaska, jezeli x : [a, b] — R? (czyli n = 2).
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Krzywe (tuki) - przyktady

x(t)=(t+t2, 3 +t%), te [—%, %] to ptaska krzywa regularna, ale
nie jest zwykfa.

0.6+

0.4+
0.3+
0.2

0.1}
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Krzywe (tuki) - przyktady

x(t) = (3cost,sint), t € [0,27] to ptaska krzywa regularna,
zwykta, zamknieta.
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Krzywe (tuki) - przyktady

x(t) = (t — t?,t + t5), t € [-1,1] to ptaska krzywa regularna
otwarta.

1w sow s s o0 pen oy so
-2.0 -1.5 -1.0 -0.5
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Krzywe (tuki) - przyktady

x(t) = (cost,2sint, t), t € [0,4n] to krzywa regularna, otwarta,
ale nie jest ptaska.
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Krzywe (tuki) - przyktady

x(t) = (t?,83), t € [—%,% to ptaska krzywa gtadka otwarta, ale

nie jest regularna, bo x’(0) = (0, 0).
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Dtugos¢ krzywej (tuku)

x : [a, b] — R? to ptaska krzywa regularna
A, a=ty<t; <...<t,=b- podziat przedziatu [a, b]

Srednica podziatu: §, = maxjck<n Aty, Atp =ty — tk_1
(A,) - podziat normalny <= lim,_000, =0

Pr = (x1(tk), x2(tx)), k =0,...,n - punkty na krzywej x
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Dtugos¢ krzywej (tuku)

x : [a, b] — R? to ptaska krzywa regularna
A, a=ty<t; <...<t,=b- podziat przedziatu [a, b]

Srednica podziatu: §, = maxjck<n Aty, Atp =ty — tk_1
(A,) - podziat normalny <= lim,_000, =0
Pr = (x1(tk), x2(tx)), k =0,...,n - punkty na krzywej x

taczac punkty Pk na tuku otrzymujemy tamana /, o dtugosci

L —
nl = > [P
k=1

gdzie
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Dtugos¢ krzywej (tuku)

’Pk—lpk‘ = V[ (te) — xa(te—1)? + Dea(te) — xe(t-1)]? =

= VX1 (ck) - (tx — te1)]? + [x5(dk) - (b — te1)]? =
= VIX{(c)? + D5 (di)]? - Aty cie, dic € (t—1, ti)

1 ! L 1 1 1 1
-1.0 -0.5
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Dtugos¢ krzywej (tuku)

Dtugos¢ krzywej ptaskiej

Jesli dla kazdego ciagu normalnego podziatéw przedziatu [a, b]
istnieje granica wtasciwa ciagu (/,) niezalezna od wyboru punktéw
posrednich, to krzywa nazywamy prostowalna a granice

L = lim,_ o I, nazywamy dtugoscia krzywe;.

.

Twierdzenie

Dtugo$¢ ptaskiej krzywej regularnej x : [a, b] — R? jest réwna

b
L= [l + by e
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Dtugos¢ krzywej w R”

Niech v = (v1,- -+, v,) bedzie wektorem w R"”. Wtedy jego

dtugos¢ (norma) to liczba |v| = />0, v?

Dtugos¢ krzywej w R”
Jesdli x @ [a, b] — R" jest krzywa regularna to jej dtugos¢ jest réwna
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Uwaga:

Jedli f € CY([a, b]), to wykres y = f(x) jest krzywa zwykta otwarta
regularna o parametryzacji x(t) = (t,f(t)) dla t € [a, b], wiec

I V02 + (40P de = [ T+ [P0 dt
Stad wzdr na d’fugosc krzwej zadanej funkcyjnie
L:y=f(x), x€[a,b]

IL| :/ab\/l—k[f’(x)]zdx
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Dtugos¢ krzywej - przyktady

(1) Obliczy¢ dtugo$é tuku paraboli y = $x2, x € [0,a], a > 0.

Ll =[5 \/de*f V1+x2dx =

= [§X\/X2+ +2in|x+vx2+1 q )0:
:%[a\/32+1+ln|a+\/a2+1]
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Dtugos¢ krzywej - przyktady

(2) Obliczy¢ dhugos¢ tuku cykloidy
x(t) = a(t —sint), y(t) = a(l —cost), t €[0,27], a> 0.

L] = [Z™ \/Ta(l —cost)]? + [asin t]2dt = a [;" /2 — 2cos t dt =
= a\@foh \/Mdt =2a f027r |sin %’ dt =

=2a (—2cos?%) !3” = —4a(-1—-1)=8a
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Pole powierzchni bocznej stozka

2

Stozek o tworzacej o dtugosci L i promieniu podstawy dtugosci R.
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Pole powierzchni bocznej stozka

L

Pole powierzchni bocznej stozka o tworzacej o dtugosci L i
promieniu podstawy dtugosci R to P = wRL.
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Pole powierzchni bocznej stozka Scietego

1.0 15 20 25 30

Stozek $ciety o tworzacej o dtugosci / i promieniach podstaw
dtugosci r i R (r < R)
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Pole powierzchni bocznej stozka Scietego

/
i:aH_I:aF\’:ar—i—/r =a= r
r R
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Pole powierzchni bocznej stozka Scietego

2R

T(R+r)

Ir

a = ;. Pole powierzchni bocznej stozka scigtego to
R
P =nR(I+a)—rra=n(Rl+ (R —r)a) = 27r“; I
R
p—orl T X,
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Pole powierzchni obrotowe;j

Powierzchnia powstata przez obrét wokét osi OX wykresu funkgji
y = f(x), x € [a, b].
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Pole powierzchni obrotowe;j

-2
-1.0 -05 0.0 05 1.0

€ = % S, = ;2771‘({,-)/,- - 27rl; FE)VT+ (&)X
b
6|nir—>nosn_2ﬂ,/a f(X) 1+[f/(x)]2 dx.
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Pole powierzchni obrotowe;j

Pole powierzchni obrotowej powstatej przez obrét wokdt osi OX
wykresu funkgcji y = f(x), x € [a, b] wyraza sie wzorem:

S| :27T/ab f(x) /14 [f(x)]?dx
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Pole powierzchni obrotowe;j

Pole powierzchni obrotowej powstatej przez obrét wokdt osi OX
wykresu funkgcji y = f(x), x € [a, b] wyraza sie wzorem:

S| :27T/ab f(x) /14 [f(x)]?dx

Jesli obracana krzywa zadana jest parametrycznie, to:

b
Sl=2r [ 30\l @F + (@R de
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Pole powierzchni obrotowe;j

Pole powierzchni obrotowej powstatej przez obrét wokdt osi OX
wykresu funkgcji y = f(x), x € [a, b] wyraza sie wzorem:

S| :27T/ab f(x) /14 [f(x)]?dx

Jesli obracana krzywa zadana jest parametrycznie, to:

b
Sl=2r [ 30\l @F + (@R de

Jesli obracamy wokét osi OY wykres funkcji x = f(y), y € [c, d],

to:
d
S| = 2n / Fy) /1 + [FO)PR dy
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Pole powierzchni obrotowej - przyktady

(1) Obliczy¢ pole powierzchni bocznej powsta’rej przez obrét wokét
osi OX tuku krzywej y = x3. xe€ [_Ev 2].

t=1+9x*
z dt = 36x3dx
_ . 3,3, 4 — =
IS| =227 [ x* - V14 9x* dx 0t
X:%:>t—%
31 |9 21 (125
=% ¥ Vidi= [“} =5 (-1

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Catka oznaczona



Pole powierzchni obrotowej - przyktady

(2) Obliczy¢ pole powierzchni powstatej przez obrét wokét OX
asteroidy x(t) = acos®t, y(t) = asin®t, t € [0,2n].

10

S =22 [ y(t) - /[X ()] + [y (1)]2 dt =
= 47 [? asin® t\/(—3a cos? tsin t)2 + (3asin? t cos t)2dt
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Pole powierzchni obrotowej - przyktady

u=sint
z du = cos t dt
S| =127a% [Z sin* tcost dt =
15| Jo t=0 < u=0
t=5 <<= u=1
_ 122
—?ﬂ'a

1
= 127 [ u*du = 127> £ )
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