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Podziat przedziatu i jego Srednica

Niech a < b oraz f : [a, b] — R. Podziatem przedziatu [a, b] nazywamy uktad
punktéw
A: a=xg<x31<---<Xxym=bhb.

Dtugosci podprzedziatéw i Srednica podziatu wynosza

AXe = X — Xp—1, J(A) = max Axg.
1<k<m

Normalny ciag podziatéw

Ciag (A,) jest normalny, jezeli 6(A,) — 0. Liczbe podprzedziatéw w A,
oznaczamy przez m,,.

Samo m, — oo nie wystarcza: dtugo$¢ kazdego podprzedziatu musi dazyé do
zera, jednostajnie wzgledem jego numeru.
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Suma catkowa Riemanna

W kazdym podprzedziale wybieramy dowolny punkt
€nk € [Xnk=1,%n.k], k=1,...,m,.
Odpowiadajaca im suma catkowa ma postaé

Suma Riemanna

Sn = Z f(gn,k) AXn,k~

k=1

Dla funkcji nieujemnej kazdy sktadnik jest polem prostokata o szerokosci
Axp i i wysokosci f(£n k).

Punkty &, x moga by¢ koricami podprzedziatéw, ich $rodkami lub innymi
punktami. W definicji catki trzeba dopusci¢ wszystkie takie wybory.
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Sumy catkowe: wykres funkgcji

RN

Rozpatrujemy funkcje na ustalonym przedziale [a, b].
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Sumy catkowe: podziat przedziatu

RN

Wybieramy punkty podziatu a=xp < x3 < --- < xp, = b.
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Sumy catkowe: punkty posrednie

RN

W kazdym przedziale [xx_1, xx] wybieramy punkt &.
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Sumy catkowe: wartosci funkcji

4

AT ™

Wysokos$¢ k-tego prostokata wyznacza wartosé f(&).
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Sumy catkowe: prostokaty

4

Suma pél prostokatéw to S = >, F(&k)Axk. Przy dostatecznie drobnym
podziale przybliza ona pole pod wykresem.
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Catka oznaczona Riemanna

Funkcja f : [a, b] — R jest catkowalna w sensie Riemanna, jezeli istnieje
jedna liczba I € R taka, ze dla kazdego normalnego ciggu podziatéw oraz
kazdego wyboru punktéw posrednich zachodzi S, — /.

Liczbe te nazywamy catka oznaczong i zapisujemy

b
/f(x)dx:/ I|m fo,,kAx,,k

5(A,)

Granica ma by¢ skonczona i wspélna dla wszystkich dopuszczalnych
podziatéw oraz punktéw posrednich.

Zapis f € R[a, b] oznacza catkowalno$¢ Riemanna na [a, b]; ai b sa
odpowiednio dolng i gbrna granica catkowania.
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Interpretacja geometryczna

L

[

y=F(x)

x)d x

T

Jezeli f jest ciagta i nieujemna na [a, b], to

/a ’ f(x) dx

jest polem obszaru ograniczonego wykresem f, osia OX oraz prostymi x = a i

x = b.
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Znak catki a pole obszaru

I I L
-1.0 -0.5 0.5 10 1
—

Catka uwzglednia znaki: obszary nad osia OX wnosza wktad dodatni, a
obszary pod osig — ujemny.

b b
/f(x)dx:P+—P,, /|f(x)|dx:P+—|—P,.

Zatem pole catego obszaru miedzy wykresem a osig opisuje druga z tych
catek. Tutaj P4, P_ oznaczaja nieujemne pola odpowiednich czeéci.
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Predkos¢ i przemieszczenie

Niech g(t) bedzie potozeniem punktu poruszajacego sie po prostej, a
v(t) = ¢'(t) jego ciagta predkoscia ze znakiem na [a, b].

Dzielimy przedziat czasu:
a=to<ti <---<ty=b, At =t — tj_1.

Wybierajac 7; € [tj_1, t;], przyblizamy zmiane potozenia na krétkim odcinku
czasu przez v(1;)At;. Stad

m

q(b) —q(a) ~ Y v(n)At.

i=1

Gdy $rednica podziatu dazy do zera, otrzymujemy

b
a(6) - a(a) = [ (©) k.

Jest to przemieszczenie; moze by¢ dodatnie, ujemne lub réwne zeru.
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Droga a przemieszczenie

Droga sumuje dtugosci wszystkich odcinkéw ruchu, niezaleznie od jego
kierunku. Szybko$¢ jest réwna |v(t)]|, dlatego

s—/ab|v(t)|dt.

Jezeli v > 0, to droga jest réwna fab v(t) dt. Przy zmianach znaku predkosci
trzeba uwzgledni¢ warto$¢ bezwzgledna lub podzieli¢ catke w miejscach
zmiany kierunku.

Przyktadowo dla v(t) =t na [-1,1]:

1 0 1
/ tdt =0, s:/ (—t)dt+/ tdt =1.
1 -1 0

Punkt wrécit do potozenia poczatkowego, ale przebyta droga jest dodatnia.
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Catkowalno$¢ wymaga ograniczonosci

Jezeli f € Ra, b], to f jest ograniczona na [a, b].

Dowéd nie wprost. Zatézmy, ze f jest nieograniczona. Wezmy normalny
ciag podziatdéw, na przyktad podziaty réwnomierne.

W kazdym podziale istnieje podprzedziat I, ., na ktérym |f| jest
nieograniczona. Gdyby na wszystkich podprzedziatach funkcja byta
ograniczona, skonczona liczba ograniczen dawataby ograniczenie na catym

[a, b].

W pozostatych podprzedziatach wybieramy dowolne punkty i oznaczamy

An = Z f(&n,k)AXn,k-
k#r

Liczba A, jest skonczona, poniewaz jest suma skonczenie wielu liczb
rzeczywistych.
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Dowdd ograniczonosci: sprzecznosé

Poniewaz |f| jest nieograniczona na I, ,, mozna dobraé &, , tak, aby
[£(&n.r)|Bxn,r > n 4 [Ag].
Whtedy, korzystajac z odwrdconej nieréwnosci trojkata, dostajemy

|Sl1| = |An + f(gn,r)AXn,r|
> |f(&n,r )| AXn,r — |An| > n.
Taki cigg sum catkowych nie moze mieé skonczonej granicy. Jest to sprzeczne
z definicja catkowalnosci Riemanna. (|

Whiosek

Funkcja nieograniczona na przedziale domknietym nie jest na nim catkowalna
w sensie Riemanna. Catki niewfaéciwe wymagaja osobnej definicji.
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Ograniczono$¢ nie wystarcza

Funkcja Dirichleta na [a, b], gdzie a < b, ma postaé

D(X) — 17 X € Q)
0, x¢Q.

Jest ograniczona, lecz nie jest catkowalna w sensie Riemanna.

W kazdym podprzedziale o dodatniej dtugosci sa liczby wymierne i
niewymierne. Dla tego samego normalnego ciggu podziatéw mozemy zatem
wybraé:

@ wytacznie wymierne punkty posrednie; wtedy S, = >, Axpx = b — a;
@ wytacznie niewymierne punkty posrednie; wtedy S, = 0.

Poniewaz b — a # 0, nie istnieje wspdlna granica sum catkowych.
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Warunek wystarczajacy catkowalnosci

Twierdzenie

Jezeli funkcja f : [a, b] — R jest ograniczona i ciagta poza co najwyzej
skofczong liczba punktéw, to f € R|a, b].

W szczegdlnosci kazda funkcja ciggta na przedziale domknietym jest
catkowalna: jej ograniczono$¢ wynika z twierdzenia Weierstrassa.

Dlaczego skonczenie wiele nieciggfosci nie przeszkadza? Mozna otoczy¢
te punkty przedziatami o dowolnie matej tacznej dtugosci. Ograniczonos¢ f
zapewnia wtedy dowolnie maty wktad tych przedziatéw do réznicy sum
gérnych i dolnych.

Na pozostatych domknietych czesciach przedziatu funkcja jest jednostajnie
ciggta, wiec dla dostatecznie drobnego podziatu oscylacje funkcji s3 mate.
tacznie daje to kryterium catkowalnosci Riemanna.
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Witasnosci catki: wartosci i porzadek

Zakfadamy a < b.
Zmiana w skonczenie wielu punktach

Jezeli f € R[a, b], a funkcja rzeczywista g rézni sie od f tylko w skorficzenie
wielu punktach, to g € R[a, b] i

/abg(x) dx = /ab f(x) dx.

Pojedyncze punkty nie maja dtugosci; ich wartosci nie zmieniaja catki.
Monotonicznos¢

Jezeli f,g € R[a, b] i f(x) < g(x) dla kazdego x € [a, b], to

/a ’ f(x) dx < / ’ g(x) dx.

W szczegdlnosci catka z funkcji nieujemnej jest nieujemna.
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Granice catkowania i addytywnos¢

Przyjmujemy nastepujace definicje:
a b a
/ f(x)dx =0, / f(x)dx:f/ f(x)dx (a> b).
a a b
Jezeli f € R[a, b] i a < ¢ < b, to catki na obu podprzedziatach istniejg i

Lbf(x)dx—/acf(x)dx+/cbf(x)dx.

Odwrotnie, catkowalno$¢ na [a, c] i [c, b] daje catkowalnos$¢ na [a, b] oraz te
sama réwnos¢.

Dowolna kolejnos¢ punktow

Jezeli f jest catkowalna na [min(a, b, ¢), max(a, b, ¢)], powyzsza réwnos$é
zachodzi dla kazdej kolejnosci a, b, c. Uwzgledniamy znaki wynikajace z
orientacji granic.
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Liniowos$¢ catki

Jezeli f,g € R[a,b] i A\, u € R, to Af + ug oraz fg sa catkowalne, a ponadto

/ab(Af  pg)(x) dx = )\/ab F(x) dx + u/abg(x) d.

W szczegdlnosci
/ab(f +g)(x)dx = /ab f(x)dx + /abg(x) dx,
/ab)\f(x) dx = )\/ab f(x) dx.

Liniowo$¢ wynika z liniowo$ci sum Riemanna i przejscia do granicy.
Catkowalno$¢ iloczynu nie oznacza, ze catka z iloczynu jest iloczynem catek.
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Nierownos¢ Schwarza—Buniakowskiego

Jezelia< bif,g € R[a,b], to

2 < </ab f(x)? dx) (/abg(x)de> .

Réwnowaznie, warto$¢ bezwzgledna catki po lewej stronie jest nie wigksza niz
pierwiastek z iloczynu po prawe;j.

/ab f(x)g(x) dx

Dowéd. Oznaczmy

b b b
A:/ 2, B:/ g2, C:/ fg.
a a a

Dla kazdej liczby A € R zachodzi
b
0 g/ (f —Xg)> = A—2XC + \°B.
a

Gdy B > 0, podstawienie A = C/B daje C?> < AB. Gdy B = 0, warunek
A —2)C > 0 dla wszystkich A wymusza C = 0, wiec nieréwno$¢ takze

zachodzi. 0
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Oszacowanie wartoéci catki

Jezeli f € R[a,b] i a < b, to || € R[a, b]. Dla

M= sup |7(x)]
x€[a,b]

otrzymujemy

b
g/ 1F(x)] dx < M(b — a).

/ab f(x) dx

Pierwsza nieréwnos$¢ wynika z —|f| < f < |f
catki. Druga wynika z |f| < M.

, monotonicznosci i liniowosci

Dla dowolnej kolejnosci koncéw poprawna postaé to

/ab f(x)dx

gdzie supremum M liczymy na przedziale miedzy a i b.

max(a,b)
< [ irGol e < Mib - al,
min(a,b)
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Catka z iloczynu: kontrprzyktad

Na przedziale [0, 2] zdefiniujmy

f(x) = {

Obie funkcje sa ograniczone i maja tylko jedna nieciagto$é, wiec sa
catkowalne. Ponadto

/02f(x)dX:1, /02g(X)dX:1.

Dla kazdego x mamy f(x)g(x) = 0, a zatem

t[ﬁ@m@yu=o¢1:(Aa><A:0.

Nie istnieje ogdlna reguta zastepujaca catke z iloczynu iloczynem catek.

1, 0<x<1, o {0 0sxs1
0, 1<x<2 971 1<x<2
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Catka jako funkcja gornej granicy

Niech f € R[a, b], « € [a, b] oraz

Twierdzenie

Funkcja F jest ciagta na [a, b]. Jezeli dodatkowo f jest ciagta w punkcie
X € (a,b), to F jest w tym punkcie rézniczkowalna i

F/(XQ) = f(XQ).

Na koncach przedziatu analogiczne stwierdzenie dotyczy pochodnych
jednostronnych, jezeli f jest tam jednostronnie ciagta.

Zmienna t jest zmienng catkowania, a x okresla gérna granice. Taki zapis
zapobiega pomyleniu tych dwéch rél.
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Ciagtos¢ funkcji catkowej: dowdd

Ograniczonoé¢ f daje liczbe M > 0 taka, ze |f(t)| < M na [a, b]. Dla
X,y € [a, b] addytywnos¢ catki daje

Fly) — F(x) = / " (1) .

Oszacowanie catki z uwzglednieniem kolejnosci granic prowadzi do

max(x,y)

IF(y) — F(x)] < / 1£(2)] dt

min(x,y)

< Mly — x]|.

Gdy y — x, prawa strona dazy do zera. Zatem F jest ciggta w kazdym
punkcie przedziatu, réwniez jednostronnie na jego koncach. (I

UdowodniliSmy wiecej: F spetnia warunek Lipschitza ze statag M.
Rozumowanie obejmuje zaréwno y > x, jak i y < x.
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Pochodna funkcji catkowej: dowdd

Niech f bedzie ciagta w xp € (a,b). Dla h#0i xo + h € [a, b]:

X0 — F\Xo ot o
F( +h;), F( )—f(Xo)Z%/ f(t)dt—l/ f(xo) dt

Xo h X0

1 xo+h
= f/ [f(t) — f(xo)] dt.
h Js
Dla kazdego € > 0 ciggto$¢ zapewnia § > 0 takie, ze
[t —x] <6 = |f(t)—F(x)| <e.

Jezeli 0 < |h| < 4, to caty przedziat miedzy xg i xo + h lezy w tym otoczeniu.
Stad

F(X0+h)—F(X0) €|h|
h (X()) |h‘ g
Otrzyn ujen Yy FI(X()) = f(Xo). Oszacowanie dziata dla obu znakéw h. |
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Rézniczkowanie catek: przyktady

1. Gérna granica réwna x. Funkcja et jest ciagta na R, wiec
x 2 2
F(x) :/ Cdt — F(x)= e
-1
Do obliczenia pochodnej nie trzeba zna¢ jawnego wzoru funkcji pierwotnej.

2. Gorna granica zalezna od x. Niech

G(x) = / " o dt = F(sinx).

-1

Z reguty rézniczkowania ztozenia:
G'(x) = F'(sinx) cos x = e * cos x.
Ogodlnie, przy ciagtym f i rézniczkowalnym u,

d rve)
dx Ja

f(t)dt = f(u(x))d (x).
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Ekstrema funkcji catkowe;j

Znajdziemy ekstrema lokalne funkcji

F(x) = / smt x > 0.

Aby traktowac te catke jako wtasciwa catke Riemanna, uzupetniamy funkcje
podcatkowa w zerze:
sint

fty=4 t~ t#0,
1, t=0.

Poniewaz lim;_,gsint/t = 1, funkcja f jest ciagta. Warto$¢ w jednym
punkcie nie zmienia catki.

Dla x > 0 otrzymujemy

F’(X):SIH—X7 F'(x)=0 < x=nm, n=123 ...

X
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Ekstrema: klasyfikacja punktéw

Dla x > 0 mamy

— i —1)"
F(x) = xcosx2 smx’ F () = (-1)

X nm

Zatem:

e w punktach x = (2k + 1)m, k =0,1,..., wystepuja Sciste maksima
lokalne, poniewaz F" < 0;

@ w punktach x = 2km, k =1,2,..., wystepuja éciste minima lokalne,
poniewaz F” > 0.

To samo wynika ze znaku F’(x): dla x > 0 mianownik jest dodatni, wiec
znak pochodnej jest znakiem sin x.

Nie ma innych ekstreméw lokalnych w (0, c0), poniewaz rézniczkowalna
funkcja moze mie¢ tam ekstremum tylko w punkcie zerowania pochodne;.
Klasyfikacja lokalna sama w sobie nie rozstrzyga o ekstremach globalnych.
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Twierdzenie Newtona—Leibniza

Niech f bedzie ciagta na [a, b], gdzie a < b.

Twierdzenie

Funkcja F(x) = [ f(t) dt jest funkcja pierwotna f w (a, b). Ponadto

b
/ F(x) dx = F(b) — F(a).

Jezeli ® jest dowolna funkcja pierwotna f w (a, b), ciagta na [a, b], to

b
| Fx) e = 0(6) ~ 0(a) = (6012

Przy f ciagtej do koncéw naturalne przedtuzenie funkcji pierwotnej ma tam
odpowiednie pochodne jednostronne. Wartosci na koncach sa niezbedne do
obliczenia réznicy.
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Newton—Leibniz: funkcja pierwotna

Krok 1. Z twierdzenia o pochodnej funkcji catkowej wynika
Flx) = f(x),  F(x) = / F(t) dt.
a

Poniewaz F(a) =0i F(b) = fab f(t) dt, mamy

b
F(b) — F(a) = / F(t) dt.
Krok 2. Jezeli réwniez &' = f, to (¢ — F)’ =0 w (a, b). Z twierdzenia

Lagrange'a funkcja ® — F jest stafa; dzieki ciggtosci to samo zachodzi na
koncach przedziatu.

P(x)=F(x)+ C = &(b)—d(a) = F(b) — F(a).

Stata catkowania znika przy odejmowaniu wartosci na koncach. (|
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Newton—Leibniz: dowdd przez sumy

Zachowajmy tez dowdd bezposrednio taczacy funkcje pierwotng z sumami
Riemanna. Dla dowolnego podziatu:

m

()~ 0(a) = S [D(x) — P(x1)].

k=1
Na kazdym podprzedziale twierdzenie Lagrange'a daje cx € (xx—1,xk) takie,
ze
D(xx) — P(xk_1) = Y (ck) Axx = F(ck)Axk.

Zatem
m
Z f Ck AXk
k=1

Wybieramy normalny cigg podziatéw. Ciggtos¢ f zapewnia catkowalnosé,
wiec prawa strona dazy do fa f(x) dx. Lewa strona nie zalezy od podziatu.
To konczy drugi dowdd. O
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Pole pod prosta: przyktad

Dla f(x) = x/2 na [1, 4] funkcja jest nieujemna, wiec pole wynosi

4 274
P:/ X |5 a1
2 4], 4”7

Kontrola geometryczna: trapez ma wysoko$¢ 4 — 1 = 3 i podstawy 1/2 oraz
2,stad P=1(3+2)-3=15/4.
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Obliczanie catek oznaczonych

1. Tangens. Na [0, 7/4] mamy cosx > 0, dlatego

/4
/ tan x dx = [ In(cos x)]7/*
0

2 1
:—Ing—f—lnl:ﬁlnz

2. Funkcja wyktadnicza.

1
/ e dx =[e"]g =e— 1.
0

3. Sinus.

s

sinx dx = [— cosx|§ = —cosm + cos0 = 2.
0

W kazdym przyktadzie funkcja podcatkowa jest ciggta na catym przedziale
catkowania, wiec mozna zastosowaé twierdzenie Newtona—Leibniza.
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Wartos¢ srednia funkgji

Niech a < bi f € R[a, b]. W podziale réwnomiernym

b— b—
Ax = na’ Xk =a+k 2

$rednia arytmetyczna wartosci w punktach & € [xx—1, xx] jest réwna

LY RE) = 5 D A(G)Ax
k=1

k=1

Przechodzac do granicy, otrzymujemy definicje:

Wartos¢ srednia na przedziale

b
u(f) = ﬁ / £(x) dx.

Wzér dzieli taczny wktad funkgji przez dtugos¢ przedziatu. Warunek a < b
wyklucza dzielenie przez zero.
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Wartos¢ srednia: interpretacja

20

Dla f > 0 prostokat o podstawie b — a i wysokosci u(f) ma takie samo pole
jak obszar pod wykresem:

b
u(f)(b—a):/ F(x) dx.

Jezeli f jest ciagta, to minf < u(f) < maxf. Z whasnosci Darboux wynika
istnienie ¢ € [a, b] takiego, ze f(c) = u(f).
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Przyrost i srednia warto$¢ pochodnej

Niech F € CY([a, b]) i a < b. Wtedy F’ jest ciagfa, a wiec catkowalna, i

F(b)—F(a):/ F/(x) dx

= bia (/ F/(x)dx> (b—a)
= u(F')(b— a).

Przyrost funkcji jest iloczynem $redniej wartosci jej pochodnej i dtugosci
przedziatu.

Mozna ostabié¢ zatozenie C': wystarczy ciagtos¢ F na [a, b], rézniczkowalnos¢
w (a, b) oraz catkowalno$¢ Riemanna pochodnej (po okresleniu jej
skoficzonych wartosci na koficach). Wtedy dziata dowdd przez twierdzenie
Lagrange'a i sumy catkowe.

Sama rézniczkowalno$¢ nie zapewnia catkowalnosci Riemanna pochodnej.
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Srednia predkoé¢ i $rednia szybkoéé

Dla ruchu po prostej, przy ciagtej predkosci v = ¢’ na [a, b],

V= bia/a v(t)dtziq(bgiz(a).

Zatem przemieszczenie jest iloczynem Sredniej predkosci i czasu:

a(b) — q(a) = 7 (b — a).
Natomiast $rednia szybko$¢ wynosi

V=50 [ olde,  s=Tvl(6-a)

To wtasnie iloczyn Sredniej szybkosci i czasu daje droge. Predkos¢ ze
znakiem rozréznia kierunki; szybkos¢ i droga s3 nieujemne.
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Catkowanie przez czesci

Jezeli u,v € C([a, b)), to

b b
/ u(x)v/(x) dx = [u(x)v(x)]5 — / v (x)v(x) dx.

Wyprowadzenie. Catkujemy wzér na pochodng iloczynu:

b b
(w) =d'v+u/, [uv]? = / u'v —|—/ uv'.
a a
Po przeniesieniu pierwszej catki otrzymujemy teze.

Wybér u i v/ ma uproscié nowa catke. W catce oznaczonej trzeba obliczy¢
wyrazenie brzegowe u(b)v(b) — u(a)v(a).
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Catkowanie przez czesci: przyktad

Obliczamy | = foﬂxsinxdx. Przyjmujemy
u(x) =x, U(x)=1, V/(x) =sinx, v(x)= —cosx.

Wtedy

I = [—xcosx|j +/ cos x dx
0

= —mcos + 0cos0 + [sin x]g
=714+ (0-0)=[7]
Znak przed druga catka jest dodatni, poniewaz odejmujemy catke z — cos x.

Kontrola znaku: xsinx > 0 na [0, 7], wiec wynik powinien by¢ nieujemny.
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Zamiana zmiennej w catce

Niech a < 8, ¢ € CY([, B]), a f bedzie ciagta na catym obrazie
X = ¢([a, 8]). Oznaczmy

Wéwczas

Przy podstawieniu x = ¢(t) zmieniamy jednoczes$nie funkcje podcatkowsa,
rézniczke dx = ¢'(t) dt oraz granice.

W tej postaci twierdzenie nie wymaga monotonicznosci . Wktady odcinkéw
przebieganych w przeciwnych kierunkach znosza sie dzieki znakowi ¢’. Jesli
a > b, catka po lewej ma odwrdcone granice.
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Zamiana zmiennej: dowdd

Poniewaz f jest ciggta na przedziale X, ma funkcje pierwotna F. Z reguty
tancuchowe;j

< F(p(1) = FeD) (1)

Twierdzenie Newtona—Leibniza daje

B
| oo o) de = (Fleo)):
— Flp(3) - Fe(@)

To dowodzi wzoru. O

Analogicznie wzér dziata przy dowolnej kolejnosci granic «, 3, jesli ¢ jest klasy
C! na przedziale miedzy nimi. Nalezy zachowaé zgodno$¢ obu par koAcéw.
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Podstawienie: pole ¢wiartki kota

Przyktad 1. Obliczamy / = f02 Va4 — x2 dx.
Wybieramy x = 2sint, t € [0,7/2]. Wtedy
dx =2costdt, x=0+<1t=0, X:2<—)t:g.

Poniewaz cost > 0 na tym przedziale,

V4 —4sin®t = 2| cost| = 2cost.

Stad

/2 /2
I:4/ cos2tdt:2/ (14 cos2t) dt
0 0

= [2t +sin2t]]/* =[7].

Wynik zgadza sie z polem ¢wiartki kota o promieniu 2.
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Podstawienie z pierwiastkiem

Przyktad 2. Obliczamy / = fos T dx.
t2 -1 2t
=V14+3x, x= 3 dx:gdt

Granice: x =0+ t=1, x =5+« t =4. Na catym przedziale t > 0, wiec
mozna skréci¢ czynnik t:

t2—-1 2t 2 [t
| = dt=2 | (12 —1)dt
/1 3t 3 9/1( )
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Podstawienie wyktadnicze

Przyktad 3. Obliczamy
/In3 dx
/= _
In2 €*—e’”*

Przyjmujemy t = e, wiec dx = dt/t i e * = 1/t. Nowe granice wynosz3 2 i

3, zatem
/3 1 dt /3 dt
| = - = L
s t—=1/t t 5 t2—1

1 2/ 1 1
_5/2 <t—1_t+1>dt
1[l t—1} |1/2

2| t+1 1/3

In

N w

N =

Poniewaz t € [2, 3], oba wyrazenia pod logarytmami sa dodatnie i zaden
mianownik nie znika.
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Podstawienie tangensa potowy kata

Stosujemy podstawienie

Przyktad 4. Obliczamy / = [;7/% ;9.
t=t X Lo
= tan — COS X —
27 1 + t27

Granice: x=0+t=0, x=7/2<t=1

/_/1 2

0 21 +1t2)+1—1¢2
2 t]t 2

= % |:arctan \/§:|0 = ﬁ

2
dx = dt.
X 1+ ¢t2
1
dt
o 2+3
T
6 |33

Podstawienie jest ciggte i odwracalne na tym przedziale; jego odwrotnos¢ to

x = 2arctan t.
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Pole obszaru miedzy wykresami

Niech f, g beda ciagte na [a, b], gdzie a < b, i niech f(x) > g(x) na catym
przedziale. Obszar

D={(x.y):a<x<b, g(x)<y<f(x)}

D] = / [F(x) — g(x)] dx.

Wysoko$¢ pionowego paska to funkcja gérna minus funkcja dolna. Nie
trzeba zaktadaé, ze obie funkcje sa dodatnie.

ma pole

Jezeli wykresy przecinaja sie i zmieniaja kolejno$¢, pole miedzy nimi wynosi

D] = / 1F(x) — g(x)] dx.

W praktyce ustalamy punkty przeciecia, dzielimy przedziat i na kazdej czesci
odejmujemy funkcje dolng od gorne;j.

W. Domitrz Catka oznaczona (Riemanna) 47/104



Pole obszaru: paski poziome

Niech g : [c, d] — [0, 00) bedzie ciagta, ¢ < d, oraz
D={(x,y):c<y<d, 0<x<g(y)}

Szeroko$¢ poziomego paska wynosi g(y), wiec |D| = fcd g(y) dy. Ogdlniej,
dla ciagtych granic Xiewa(y) < Xprawa(¥),

d
D] = / Dorana(y) — Xewa ()] .
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Wspétrzedne biegunowe

rcos¢ (x,y)

r rsing

05 1.0 15 20

Punkt opisujemy odlegtoscig r > 0 od poczatku uktadu i katem ¢,
mierzonym od dodatniej pétosi OX:

X = rcos p, y =rsinep.

Kat w dalszych wzorach wyrazamy w radianach. Dla r > 0 jest okreslony z
doktadnoscia do wielokrotnosci 27.
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Pole wycinka kotowego

Niech r > 0 0 < 6 < 27m. Wycinek o kacie 6 zajmuje czes¢ 6/(2m) kota,
dlatego

S@) _ 6 1,
mr2 o = |150)= 2" 0

dla r > 0; dla r = 0 pole wynosi 0. Wzér %r29 wymaga kata w radianach, a
nie w stopniach.
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Pole obszaru w uktadzie biegunowym

Niech R bedzie ciagta i nieujemna na [a, (], gdzie 0 < § — o < 2.
Rozpatrujemy obszar

D={(rcosp,rsinp):a<p<p, 0<r<R(p}

Funkcja R opisuje brzeg, natomiast zmienna r przebiega wszystkie promienie
od 0 do R(p). Ograniczenie zakresu kata zapobiega wielokrotnemu obieganiu
obszaru.
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Pole biegunowe: sumy wycinkéw

Dzielimy przedziat katdw:

=@ <1< <om =P, Apk = Pk — k-1

Wybieramy &x € [pk—1,@k] | przyblizamy kazda cze$¢ obszaru wycinkiem
kota o promieniu R(&x):

Z A‘Pk

k:

Przy Srednicy podziatu dazacej do zera otrzymujemy

1 [P )
|D|=5 R(p)=de.

Uzasadnienie: na kazdym przedziale katéw obszar lezy miedzy wycinkami o
minimalnym i maksymalnym promieniu. Ciagto$¢ R? sprawia, ze
odpowiadajace im sumy dolne i gbrne daza do tej samej catki.
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Logarytm i sieczna: opis obszaru

afll

Wyznaczamy pole miedzy wykresem y = In x a sieczna przechodzaca przez
punkty
A= (et 1), B =(e,1).

Réwnanie siecznej to

Ux)=-1+ (x —e™).

e—el

Poniewaz (Inx)” = —1/x? < 0, logarytm jest wklesty i na [e™!, €] lezy nad
odcinkiem AB.
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Logarytm i sieczna: obliczenie pola

Pole jest réwne réznicy catek:

D] = /:[mx—z(x)] d.

Catka z funkgji liniowej jest iloczynem dtugos$ci przedziatu i Sredniej jej
wartosci na koncach, zatem

/ ((x) dx = (e — e_l)_12+ L o

Nie znaczy to, ze pole miedzy sieczng a osig jest zerowe: jej dodatni i ujemny
wktad catkowy znoszja sie.

Poniewaz f Inx dx = xInx — x + C, dostajemy

D] = [xInx — x]¢-
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Parabola i prosta: granice obszaru

Obszar jest ograniczony parabola y? = 4x i prosta y = 2x — 4. Wygodniej
zapisac obie krzywe jako funkcje zmiennej y:

Punkty przeciecia spetniaja
y'=2y+8 <= (y-4)(y+2)=0,

czylisa to (1,-2) i (4,4).
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Parabola i prosta: pole

Dla y € [—2,4] prosta jest prawa, a parabola lewa granica, poniewaz

21
+2*I:*1(Y*4)(Y+2)20-

4 2

y Y
D| = Z4+2—-—)d
1ol /2(2+ 4))/

2 374
— {y+2yy:|
-2

NI

Zatem

4 12
16 2
20 7
—g*g—@-

Uzycie paskéw poziomych pozwala opisaé caty obszar jedng catka.
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Pole elipsy: parametryzacja

Elipsa o pétosiach a, b > 0 ma réwnanie i parametryzacje

x =acost, y=bsint, 0<t<2nm.

W pierwszej éwiartce y = by/1 — x?/a%. Ze wzgledu na symetrie cate pole
jest czterokrotnoscia pola tej czesci:

a 2
P:4/ by/1- %5 dx.
0 a
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Pole elipsy: rachunki

Podstawiamy x = acost. Gdy x roénie od 0 do a, kat t maleje od 7/2 do 0.
Ponadto dx = —asintdtisint > 0.

0

P=4 bsint(—asint)dt
/2

/2
= 4ab/ sin’ t dt
0

/2
= 2ab/ (1 — cos2t) dt
0
1 /2
= 2ab [t - 2sin2t} =[mab].

0

Zmiana kolejnosci granic usuwa minus z rézniczki. Dlaa=b=r
otrzymujemy znany wzér 7r2 na pole kota.
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Pole kardioidy

Kardioida jest opisana réwnaniem biegunowym
r=a(l+cosy), a>0, 0<¢p<2r

Promien jest nieujemny. Caty brzeg jest obiegany raz, a symetria wzgledem
osi OX pozwala podwoié pole gdrnej potowy:

1 ™
P=2. 5/ a*(1 + cos )2 de.
0
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Pole kardioidy: rozwiniecie catki

Rozwijamy kwadrat i stosujemy cos® ¢ = (1 + cos2¢)/2:
P= 32/ (1+2cos ¢ + cos? ) dy
0

T3 1
:32/ (+2cosg0+cos2<p) dy
. \2 2

3 1 T
=a% [Zp+2sinp + ~sin2p
2 4 0

3
= 571'32

Sktadniki sinusowe znikaja na obu koncach przedziatu. Catkujemy kwadrat
promienia, poniewaz pole matego wycinka kota jest proporcjonalne do r?.
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Objetos¢ bryty obrotowej

-10 -05 00 05 1.0

Niech f : [a, b] — [0, 00) bedzie ciggta. Obracamy wokét osi OX obszar
0<y<f(x),as<x<hb,

Powstaje bryta ograniczona powierzchnia obrotowa oraz przekrojami w
ptaszczyznach x = a i x = b. Przekrdj prostopadty do osi w punkcie x jest
kofem o promieniu f(x) i polu 7f(x)?3.

Sam obrét wykresu tworzy powierzchnie boczng, czyli czeS¢ brzegu tej bryty.
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Przyblizenie objetosci walcami

o s e e )
-10 -05 00 05 10

Dla podziatu a = xg < - -+ < X, = b wybieramy & € [xk—1, X«
Odpowiadajacy walec ma wysoko$¢ Ax i promien f(&x), wiec

Vi = mf (&6)?Dx, Va=m Z F(E)?Axy.
k=1

Wzér sumuje objetosci cienkich walcéw ustawionych wzdtuz osi obrotu.
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Od sumy walcéw do catki

-2

I
-202

Gdy $rednica podziatu dazy do zera, ciagto$¢ f? zapewnia zbieznoéé sum
Riemanna:

b
V=l FE)? Axy = f(x)? dx.
6(A|3n%07r k (&k)” Axk ﬂ/a (x)* dx

Wycinki bryty mozna oszacowa¢ od dotu i od géry walcami o minimalnym i
maksymalnym promieniu. Oba oszacowania maja te samga granice.
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Wzory na objetos¢ bryty obrotowe;j

Obro6t wokot osi OX. Dla ciaggtej, nieujemnej funkgji f na [a, b]:

b
V = 71'/ f(x)2 dx.

Obrot wokot osi OY. Jezeli obszar jest opisany przez ¢ <y < d i
0 < x < g(y), gdzie g jest ciagta i nieujemna, to

d
V= 77/ g(y)* dy.

W obu wzorach catkujemy pole przekroju prostopadtego do osi obrotu.

Jezeli przekrdj jest pierscieniem o promieniach 0 < r < R, jego pole wynosi
7(R? — r?). Wtedy pod catka wystepuje réznica kwadratéw promieni, a nie
kwadrat ich réznicy.
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Stozek Sciety: model bryty

Niech 0 < a < b beda promieniami podstaw, a h > 0 wysokoscia stozka
Scietego. Promien zmienia sie liniowo:

f(x)=a+

X 0<x<h.

h )

h - 2
V:ﬂ'/ <a+b ax) dx.
0 h

Rysunek przedstawia schemat bryty; w obliczeniach poczatek osi przyjmujemy
przy podstawie o promieniu a.
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Stozek Sciety: obliczenie objetosci

Podstawiamy t = a + %x. Wtedy

dx = h dt, x=0<t=a, x=h<t=b>b
b—a

Stad

wh b mh
V = 2 _ 3_ .3
b—a/a t° dt 73(b_a)(b a%)
lh

3

(a® + ab + b?)|.

W ostatnim kroku uzylismy rozktadu b® — a3 = (b — a)(b? + ab + a?).

Dla a = b otrzymujemy walec: bez podstawienia dzielagcego przez b — a
mamy V = ma’h. Wzér kohcowy daje te sama wartoéé. Dla a = 0
otrzymujemy wzér na objetos¢ stozka.
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Bryta pod tukiem cykloidy

— A2

‘ A
A1

\ [

°

L
S T

f"

|

~

°

Jeden tuk cykloidy jest opisany przez

x = a(t —sint), y = a(l — cost), a>0, 0<t<2nm.

Obracamy wokét osi OX obszar miedzy tym tukiem a osia. Poniewaz

x'(t) = a(l —cost) > 0 i x jest ciSle rosnaca, tuk jest wykresem funkgji
y =f(x)dla0<x <2ra.
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Cykloida: catka na objetos¢

Korzystamy ze wzoru V =7 fyz dx i parametryzacji:
27
V= 77/ [a(1 — cos t)]? a(1 — cos t) dt
0
2w
= 7733/ (1 —cost)ddt
0

27 t
= 87ra3/ sin® = dt.
O 2

Uzylismy tozsamosci 1 — cos t = 2sin®(t/2).

Podstawiamy u = t/2, dt = 2 du. Granice zmieniaja sie z 0,27 na 0, 7, zatem
V = 167ra3/ sin® u du.
0

Pozostaje obliczy¢ catke z szdstej potegi sinusa.
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Catka z potegi sinusa: redukcja

Oznaczmy J, = foﬂ sin” udu. Dla catkowitego n > 2 catkowanie przez czesci
daje

Jo=[=sin"tucosulf + (n— 1)/ sin"~2 ucos® u du
0
=(n-— 1)/ sin™ 2 u(1 — sin® u) du
0
= (n - 1)(Jn72 - Jn)~
Wyrazenie brzegowe jest zerowe, zatem

-1
Jp = i Jn—Za Jo=.
n

W szczegdlnosci

V = 16mwa’Js = 5n2a%|.
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Elipsoida obrotowa

Obracamy wypetniona elipse x2/a> + y2/b%> < 1, a, b > 0, wokét osi OY.
Promien przekroju na wysokosci y wynosi

2
g)=a\/l-%, —b<y<h

Powstaje elipsoida o pétosiach a, a, b, a jej objetos¢ to

b 2
V:Waz/ (1—;) dy.
—b
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Elipsoida: obliczenie objetosci

Funkcja podcatkowa jest parzysta, dlatego

V =214 ’ 1fyf2 d
= A b2 y

v 1

_ 2

= 2ma [Y_WL
b 4

=271a’ (b—3) = gwazb.

Wynik ma wymiar objetosci: wystepuje iloczyn trzech dtugosci a- a- b.

_h_ enida i < ; _ 4,3
Dla a = b = r elipsoida jest kulg, a wzér upraszcza si¢ do V = 37r>.
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Krzywe gtadkie i regularne

Krzywa parametryzowana w R"” nazywamy ciaggte odwzorowanie
v :[a, b] = R", ~F(t) = (xa(t), ..., xa(2)), a<b.

W tym wyktadzie krzywa nazywamy gtadka, gdy wszystkie jej wspotrzedne
s3 klasy C! na [a, b].

Gtadka parametryzacja jest regularna, jezeli
7'(t) #0 dla kazdego t € [a,b], czyli Xl[x,’(t)]2 > 0.
i=1

Na koncach przedziatu pochodne rozumiemy jednostronnie. Wektor ~/(t)
opisuje kierunek i szybko$¢ przebiegania krzywej; regularno$¢ oznacza, ze nie
jest on zerowy.
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Krzywe proste, zamkniete i ptaskie

Krzywa prosta (zwykfa) otwarta: parametryzacja v jest réznowartoséciowa
na catym [a, b]. W szczegdlnosci v(a) # ~(b).

Krzywa prosta zamknieta: v(a) = v(b), a 7y jest réznowartoéciowa na

[a, b). Jedynym dopuszczalnym powtérzeniem punktu jest wiec wspdlny
poczatek i koniec.

Sama réznowartosciowos¢ na (a, b) nie wystarcza: trzeba takze wykluczyé
trafienie konca krzywej w punkt jej wnetrza.

Krzywa ptaska: jej obraz jest zawarty w pewnej ptaszczyznie afiniczne;j.
Kazda krzywa w R? jest ptaska; krzywa opisana trzema wspétrzednymi tez
moze by¢ ptaska, np. (cost,sint,0).

Regularnos¢, prostota i ptasko$¢ sa réznymi wtasno$ciami i nalezy sprawdzac
je oddzielnie.
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Krzywa z samoprzecieciem

Niech y(t) = (t + t2,t3 + t*), t € [-3/2,1/2].
v(t) = (1 +2t,3t% + 4t3).

Pierwsza wspétrzedna pochodnej zeruje sie tylko dla t = —1/2; wtedy druga
wynosi 1/4 #£ 0. Krzywa jest wiec regularna.

Nie jest prosta, poniewaz v(—1) = v(0) = (0,0), a parametry —1 i 0 s3 rézne
i leza wewnatrz przedziatu.

Rysunek ilustruje fragment krzywej w otoczeniu samoprzeciecia.
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Elipsa jako krzywa regularna

Dla v(t) = (3cos t,sint), t € [0,27],
1/(t)|]? = 9sin? t + cos® t > 0.

Parametryzacja jest regularna. Para (cos t,sin t) jest réznowarto$ciowa na
[0,27), a ¥(0) = v(27), wiec jest to krzywa prosta zamknieta.

Elipsa lezy w R?, zatem jest ptaska.
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Krzywa prosta otwarta

Niech y(t) = (t — t3,t + t5), t € [-1,1].
v'(t) = (1 —2t, 1+ 5t%).

Druga wspotrzedna pochodnej jest zawsze dodatnia. Wynikaja z tego dwie
witasnosci:

@ wektor pochodnej nigdy nie znika, wiec krzywa jest regularna;

o funkcja t + t° jest éciéle rosnaca, wiec «y jest réznowartosciowa.

Konce to y(—1) = (—2,—2) i 7(1) = (0,2). Krzywa jest prosta otwarta i
ptaska.
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Linia Srubowa

Niech (t) = (cost,2sint, t), t € [0, 4x].
v'(t) = (—sint,2cost, 1), |7/ (£)]|? = sin® t + 4 cos® t + 1 > 0.

Krzywa jest regularna i r6znowarto$ciowa, poniewaz jej trzecia wspétrzedna
jest $cidle rosngca. Jest zatem prosta otwarta.
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Dlaczego linia Srubowa nie jest ptaska?

Gdyby obraz krzywej (cos t,2sin t, t) lezat w ptaszczyznie, istniatyby liczby
A, B, C,D, przy czym (A, B, C) # (0,0,0), takie, ze

Acost+2Bsint + Ct = D dla wszystkich t € [0, 4x].
Dwukrotne rézniczkowanie w przedziale otwartym daje
—Acost —2Bsint =0.

Dla t = 7 otrzymujemy A= 0, adla t = 7/2 — B=0. Pierwotna réwnos¢
przyjmuje wiec postaé Ct = D dla wszystkich t, co wymusza C=0i D = 0.
Otrzymaliémy sprzeczno$¢ z (A, B, C) # (0,0,0). Linia $rubowa nie jest
ptaska. Sam fakt uzycia trzech wspétrzednych nie bytby jeszcze
wystarczajacym uzasadnieniem.
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Krzywa gtadka nieregularna

Niech y(t) = (t2,t3), t € [-3/2,1/2]. Jest to krzywa gtadka i prosta
otwarta: wspétrzedna t3 jest éciéle rosnaca.

7(t) = (2t,3¢%),  +/(0) = (0,0).
3

Parametryzacja nie jest regularna w t = 0. Jej obraz lezy na krzywej y? = x3,
majacej ostrze w poczatku uktadu.

llustracja ksztattu krzywej y? = x3; zakres analizowanego parametru podano wyzej.
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Dtugos¢ krzywej: tamane wpisane

Niech ~ : [a, b] — R? bedzie ciagta. Wybieramy podziat
a=th<ti<---<tn=>b

i taczymy kolejne punkty Px = ~(tx) odcinkami. Dtugo$¢ tamanej wpisanej
wynosi

La =Y [I(t) = (te-1)ll-

Dtugos¢ i prostowalnosé

Dtugos¢ krzywej definiujemy jako L = sup La, gdzie supremum jest po
wszystkich skonczonych podziatach. Krzywa jest prostowalna, jezeli L < co.

Dodanie punktéw do podziatu nie zmniejsza dtugosci tamanej, co wynika z
nierébwnosci tréjkata.
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Dtugos¢ odcinka tamanej

Dla y(t) = (x1(t), x2(t)) klasy C! i Aty = tyx — tx_; twierdzenie Lagrange'a,
zastosowane osobno do wspétrzednych, daje

1Pe = Picall = v/ Ixalte) — xa(te—1)? + Pea(ti) — xe(ti—1)]?
_ \/[x{(ck)]z + [ (di)]? Ata,

gdzie ¢k, dx € (tk—1, tx). Punkty ¢ i dix nie musza by¢ réwne.

1.0
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Przejscie od tamanych do catki

Pochodne x{, x5 s3 jednostajnie ciagte. Oznaczmy przez w(§) najwieksza z
ich oscylacji miedzy punktami oddalonymi najwyzej o 6. Wtedy w(4) — 0.

Dla dowolnego &k € [tk—1, tk] nieréwnos¢ |||u]| — ||v]|| < |ju — v|| daje

A (60 (6 < V().

Po pomnozeniu przez Aty i zsumowaniu:

<V2w(8)(b—a) — 0.

La =S IW(€) At
k

Drugi sktadnik jest suma Riemanna ciagtej funkcji ||7/]|. Zatem dla kazdego
normalnego ciagu podziatéw

b
LNH/Hﬂww
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Dlaczego granica jest dtugoscia?

Oznaczmy [ = fab I/ ()|l dt. Z Newtona—Leibniza dla wspétrzednych i

nieréwnosci tréjkata:
tk
JARLCL:
ti—1

< / " ()] .

te—1

7(te) = v(te-2)ll = |

Sumujac, dostajemy La < [ dla kazdego podziatu, czyli L = supp La < 1.

Z drugiej strony dla normalnego ciggu podziatéw wykazaliémy La, — /.
Poniewaz kazda z liczb La, jest nie wigksza niz supremum L, mamy / < L.

Ostatecznie L = | < co: kazda krzywa klasy C! jest prostowalna. Nie jest
potrzebny warunek ~/(t) # 0. |
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Wzér na dtugosé krzywej

[Twierdzenie |
Dla krzywej v = (x1, ..., x,) € C([a, b], R"):

b b n
= / I/ (8)] de = / S (0 de.
2 a \i=1

W szczegdlnosci w dwdch i trzech wymiarach:

L_/waay+yuym,

/ Vx'(t) 24+ Z/(t)2 dt.
Dla krzywej kawatkami klasy C! sumujemy dtugosci poszczegélnych czeéci.
Przy wielokrotnym przebieganiu tej samej czedci wzér liczy dtugosé z

krotnoscia; dla krzywej prostej daje dtugosé jej obrazu.

W. Domitrz Catka oznaczona (Riemanna) 84/104



Dtugos¢ wykresu funkcji
Niech f € C%([a, b]), a < b. Wykres parametryzujemy przez
~(t) = (t, f(t)), a<t<hbh.

Parametryzacja jest réznowarto$ciowa, poniewaz jej pierwsza wspdtrzedna
jest réwna t. Jest tez regularna:

V() =LF®),  IVOI=vi+f(t)}? =1

Z ogdlnego wzoru otrzymujemy

L= / V 1+ [f(x)]?dx.

Czynnik pod pierwiastkiem zawiera kwadrat pochodnej. Dtugos¢ jest co
najmniej réwna b — a, czyli dtugosci rzutu wykresu na o$ OX.
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Dtugos¢ tuku paraboli

Dla paraboli y = x2/2, x € [0, a], gdzie a > 0, mamy y’ = x. Zatem

L:/ V14 x2dx.
0

Aby obliczy¢ te catke, wyprowadzimy wzér na funkcje pierwotna, a nastepnie
podstawimy obie granice.

W. Domitrz Catka oznaczona (Riemanna) 86/104



Parabola: obliczenie dtugosci

Niech / = [ v/1+ x2 dx. Catkujac przez czesci,

I =xv1+4+x%—
dx
:X\/1+X2—/+/7.
V14 x?
Poniewaz £ In(x + v1+ x2) = 1/v/1 + x2, otrzymujemy

2
/7dx
V14 x2

/:%[X\/1+X2+|n(x+ 1—|—x2)] +C.

Dla x = 0 oba sktadniki w nawiasie s3 zerowe, wiec

L:%[a\/l+az+ln(a+ 1+a2)}.

Argument logarytmu jest dodatni dla kazdego rzeczywistego x.
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Dtugos¢ tuku cykloidy

Dla a > 0 jeden tuk cykloidy ma parametryzacje
x = a(t — sin t), y = a(l — cost), 0<t<2n.

Pochodne wynosza x’ = a(1 — cost) i y' = asint, zatem

\/m:a\/(l—cost)2+sin2t
=av2 —2cost =2a

t t
in —| = 2asin —-.
sm2‘ asin

Ostatnia réwnos$¢ zachodzi, bo t/2 € [0, ].

Obliczamy dtugo$¢ jednego tuku; na ilustracji wida¢ dwa sasiednie tuki.
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Cykloida: wynik i konce tuku

Catkujemy obliczong dtugo$¢ wektora pochodne;j:

27 t
L:2a/ sin — dt
0 2

= [~4acos(t/2)]3"
= —4acosm + 4acos0 = .

W punktach t =0 i t = 27 obie pochodne s3 zerowe. Parametryzacja nie
jest wiec regularna na catym przedziale domknietym.

Nie przeszkadza to w zastosowaniu wzoru na dtugo$¢: wspoétrzedne sg klasy
C!, a twierdzenie o dtugosci nie wymaga niezerowej pochodnej. tuk miedzy
kolejnymi ostrzami ma dtugo$¢ osiem razy wiekszg od promienia toczacego

sie kota.
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Pole powierzchni bocznej stozka

Rozpatrujemy stozek prosty o promieniu podstawy R > 0 i dtugosci tworzacej
L. Szukamy pola powierzchni bocznej, bez kota stanowiacego podstawe.

Po rozcieciu powierzchni wzdtuz tworzacej mozna ja rozwinaé na ptaszczyzne
w wycinek kota.
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Stozek: rozwiniecie powierzchni

Promien wycinka wynosi L, a dtugo$¢ jego tuku to obwdd podstawy 27R.
Jezeli kat wycinka to 6, mamy

_27TR
==

Pole wycinka, a wiec powierzchni bocznej stozka, jest réwne

L0 =27R, 0

1
P = §L20 =7RL.
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Powierzchnia stozka Scietego

1.0 15 2.0

Niech 0 < r < R beda promieniami podstaw, a / > 0 dtugoscia tworzacej
stozka Scietego.

Przedtuzamy tworzace do wspdlnego wierzchotka. Otrzymujemy duzy stozek
i mniejszy stozek, ktérego powierzchnie boczna trzeba odjaé. Dtugosé
tworzacej mniejszego stozka oznaczymy przez a.
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Stozek Sciety: podobienstwo

Z podobienstwa tréjkatéw w przekroju osiowym:

B — aR=ar+Ir — a:R—r'

E_a—i—/ Ir
- =

Tutaj a oznacza pomocnicza dtugos$¢ tworzacej matego stozka. Tworzaca
duzego stozka ma dtugos¢ a + /.
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Stozek Sciety: pole boczne

Odejmujemy pola boczne obu stozkéw:
P=nR(a+/)—rmra=aRI+7(R—r)a
=aRl +xlr =|7(R+ r)l|

Réwnowaznie P = 27r%/: pole jest iloczynem obwodu odpowiadajacego
Sredniemu promieniowi i dtugosci tworzacej. Dla R = r otrzymujemy walec i
ten sam wzor daje 2w RI.
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Powierzchnia obrotowa wykresu

-1.0 -0.

.5 00 05
o= = ST

2

Niech f € C*([a, b]) i f > 0. Obrét wykresu y = f(x) wokét osi OX tworzy
powierzchnie obrotowa.

Przyblizymy wykres tamanga. Obrét kazdego jej odcinka daje powierzchnie
boczng stozka $cietego, stozka albo walca. Suma ich pdl bedzie przyblizac
pole powierzchni.

Obliczane pole nie obejmuje ewentualnych két zamykajacych bryte przy x = a
i x=b.
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Powierzchnia: przyblizenie tamang

Dla podziatu a = xg < - -+ < x,, = b oznaczmy
/k = \/(AXk)z + [f(Xk) — f(kal)]2.

Promienie podstaw k-tej czedci wynosza f(xx—1) i f(xx), a tworzaca ma
dtugos¢ Ic. Jej doktadne pole to

Py :W[f(Xk,1)+f(Xk)]/k, Pa :ZP/(
k=1
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Powierzchnia: granica sum pdl

Niech px = [f(xk—1) + f(xx)]/2. Z twierdzenia Lagrange'a istnieje
Ck € (Xk,17Xk) takie, ze

f(Xk) — f(kal) = f/(Ck)AXk.

Zatem doktadnie

Pa =21 piy/1+ [F(ci)]? Dxi.

Niech K = maxp, s /1 + (f’)?, a wr(d) oznacza modut ciagtosci f. Mamy
Pk = f(ci)| < we(6), wiec

< 2wKwr(6)(b—a) — 0.

Pa =21 f(a)v/1+ [F(c)PAx

Pozostata suma jest suma Riemanna ciagtej funkcji. Dlatego

P= 271'/ f(x)v/1+[f'(x)]? dx.
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Pole powierzchni: promien i o$

Promieniem obrotu jest odlegto$¢ od osi, a wiec liczba nieujemna. Dla
wykresu y = f(x), f € C1(]a, b]), obracanego wokét OX:

P =2 [ 1f()IVTF PGP ox.

Dla wykresu x = g(y), g € C1(][c, d]), obracanego wokét OY:

P=on / €0 VI T &0 dy.

Przy funkcjach nieujemnych mozna pomingé wartosci bezwzgledne. Dla
funkcji zmieniajacej znak wygodnie podzieli¢ catke w jej miejscach zerowych.

Oba wzory opisuja pole powierzchni bocznej; ewentualne podstawy dodajemy
osobno, jesli zadanie dotyczy catego brzegu bryty.
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Powierzchnia: zapis parametryczny

Dla krzywej (t) = (x(t), y(t)), t € [, 8], klasy C! (lub kawatkami C1),
element dtugosci ma postaé

ds = \/x'(t)? + y'(t)? dt.

Przy obrocie wokét osi OX i OY odpowiednio:
B
Pox = 2r | (o)X TeF Ty (o e,
B
Poy = 271'/ [x(£)]\/x'(t)% + y'(t)? dt.

Wozory daja zwykte pole geometryczne, jezeli powierzchnia jest pokrywana
jednokrotnie (poza brzegami i zbiorami o polu zero). W przeciwnym razie
licza pole z krotnoscia.

Przyktadowo wystarcza pojedynczy tuk z y > 0 i $ci$le monotoniczng
wspbtrzedna x dla obrotu wokét OX. Obrét obu symetrycznych potéwek
zamknietej krzywej moze wytworzy¢ te samg powierzchnie dwa razy.
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Obrét wykresu funkcji szeSciennej

40 05— “os

| A

7
— s

Obracamy tuk y = x3, x € [-2/3,2/3], wokét osi OX. PromieA wynosi |x3|,

a y’ = 3x2, dlatego

2/3

2/3
P:27r/ IX]PV/1+9x* dx = 47 X3/ 1+ 9x4 dx.
0

—2/3

Uzylismy parzystosci funkcji podcatkowej. Czesci dla x < 0i x > 0 lezg po
przeciwnych stronach ptaszczyzny x = 0, wigc ich pola si¢ sumuja.
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Funkcja szescienna: obliczenie pola

Podstawiamy t = 1 + 9x*, wiec dt = 36x3 dx. Nowe granice:

2 16 25
= t=1 == t=1 — =
XxX=0— , X 3 — + 981 9
Wobec tego
4 [25/9 25/9

P

36/,
Cor (25 3/271
Y 9

_2m (125 \ 1%
o7t \ 27 Sl 729 |

Wartos$¢ 25/9 musi wystepowaé zaréwno w przeliczeniu granic, jak i w nowej
catce.

w2
tdt = — [Zt%/2
o= 5[5,
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Powierzchnia powstata z astroidy

Astroide opisuje parametryzacja
x =acos’t, y:asin3t, a>0, 0<t< 27,

Po obrocie wokét osi OX goérna i dolna potowa tworza te sama powierzchnie.
Do obliczenia jej pola bierzemy tylko gérna potowe, czyli t € [0, 7].

Symetria wzgledem ptaszczyzny x = 0 pozwala obliczy¢ pole z tuku w
pierwszej ¢wiartce, 0 < t < /2, i pomnozy¢ je przez 2.
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Astroida: element dtugosci i promien

Na przedziale [0, /2] obie funkcje trygonometryczne s3 nieujemne. Mamy

x' = —3acos? tsint, y' =3asin®tcost,

wiec

VX2 +y? = 3a\/cos4 tsin’t +sin* tcos? t

= 3a|sintcost| = 3asintcost.

Promieniem obrotu jest y = asin®t. Uwzgledniajac symetrie obu czesci
gbrnej potowy, dostajemy

/2
P:2~27r/ asin® t - 3asin tcos t dt
0

w/2
= 127a? / sin* t cos t dt.
0
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Astroida: obliczenie pola

Stosujemy podstawienie
u=sint, du = cos t dt,

zgranicami t =0 u=0it=7/2 u=1

1
P= 127r32/ u* du
0

1
= 127a° v =|—ma
51, 5

Pochodne parametryzacji zeruja sie w ostrzach astroidy. Wzér stosujemy do
gtadkich tukéw miedzy ostrzami i sumujemy ich pola; punkty koncowe nie
zmieniaja catki.

Catkowanie po catym przedziale [0, 27] z promieniem |y| datoby dwa razy
wiekszg liczbe, poniewaz gérna i dolna pofowa wytwarzaja te sama
powierzchnie.
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