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Catki niewtasciwe | rodzaju (w przedziale nieskoriczonym)

Jesdli f € R[a, b], to f jest ograniczona na [a, b] i przedziat [a, b]
jest skonczony.
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Catki niewtasciwe | rodzaju (w przedziale nieskoriczonym)

Jesdli f € R[a, b], to f jest ograniczona na [a, b] i przedziat [a, b]
jest skonczony.

Definicja (Catka niewtasciwa I-go rodzaju )

Zatézmy, ze funkcja f : [a,+00) — R jest catkowalna w sensie
Riemanna na [a, T] dla kazdego T > a.
Jedli istnieje granica wtasciwa (skoriczona):

lim /aT f(x) dx

T—+o0

to nazywamy ja catka niewfasciwa funkcji f(x) w przedziale
[a,4+00) i oznaczamy f;oo f(x) dx. Méwimy wtedy, ze catka
niewtasciwa jest zbiezna. Jesli powyzsza granica nie istnieje lub jest
niewtasciwa (réwna +o00) to méwimy, ze catka niewtasciwa jest
rozbiezna.
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Catki niewtasciwe | rodzaju
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Catki niewtasciwe | rodzaju

Dla funkgji f : (—o0, a] — R takiej, ze f € R[S, a] dla kazdego
S < a, catka niewtasciwa [°__ f(x) dx to liczba

a
lim / f(x) dx,
S——o00 Jg

o ile granica istnigje i jest skonczona.

.
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Catki niewtasciwe | rodzaju

Dla funkgji f : (—o0, a] — R takiej, ze f € R[S, a] dla kazdego
S < a, catka niewtasciwa [°__ f(x) dx to liczba

a
lim / f(x) dx,
S——o00 Jg

o ile granica istnigje i jest skonczona.
Dla funkgcji f : R — R, takiej, ze f € R[S, T] dla kazdych S < T,
catka niewtasciwa [T f(x) dx to liczba

/ " () dx + / " ) e

o ile obie catki niewtasciwe sa zbiezne (¢ € R).

.
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Przyktady:

(1) J;7°° % jest zbiezna dla o > 1 i rozbiezna dla a < 1.

x&

+00 dx : T dx : x—otl T

K& =Moo i & = limToee X | =
L 1

- 1 l~a_ 1\ _ ) a-10 @>

limT 0 125 (T 1)—{ Yo a<1 a#l
9

1 - +oodx _|; T dx _ T _

a=1: [[ T =limroye [; L =limroi0 In|x| ‘1 =

IMT5400In T =400
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+00 _dx +oo dx
(2) —0 xz-)iilo_ f oo X2+1 + f %2-):-1 -
= ||m5i>,oo fs 7X2+1 + ||mT4>+OO f Xg—)f(—l =
=lims_,_o arctgx ‘g—HimTHJroo arctg x ‘;— ==
lims_, _oo[arctg 0 — arctg S| + lim1_ 4 o[arctg T — arctg 0] =
—0- (5 +5-0=r

+oo | —x _ T —x — | —x|T _
(3) fo TeXdx=limTo 4 [y € Fdx =lim7 o —e¥|] =
=lim7 100(l—e"T)=1
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(4) [ de = lim7os o0 [ 105 dx = (%)

X3
f=Inx =1
[T Inx g PO A | SLE T dx _
1 X3 - /I — __1 - 2x2 11 2J1 x3 —
f_x &= T3,
— 1T T 1 1
- 2x2 4x? 11 272 472 T 4
InT 1 1
() =limroioe [3 - 372 — 772] =3

bo korystajac z Twierdzenia de I'Hospitala otrzymujemy

1
im7oioe ih = || H || = lim75400 77 = lim7 400 772 =0
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Kryteria zbieznosci catek niewtasciwych | rodzaju

Tw. (kryterium poréwnawcze)

Jedlif,g:[a,+00) = R, f,g e R[a, T],VT > aoraz

Vx>a 0<f(x)<g(x), (1)

to ze zbieznosci [, g(x) dx wynika zbieznos¢ [7° f(x) dx.

A
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Kryteria zbieznosci catek niewtasciwych | rodzaju

Tw. (kryterium poréwnawcze)
Jedlif,g:[a,+00) = R, f,g e R[a, T],VT > aoraz

Vx>a 0<f(x)<g(x), (1)

to ze zbieznosci [, g(x) dx wynika zbieznos¢ [7° f(x) dx.

A

Dowdd (1): Niech F(x) = [ f(t)dt oraz G(x) = [ g(t)dt dla
x > a. Wtedy z (1) wynlka ze dIa kazego T > a

0<F(T)< G(T

)
Jezeli catka f+ x) dx = lim7_c G(T) jest zbiezna to z (2)
otrzymujemy [ x)dx = lim7 00 F(T) <lim7_0o G(T) . [

()
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Kryteria zbieznosci catek niewtasciwych | rodzaju

Tw. (kryterium poréwnawcze)

Jedlif,g:[a,+00) = R, f,g e R[a, T],VT > aoraz

Vx>a 0<f(x)<g(x), (1)

to ze zbieznosci [, g(x) dx wynika zbieznos¢ [7° f(x) dx.

A

Dowdd (1): Niech F(x) = [ f(t)dt oraz G(x) = [ g(t)dt dla
x > a. Wtedy z (1) wynlka ze dIa kazego T > a

0< F(T) < G(T). (2)
)

Jezeli catka f+ x) dx = lim7_c G(T) jest zbiezna to z (2)
otrzymujemy [ x)dx = lim7 00 F(T) <lim7_0o G(T) . [

Przy zatozeniach poprzedniego twierdzenia jezeli f;roo f(x) dx jest

rozbiezna to [">° g(x) dx jest rozbiezna.
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Kryteria zbieznosci catek niewtasciwych | rodzaju

Tw. (kryterium ilorazowe)

Jedlif,g:[a,+o0) >R, f,ge R[a, T],VYT >a, f,g>0oraz
istnieje granica witasciwa

to catki [ f(x) dx i [ g(x) dx sa jednoczeénie zbiezne lub
rozbiezne.
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Kryteria zbieznosci catek niewtasciwych | rodzaju

Tw. (kryterium ilorazowe)

Jedlif,g:[a,+o0) >R, f,ge R[a, T],VYT >a, f,g>0oraz
istnieje granica witasciwa

f
lim fx) =K>0
x—=+o0 g(x)
to catki [ f(x) dx i [ g(x) dx sa jednoczeénie zbiezne lub
rozbiezne.
Uwaga:

Powyzsze kryteria sa réwniez prawdziwe dla
f,g:(—00,a] = R, f,g <0, f(x) < g(x) <0, wtedy

f
lim (X):K>O, KeR
x——o00 g(x)
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Przyktady:

(1) Pokaza¢, ze [, 58{#&2% dx jest zbiezna
(3—sin 2x)-x 3—sin?2 1 4 1
Vx>1 0K S5(x+1)(x2+1) % SénX'X2+1<1'§‘1+X2<
1

\1+X2 N 2

f1+°° % dx jest zbiezna (o > 1) = catka zbiezna (K.P.)
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Przyktady:

;- +oo  (3—sin2x)-x - .
(1) Pokazac, ze fl m dx _]eSt zbiezna
(3=sin2x)-x _ x  3-sin2x  _1 41
Vx21 0Sgempern =51~ 5 e Slis me S

1
N 14x2 X K2

oo % dx jest zbiezna (v > 1) = catka zbiezna (K.P.)

1
, .. s, . oo Inx~arctg(x2)-[(x+1)~\3‘/§+2x+3]
(2) Zbada¢ zbieznos¢ catki |, G 1) b2y /x Loy /x 3] dx
. s XX x% 1 . . 1
Poniewaz Uk = .3 = ~r toprzyjmujemy gx)=—=,f,g>0
x2 x6 x6
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iMoo 505 dx =
- 3 . 1
= liMxss o0 m(lziin - arctg (x2) - [(xt%z/\éizf;ﬂxa =

3 133 42x 6 +3x6
Bdeaand _ g ¢ (0, 100)

= limy_ 100 m(lgiil) - arctg (x2) -

5 I 2
x2+4+2x2+3
bo:
lim s = H || =lim xH =1
X——+00 In(x+1) X—+00 Ty
i catka [,"7 % jest zbiezna (a0 > 1) = catka zbiezna (K.I.).
X6
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Catke zbiezna fa+°° f(x) dx nazywamy bezwzglednie zbiezna, jesli
zbiezna jest catka [;"°°|f(x)| dx.

W przeciwnym przypadku catka jest warunkowo zbiezna.
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Catke zbiezna fa+°° f(x) dx nazywamy bezwzglednie zbiezna, jesli
zbiezna jest catka [;"°°|f(x)| dx.

W przeciwnym przypadku catka jest warunkowo zbiezna.

Uwaga:

Catka jest warunkowo zbiezna, gdy f;oo f(x) dx jest zbiezna i
f;roo |f(x)| dx jest rozbiezna.
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Catke zbiezna f+°° ) dx nazywamy bezwzglednie zbiezna, jesli
zbiezna jest catka f:oo |f(x)| dx.

W przeciwnym przypadku catka jest warunkowo zbiezna.

Uwaga:

Catka jest warunkowo zbiezna, gdy f:oo f(x) dx jest zbiezna i
f;roo |f(x)| dx jest rozbiezna.

Twierdzenie

Jedli f € R[a, T] i catka f+°° (x)| dx jest zbiezna, to catka
f;roo (x) dx jest zbiezna.
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Przyktad:

Zbada¢ zbieznos¢ catki f1+°° tgh x - \/;CFOSEX dx
Vx>1 0<|f(x)] = |tghx] - |cos2x]| - 2+§2 gg:%

i catka [, Jest zbiezna (a > 1) =
catka bezwzglednle zbiezna (K.P.) = catka zbiezna (Tw.)

Analiza, Wyktad: Catki niewtasciwe
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Wartosc gtéwna catki niewtasciwej | rodzaju
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Wartosc gtéwna catki niewtasciwej | rodzaju

Jedli f: R — R i f € R|a, b] dla dowolnego [a, b] C R oraz istnieje
granica witasciwa
-
lim / f(x) dx
T—+oo J_T

to te granice nazywamy wartoscia gtéwna cafki fj;o f(x)dxi
oznaczamy P.V. [T f(x) dx lub P [T f(x) dx.
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Wartos¢ gtéwna catki niewtasciwej | rodzaju

Jedli f: R — R i f € R|a, b] dla dowolnego [a, b] C R oraz istnieje
granica witasciwa
-
lim / f(x) dx
T—+oo J_T

to te granice nazywamy wartoscia gtéwna cafki fj;o f(x)dxi
oznaczamy P.V. [T f(x) dx lub P [T f(x) dx.

Uwaga:
Jedli catka niewtasciwa fj;o f(x) dx jest zbiezna, to istnieje jej

warto$¢ gtéwna P fj;o f(x) dx. Implikacja przeciwna nie
zachodzi.
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Przyktady:
1) [T™sinxdx = E sin x dx + 20 gin x dx - rozbiezna, bo
—00 fe'e) 0

fo+oo sinxdx = lim7_ 4 foT sinxdx = lim7_, (—cosx) ‘OT =
lim7_4+00(1 — cos T) - nie istnieje

. . T .
P fjoooo sinxdx = lim7_ o [ psinxdx =

lim7 0 (—cosx) |y =—limr_, cfcos T — cos(—T)] = 0

% /\8V\\/‘\
B NG RN { 4 S
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(2) [7 )222(1% dx - catka rozbiezna, bo

+00 2x+1 T T 2x+1 _
fo o dx = lim7_ fo o dx =

= lim 7o 4oo[In(x? + 1) + arctg ]| =
= lim7_ 1 oo[[IN( T2 + 1) + arctg T] = +o0
X . T X
P T 2 dx = lim7oy o0 [ 5L dx =
lim7oioolin(x? + 1) +arctgx]|Tr =5 — (-3) ==
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(2) [T 241 fx - catka rozbiezna, bo

—o00 x2+41
+00 2x+1 o T 2x41 _
IB S dx =1limro e I g dx =

= lim7_ 1oo[In(x® + 1) + arctg x]|J =
= lim7_4oo[[IN(T2 + 1) + arctg T] = +oo

+00 2x+1 T T 2x+1 _
P o S dx=limr oo [ 550 dx =

M7y ao[ln(x® + 1) +arctgx]| Ty = 5 — (=3) =7

(3) J72° cos x dx - catka rozbiezna, bo

. T . .
f0+oo cosx dx = lim7_, o [, cosxdx = limr_ o sin x|l =

= lim7_4osin T - granica nie istnieje

. T . .
P fj;o cosx dx = lim7_, 400 [ 7 cOsxdx = limr_ o0sinx|T4 =
lim7_4oofsin T —sin(—T)] = lim7_4o 2sin T - wartos¢ gtéwna
catki tez nie istnieje
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Catka niewtasciwa ll-go rodzaju (funkgji nieograniczonej)

Definicja (catka niewtasciwa Il rodzaju)

Jesdli £ : [a, b) — R jest nieograniczona w lewostronnym sasiedztwie
punktu b (b—¢,b) i f € R[a, c] dla kazdego a < ¢ < b oraz
istnieje granica wtasciwa

Cc
lim / f(x) dx
c—b= J,

to te granice nazywamy catka niewfasciwa funkcji f w przedziale
[a, b) i oznaczamy fab f(x) dx. Méwimy wtedy, ze catka
niewtasciwa jest zbiezna. Jesli powyzsza granica nie istnieje lub jest
niewtasciwa (réwna £o0) to méwimy, ze catka niewtasciwa jest
rozbiezna.
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Catki niewtasciwe Il rodzaju

100
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Catka niewtasciwa ll-go rodzaju (funkgji nieograniczonej)

Analogicznie definiujemy:

Dla funkgji f : (a, b] — R nieogranicznej w prawostronnym
sasiedztwie a czyli w przedziale (a, a + ¢), takiej, ze f € R[d, b] dla
kazdego a < d < b catka niewtasciwa fab f(x) dx to liczba

b
lim / f(x) dx,
d—at Jq

o ile granica istnigje i jest skornczona.
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Przyktady:

(1) ' 9% jest zbiezna dla o < 1 i rozbiezna dla o > 1.

0 x* 1
1 dx T 1 dx T x—at+l o
0 xo — IlmC*)0+ c xa@ — ||mc%o+ a1 c
1

—, a<l

=limeor 25 (1 —cl79) =¢ - a#l
c—=0t T°4 ( ) +o00, > 1 7é

. ldx _ ldx _ 1_
a=1: [; 5 =Ilim_o+ Jo & =limc_ o+ In|x] ‘C =

= lim_g+(—1Inc) = 400
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Przyktady:

1) J, ' 9% jest zbiezna dla o < 1 i rozbiezna dla o > 1.

X
1
1 dx _ 1dx _ —o+l _
0 xo — |ImCH0+ c xa@ — ||mc%o+ )iozﬁ c
1

—, a<l

=lime_ o+ == (1 —cl7®) = T-a’ a#1
€70 I-a ( ) 400, a>1 7

. ldx _ ldx _ 1_
a=1: [; 5 =Ilim_o+ Jo & =limc_ o+ In|x] ‘C—

= lim_g+(—1Inc) = 400

2) f 1 \/|7 f 1/—x fl & =
= lim,_o- ffl \/?X + I|mb_>0+ fb % =
= im0 (—2v—x) |7, +limpor (2VX) |, =
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3)]1\/ﬁ fl\/l X2+fo\/1 = =

_ dx
- ||ma—>—14r fa /7le2 + |Imb—>1* 12

= lim,_,_1+ arcsin x|9 + lim,_,; - arcsin x| = — (— ) +

SE]
[SIE]
I
)
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3)[1\/ﬁ f1\/1 X2+fo\/1 = =

dx
= lim,, 1+ fa \/ﬁ + limp_q- T2

= lim,_,_1+ arcsinx|3 + lim, ;- arcsinx|§ = — (=3) + 5 =~
2 3
(4) Jo == dx
x = 2sint
f2 gy — dx = 2costdt _ 8f02 sind t-cost y _
0 Va—x2 x=0<<= t=0 cost

=8 %sin3tdt:8 3 1—cos?t)sintdt =
0 0

u=cost
_ du = —sintdt _ 0 5 _
| t=0 = u=1 8 )i (1~ u?)du=
t=3
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Uwaga:

W tym przyktadzie w wyniku zamiany zmiennej catkowania dana
catka niewtasciwa zostata przeksztatcona w catke wiasciwa, ktéra
obliczamy bez stosowania przejscia granicznego.

Moze sie tez zdarzyé sytuacja odwrotna: przy zamianie zmiennej
catkowania catka wtasciwa moze stac sie catka niewtasciwa.
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Uwaga:

W tym przyktadzie w wyniku zamiany zmiennej catkowania dana
catka niewtasciwa zostata przeksztatcona w catke wiasciwa, ktéra
obliczamy bez stosowania przejscia granicznego.

Moze sie tez zdarzyé sytuacja odwrotna: przy zamianie zmiennej
catkowania catka wtasciwa moze stac sie catka niewtasciwa.

Tw. (kryterium poréwnawcze)

Jedli , g : [a, b) — R sa nieograniczone w lewostronnym
sasiedztwie punktu b i f,g € R[a,c], V¢ < b oraz
Vx € la,b) 0<f(x)<g(x), to:

b . .. b ] ..
(1) [ &(x) dx jest zbiezna = [ f(x) dx jest zbiezna,

(2) fab f(x) dx jest rozbiezna = fab g(x) dx jest rozbiezna.
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Tw. (kryterium ilorazowe)
Jedlif,g:[a,b) >R, f,g € Rla,c],Vec< b, f,g>0oraz
istnieje granica witasciwa

f(x)

im —<=K>0
x—b~ g(x)

to catki [ f(x)dx i [ g(x) dx sa jednoczesnie zbiezne lub
rozbiezne.
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Tw. (kryterium ilorazowe)
Jedlif,g:[a,b) >R, f,g € Rla,c],Vec< b, f,g>0oraz
istnieje granica witasciwa

f(x)

im —<=K>0
x—b~ g(x)

to catki [ f(x)dx i [ g(x) dx sa jednoczesnie zbiezne lub
rozbiezne.

Uwaga:

Analogiczne twierdzenie jest prawdziwe dla
flg:(a bl =R, f,g <0, f(x) < g(x) <0, wtedy

f
lim ﬂ:K>O, KeR
X%aJrg(X)
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Catke zbiezna fab f(x) dx nazywamy bezwzglednie zbiezna, jesli
zbiezna jest catka fab |f(x)| dx.
W przeciwnym przypadku catka jest warunkowo zbiezna.
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Catke zbiezna fab f(x) dx nazywamy bezwzglednie zbiezna, jesli
zbiezna jest catka fab |f(x)| dx.
W przeciwnym przypadku catka jest warunkowo zbiezna.

Uwaga:

Catka jest warunkowo zbiezna, gdy fab F(x) dx jest zbiezna i
fab |f(x)| dx jest rozbiezna.
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Catke zbiezna fab f(x) dx nazywamy bezwzglednie zbiezna, jesli
zbiezna jest catka fab |f(x)| dx.
W przeciwnym przypadku catka jest warunkowo zbiezna.

Uwaga:

Catka jest warunkowo zbiezna, gdy fab F(x) dx jest zbiezna i
fab |f(x)| dx jest rozbiezna.

Twierdzenie

Jedli f :[a,b) = R, fe€R[ac] Ve<bicatka [2[f(x)]dx jest
zbiezna, to catka fab f(x) dx jest zbiezna.
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Przyktady:

inl
(1) Pokaza¢, ze catka fol szX

dx jest zbiezna bezwzglednie.

2
sin% 1

vxe(©1] 0<| B <L

i 01 % jest zbiezna (o < 1) = catka bezwzglednie zbiezna (K.P.).
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Przyktady:

sini
X

(1) Pokaza¢, ze catka fol 7 dx jest zbiezna bezwzglednie.

sin% 1
Vx e (0,1] 0< 7 <
i 01 % jest zbiezna (o < 1) = catka bezwzglednie zbiezna (K.P.).

(2) Zbada¢ zbiezno$¢ catki fo% In(ctg x) dx

f(x) =In(ctgx), g(x)=In %, f,g >0
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X

1 1
In(ctg x) ctgx'<7 in2x) _r 1 —
= lim, o+ cosx sinx

. T s
I|mx_>0+ “mi IImx—)O+ ( 1
x-(—

X

=1=K>0 )

Stad obie catki [o® In(ctgx) dx i [o° InL dx sa jednoczesnie zbiezne
lub rozbiezne.

Sinldy— _ (6 BT 5 _

Jof Indx = — [f Inxdx —7(—I|ma_>0+fa6 Inx dx =

= —limy_ o+ (xInx—x) E:

— i T _ T T _ =71 _1|hz

—|Ima_)0+(6 6Ing talna a)— 6§ —6NG

bo

lim, o+ a-Ina=Ilim,_o+ 12 = H H H =lim,_o+ 2 =
a T2

= Iimaﬁo+(—a) =0

wiec catka jest zbiezna.
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(3) Pokaza¢, ze catka fog In(sin x) dx jest zbiezna bezwzglednie.

COos X

limy_o+ % = H H H = lim,_o+ #1= = lim, o+ cosx - 575 =
X

f(x) = —In(sinx), g(x)=—1Inx, x¢€ (0, %] i

fo —Inx)d x—IlmaﬁoJrf —Inx)dx =

=lim, 0+ [—xInx+x] |§ =lim, o+ (alna—a—3Ini+1)=

_1_ 11,1

=32 32In3

1
Z kryterium ilorazowego zbiezna jest catka [ (— Insin x) dx.
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Wynlka stad zbiezno$¢ catek fo Insinx dx, [,? Insinx dx oraz

fo —In(sinx)] dx = f02 | In(sin x)| dx, stad otrzymujemy zbieznos¢
bezwzgledna.
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Wartosc gtéwna catki niewtasciwej |l rodzaju
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Wartos¢ gtéwna catki niewtasciwej Il rodzaju

Jesli funkcja f : [a,c) U (c, b] — R jest R - catkowalna w
przedziatach domknietych [a,c — €] i [c + ¢, b] dla kazdego
(dowolnie matego) € > 0 oraz istnieje granica wtasciwa (skoriczona)

lim, [ / T () dx + / i F(x) dx] _

to granica nazywamy wartoscia gfdwna catki fab f(x)dx i
oznaczamy symbolem P.V. fab f(x)dx lub P fab f(x) dx.
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Wartos¢ gtéwna catki niewtasciwej Il rodzaju

Uwaga:

Jesli catka niewtasciwa fab f(x) dx jest zbiezna, to istnieje jej
wartos$¢ gtéwna P fab f(x) dx i jest réwna catce niewtasciwe;.
Implikacja przeciwna nie zachodzi.

Przyktad:

1 dx _ 0 dx 1 dx F s _
S = X+ [y & - rozbiezna, bo o = 1

P %_limﬁ(ﬁ[ TE e =

= lim,_o+ [ In|x| [1 + In|x| u =lim._g+[In|—¢|=Inle|]] =0
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Wartosc gtéwna catki niewtasciwej |l rodzaju
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