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Ca lki niew laściwe I rodzaju (w przedziale nieskończonym)

Jeśli f ∈ R[a, b], to f jest ograniczona na [a, b] i przedzia l [a, b]
jest skończony.

Definicja (Ca lka niew laściwa I-go rodzaju )

Za lóżmy, że funkcja f : [a,+∞) → R jest ca lkowalna w sensie
Riemanna na [a,T ] dla każdego T > a.
Jeśli istnieje granica w laściwa (skończona):

lim
T→+∞

∫ T

a
f (x) dx

to nazywamy ja̧ ca lka̧ niew laściwa̧ funkcji f (x) w przedziale
[a,+∞) i oznaczamy

∫ +∞
a f (x) dx . Mówimy wtedy, że ca lka

niew laściwa jest zbieżna. Jeśli powyższa granica nie istnieje lub jest
niew laściwa (równa ±∞) to mówimy, że ca lka niew laściwa jest
rozbieżna.

W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Ca lki niew laściwe



Ca lki niew laściwe I rodzaju (w przedziale nieskończonym)
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W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Ca lki niew laściwe



Ca lki niew laściwe I rodzaju
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Ca lki niew laściwe I rodzaju

Definicja

Dla funkcji f : (−∞, a] → R takiej, że f ∈ R[S , a] dla każdego
S < a, ca lka niew laściwa

∫ a
−∞ f (x) dx to liczba

lim
S→−∞

∫ a

S
f (x) dx ,

o ile granica istnieje i jest skończona.

Dla funkcji f : R → R, takiej, że f ∈ R[S ,T ] dla każdych S < T ,
ca lka niew laściwa

∫ +∞
−∞ f (x) dx to liczba∫ c

−∞
f (x) dx +

∫ +∞

c
f (x) dx

o ile obie ca lki niew laściwe sa̧ zbieżne (c ∈ R).
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Przyk lady:

(1)
∫ +∞

1
dx
xα jest zbieżna dla α > 1 i rozbieżna dla α ⩽ 1.∫ +∞

1
dx
xα = limT→+∞

∫ T
1

dx
xα = limT→+∞

x−α+1

−α+1

∣∣∣T
1

=

limT→+∞
1

1−α

(
T 1−α − 1

)
=

{
1

α−1 , α > 1

+∞, α < 1
α ̸= 1

α = 1 :
∫ +∞

1
dx
x = limT→+∞

∫ T
1

dx
x = limT→+∞ ln |x |

∣∣T
1

=
limT→+∞ ln T = +∞
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(2)
∫ +∞
−∞

dx
x2+1

=
∫ 0
−∞

dx
x2+1

+
∫ +∞

0
dx

x2+1
=

= limS→−∞
∫ 0
S

dx
x2+1

+ limT→+∞
∫ T

0
dx

x2+1
=

= limS→−∞ arctg x
∣∣0
S

+ limT→+∞ arctg x
∣∣T
0

==
limS→−∞[arctg 0 − arctg S ] + limT→+∞[arctgT − arctg 0] =
= 0 −

(
−π

2

)
+ π

2 − 0 = π

(3)
∫ +∞

0 e−x dx = limT→+∞
∫ T

0 e−x dx = limT→+∞−e−x |T0 =
= limT→+∞(1 − e−T ) = 1
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(4)
∫ +∞

1
ln x
x3 dx = limT→+∞

∫ T
1

ln x
x3 dx = (⋆)

∫ T
1

ln x
x3 dx =

∥∥∥∥ f = ln x g ′ = 1
x3

f ′ = 1
x g = − 1

2x2

∥∥∥∥ = − ln x
2x2

∣∣T
1

+ 1
2

∫ T
1

dx
x3 =

= − ln x
2x2 − 1

4x2

∣∣T
1

= − lnT
2T 2 − 1

4T 2 + 1
4

(⋆) = limT→+∞
[

1
4 − lnT

2T 2 − 1
4T 2

]
= 1

4

bo korystaja̧c z Twierdzenia de l’Hospitala otrzymujemy

limT→+∞
lnT
2T 2 =

∥∥ H
∥∥ = limT→+∞

1
T

4T = limT→+∞
1

4T 2 = 0
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Kryteria zbieżności ca lek niew laściwych I rodzaju

Tw. (kryterium porównawcze)

Jeśli f , g : [a,+∞) → R , f , g ∈ R[a,T ] , ∀T > a oraz

∀ x ⩾ a 0 ⩽ f (x) ⩽ g(x), (1)

to ze zbieżności
∫ +∞
a g(x) dx wynika zbieżność

∫ +∞
a f (x) dx .

Dowód (1): Niech F (x) =
∫ x
a f (t)dt oraz G (x) =

∫ x
a g(t)dt dla

x ≥ a. Wtedy z (1) wynika, że dla każego T ≥ a

0 ≤ F (T ) ≤ G (T ). (2)

Jeżeli ca lka
∫ +∞
a g(x) dx = limT→∞ G (T ) jest zbieżna to z (2)

otrzymujemy
∫∞
a f (x)dx = limT→∞ F (T ) ≤ limT→∞ G (T ) .

Wniosek

Przy za lożeniach poprzedniego twierdzenia jeżeli
∫ +∞
a f (x) dx jest

rozbieżna to
∫ +∞
a g(x) dx jest rozbieżna.
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Kryteria zbieżności ca lek niew laściwych I rodzaju

Tw. (kryterium porównawcze)
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Kryteria zbieżności ca lek niew laściwych I rodzaju

Tw. (kryterium ilorazowe)

Jeśli f , g : [a,+∞) → R , f , g ∈ R[a,T ] , ∀T > a , f , g > 0 oraz
istnieje granica w laściwa

lim
x→+∞

f (x)

g(x)
= K > 0

to ca lki
∫ +∞
a f (x) dx i

∫ +∞
a g(x) dx sa̧ jednocześnie zbieżne lub

rozbieżne.

Uwaga:

Powyższe kryteria sa̧ również prawdziwe dla
f , g : (−∞, a] → R , f , g < 0 , f (x) ⩽ g(x) ⩽ 0, wtedy

lim
x→−∞

f (x)

g(x)
= K > 0 , K ∈ R
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Jeśli f , g : [a,+∞) → R , f , g ∈ R[a,T ] , ∀T > a , f , g > 0 oraz
istnieje granica w laściwa

lim
x→+∞

f (x)

g(x)
= K > 0

to ca lki
∫ +∞
a f (x) dx i

∫ +∞
a g(x) dx sa̧ jednocześnie zbieżne lub
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Przyk lady:

(1) Pokazać, że
∫ +∞

1
(3−sin 2x)·x

5(x+1)(x2+1)
dx jest zbieżna

∀ x ⩾ 1 0 ⩽ (3−sin 2x)·x
5(x+1)(x2+1)

= x
x+1 · 3−sin 2x

5 · 1
x2+1

⩽ 1 · 4
5 · 1

1+x2 ⩽

⩽ 1
1+x2 ⩽ 1

x2∫ +∞
1

1
x2 dx jest zbieżna (α > 1) ⇒ ca lka zbieżna (K.P.)

(2) Zbadać zbieżność ca lki
∫ +∞

2
ln x ·arctg (x2)·[(x+1)· 3√x+2x+3]

ln(x+1)·[x2·
√
x+2

√
x+3]

dx

Ponieważ x · 3√x
x2·

√
x

= x
4
3

x
5
2

= 1

x
7
6

to przyjmujemy g(x) = 1

x
7
6
, f , g > 0
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∀ x ⩾ 1 0 ⩽ (3−sin 2x)·x
5(x+1)(x2+1)

= x
x+1 · 3−sin 2x

5 · 1
x2+1

⩽ 1 · 4
5 · 1

1+x2 ⩽

⩽ 1
1+x2 ⩽ 1

x2∫ +∞
1

1
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limx→+∞
f (x)
g(x) dx =

= limx→+∞
ln x

ln(x+1) · arctg (x2) · [(x+1) 3√x+2x+3]·x
7
6

x2
√
x+2

√
x+3

=

= limx→+∞
ln x

ln(x+1) · arctg (x2) · x
5
2 +x

3
2 +2x

13
6 +3x

7
6

x
5
2 +2x

1
2 +3

= π
2 ∈ (0,+∞)

bo:

limx→+∞
ln x

ln(x+1) =
∥∥ H

∥∥ = limx→+∞
x+1
x = 1

i ca lka
∫ +∞

2
dx

x
7
6

jest zbieżna (α > 1) ⇒ ca lka zbieżna (K.I.).

W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Ca lki niew laściwe



Definicja

Ca lkȩ zbieżna̧
∫ +∞
a f (x) dx nazywamy bezwzglȩdnie zbieżna̧, jeśli

zbieżna jest ca lka
∫ +∞
a |f (x)| dx .

W przeciwnym przypadku ca lka jest warunkowo zbieżna.

Uwaga:

Ca lka jest warunkowo zbieżna, gdy
∫ +∞
a f (x) dx jest zbieżna i∫ +∞

a |f (x)| dx jest rozbieżna.

Twierdzenie

Jeśli f ∈ R[a,T ] i ca lka
∫ +∞
a |f (x)| dx jest zbieżna, to ca lka∫ +∞

a f (x) dx jest zbieżna.
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Przyk lad:

Zbadać zbieżność ca lki
∫ +∞

1 tgh x ·
√
x cos 2x
2+x2 dx

∀ x ⩾ 1 0 ⩽ |f (x)| = |tgh x | · | cos 2x | ·
√
x

2+x2 ⩽
√
x

x2 = 1

x
3
2

i ca lka
∫ +∞

1
dx

x
3
2

jest zbieżna (α > 1) ⇒
ca lka bezwzglȩdnie zbieżna (K.P.) ⇒ ca lka zbieżna (Tw.)
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Wartość g lówna ca lki niew laściwej I rodzaju

Definicja

Jeśli f : R → R i f ∈ R[a, b] dla dowolnego [a, b] ⊂ R oraz istnieje
granica w laściwa

lim
T→+∞

∫ T

−T
f (x) dx

to tȩ granicȩ nazywamy wartościa̧ g lówna̧ ca lki
∫ +∞
−∞ f (x) dx i

oznaczamy P.V .
∫ +∞
−∞ f (x) dx lub P

∫ +∞
−∞ f (x) dx .

Uwaga:

Jeśli ca lka niew laściwa
∫ +∞
−∞ f (x) dx jest zbieżna, to istnieje jej

wartość g lówna P
∫ +∞
−∞ f (x) dx . Implikacja przeciwna nie

zachodzi.
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W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Ca lki niew laściwe



Przyk lady:

(1)
∫ +∞
−∞ sin x dx =

∫ 0
−∞ sin x dx +

∫ +∞
0 sin x dx - rozbieżna, bo∫ +∞

0 sin x dx = limT→+∞
∫ T

0 sin x dx = limT→+∞ (− cos x)
∣∣T
0

=
limT→+∞(1 − cos T ) - nie istnieje

P
∫ +∞
−∞ sin x dx = limT→+∞

∫ T
−T sin x dx =

limT→+∞ (− cos x)
∣∣T
−T

= − limT→+∞[cos T − cos(−T )] = 0
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(2)
∫ +∞
−∞

2x+1
x2+1

dx - ca lka rozbieżna, bo∫ +∞
0

2x+1
x2+1

dx = limT→+∞
∫ T

0
2x+1
x2+1

dx =

= limT→+∞[ln(x2 + 1) + arctg x ]|T0 =
= limT→+∞[[ln(T 2 + 1) + arctgT ] = +∞
P

∫ +∞
−∞

2x+1
x2+1

dx = limT→+∞
∫ T
−T

2x+1
x2+1

dx =

limT→+∞[ln(x2 + 1) + arctg x ]|T−T = π
2 −

(
−π

2

)
= π

(3)
∫ +∞
−∞ cos x dx - ca lka rozbieżna, bo∫ +∞

0 cos x dx = limT→+∞
∫ T

0 cos x dx = limT→+∞ sin x |T0 =
= limT→+∞ sin T - granica nie istnieje

P
∫ +∞
−∞ cos x dx = limT→+∞

∫ T
−T cos x dx = limT→+∞ sin x |T−T =

limT→+∞[sin T − sin(−T )] = limT→+∞ 2 sin T - wartość g lówna
ca lki też nie istnieje

W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Ca lki niew laściwe



(2)
∫ +∞
−∞

2x+1
x2+1

dx - ca lka rozbieżna, bo∫ +∞
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∫ T
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2x+1
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P
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x2+1

dx = limT→+∞
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2
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Ca lka niew laściwa II-go rodzaju (funkcji nieograniczonej)

Definicja (ca lka niew lasciwa II rodzaju)

Jeśli f : [a, b) → R jest nieograniczona w lewostronnym sa̧siedztwie
punktu b (b − ε, b) i f ∈ R[a, c] dla każdego a < c < b oraz
istnieje granica w laściwa

lim
c→b−

∫ c

a
f (x) dx

to tȩ granicȩ nazywamy ca lka̧ niew laściwa̧ funkcji f w przedziale
[a, b) i oznaczamy

∫ b
a f (x) dx . Mówimy wtedy, że ca lka

niew laściwa jest zbieżna. Jeśli powyższa granica nie istnieje lub jest
niew laściwa (równa ±∞) to mówimy, że ca lka niew laściwa jest
rozbieżna.
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Ca lka niew laściwa II-go rodzaju (funkcji nieograniczonej)

Analogicznie definiujemy:

Definicja

Dla funkcji f : (a, b] → R nieogranicznej w prawostronnym
sa̧siedztwie a czyli w przedziale (a, a + ε), takiej, że f ∈ R[d , b] dla

każdego a < d < b ca lka niew laściwa
∫ b
a f (x) dx to liczba

lim
d→a+

∫ b

d
f (x) dx ,

o ile granica istnieje i jest skończona.
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Przyk lady:

(1)
∫ 1

0
dx
xα jest zbieżna dla α < 1 i rozbieżna dla α ⩾ 1.∫ 1

0
dx
xα = limc→0+

∫ 1
c

dx
xα = limc→0+

x−α+1

−α+1

∣∣∣1
c

=

= limc→0+
1

1−α

(
1 − c1−α

)
=

{
1

1−α , α < 1

+∞, α > 1
α ̸= 1

α = 1 :
∫ 1

0
dx
x = limc→0+

∫ 1
c

dx
x = limc→0+ ln |x |

∣∣1
c

=
= limc→0+(− ln c) = +∞

(2)
∫ 1
−1

dx√
|x |

=
∫ 0
−1

dx√
−x

+
∫ 1

0
dx√
x

=

= lima→0−
∫ a
−1

dx√
−x

+ limb→0+

∫ 1
b

dx√
x

=

= lima→0− (−2
√
−x)

∣∣a
−1

+ limb→0+ (2
√

x)
∣∣1
b

= 4

W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Ca lki niew laściwe



Przyk lady:

(1)
∫ 1

0
dx
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(3)
∫ 1
−1

dx√
1−x2

=
∫ 0
−1

dx√
1−x2

+
∫ 1

0
dx√
1−x2

=

= lima→−1+

∫ 0
a

dx√
1−x2

+ limb→1−
dx√
1−x2

=

= lima→−1+ arcsin x |0a + limb→1− arcsin x |b0 = −
(
−π

2

)
+ π

2 = π

(4)
∫ 2

0
x3

√
4−x2

dx

∫ 2
0

x3
√

4−x2
dx =

∥∥∥∥∥∥∥∥
x = 2 sin t

dx = 2 cos t dt
x = 0 ⇐⇒ t = 0
x = 2 ⇐⇒ t = π

2

∥∥∥∥∥∥∥∥ = 8
∫ π

2
0

sin3 t·cos t
cos t dt =

= 8
∫ π

2
0 sin3 t dt = 8

∫ π
2

0 (1 − cos2 t) sin t dt =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥
u = cos t

du = − sin t dt
t = 0 ⇐⇒ u = 1
t = π

2 ⇐⇒ u = 0

∥∥∥∥∥∥∥∥ = −8
∫ 0

1 (1 − u2) du =

= 8
∫ 1

0 (1 − u2) du = 8
[
u − u3

3

] ∣∣∣1
0

= 16
3
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Uwaga:

W tym przyk ladzie w wyniku zamiany zmiennej ca lkowania dana
ca lka niew laściwa zosta la przekszta lcona w ca lkȩ w laściwa̧, która̧
obliczamy bez stosowania przej́scia granicznego.

Może siȩ też zdarzyć sytuacja odwrotna: przy zamianie zmiennej
ca lkowania ca lka w laściwa może stać siȩ ca lka̧ niew laściwa̧.

Tw. (kryterium porównawcze)

Jeśli f , g : [a, b) → R sa̧ nieograniczone w lewostronnym
sa̧siedztwie punktu b i f , g ∈ R[a, c] , ∀ c < b oraz
∀ x ∈ [a, b) 0 ⩽ f (x) ⩽ g(x), to:

(1)
∫ b
a g(x) dx jest zbieżna ⇒

∫ b
a f (x) dx jest zbieżna,

(2)
∫ b
a f (x) dx jest rozbieżna ⇒

∫ b
a g(x) dx jest rozbieżna.
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Tw. (kryterium ilorazowe)

Jeśli f , g : [a, b) → R , f , g ∈ R[a, c] , ∀ c < b , f , g > 0 oraz
istnieje granica w laściwa

lim
x→b−

f (x)

g(x)
= K > 0

to ca lki
∫ b
a f (x) dx i

∫ b
a g(x) dx sa̧ jednocześnie zbieżne lub

rozbieżne.

Uwaga:

Analogiczne twierdzenie jest prawdziwe dla
f , g : (a, b] → R , f , g < 0 , f (x) ⩽ g(x) ⩽ 0, wtedy

lim
x→a+

f (x)

g(x)
= K > 0 , K ∈ R
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Definicja

Ca lkȩ zbieżna̧
∫ b
a f (x) dx nazywamy bezwzglȩdnie zbieżna̧, jeśli

zbieżna jest ca lka
∫ b
a |f (x)| dx .

W przeciwnym przypadku ca lka jest warunkowo zbieżna.

Uwaga:

Ca lka jest warunkowo zbieżna, gdy
∫ b
a f (x) dx jest zbieżna i∫ b

a |f (x)| dx jest rozbieżna.

Twierdzenie

Jeśli f : [a, b) → R, f ∈ R[a, c] ∀ c < b i ca lka
∫ b
a |f (x)| dx jest

zbieżna, to ca lka
∫ b
a f (x) dx jest zbieżna.
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Twierdzenie
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zbieżna jest ca lka
∫ b
a |f (x)| dx .

W przeciwnym przypadku ca lka jest warunkowo zbieżna.
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Przyk lady:

(1) Pokazać, że ca lka
∫ 1

0

sin 1
x√
x

dx jest zbieżna bezwzglȩdnie.

∀ x ∈ (0, 1] 0 ⩽
∣∣∣ sin 1

x√
x

∣∣∣ ⩽ 1√
x

i
∫ 1

0
dx√
x

jest zbieżna (α < 1) ⇒ ca lka bezwzglȩdnie zbieżna (K.P.).

(2) Zbadać zbieżność ca lki
∫ π

6
0 ln(ctg x) dx

f (x) = ln(ctg x) , g(x) = ln 1
x , f , g > 0
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limx→0+
ln(ctg x)

ln 1
x

= limx→0+

1
ctg x

·
(
− 1

sin2 x

)
x ·
(
− 1

x2

) = limx→0+
1

cos x · x
sin x =

= 1 = K > 0

Sta̧d obie ca lki
∫ π

6
0 ln(ctg x) dx i

∫ π
6

0 ln 1
x dx sa̧ jednocześnie zbieżne

lub rozbieżne.∫ π
6

0 ln 1
x dx = −

∫ π
6

0 ln x dx = − lima→0+

∫ π
6

a ln x dx =

= − lima→0+ (x ln x − x)
∣∣π6
a

=

= lima→0+

(
π
6 − π

6 ln π
6 + a ln a − a

)
= π

6 − π
6 ln π

6

bo

lima→0+ a · ln a = lima→0+
ln a

1
a

=
∥∥ H

∥∥ = lima→0+

1
a

− 1
a2

=

= lima→0+(−a) = 0

wiȩc ca lka jest zbieżna.
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(3) Pokazać, że ca lka
∫ π

2
0 ln(sin x) dx jest zbieżna bezwzglȩdnie.

limx→0+
ln(sin x)

ln x =
∥∥ H

∥∥ = limx→0+

cos x
sin x

1
x

= limx→0+ cos x · x
sin x =

= 1 = K

f (x) = − ln(sin x) , g(x) = − ln x , x ∈
(
0, 1

2

]
i∫ 1

2
0 (− ln x) dx = lima→0+

∫ 1
2
a (− ln x) dx =

= lima→0+ [−x ln x + x ]
∣∣ 1

2

a
= lima→0+

(
a ln a − a − 1

2 ln 1
2 + 1

2

)
=

= 1
2 − 1

2 ln 1
2

Z kryterium ilorazowego zbieżna jest ca lka
∫ 1

2
0 (− ln sin x) dx .
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Wynika sta̧d zbieżność ca lek
∫ 1

2
0 ln sin x dx ,

∫ π
2

0 ln sin x dx oraz∫ π
2

0 [− ln(sin x)] dx =
∫ π

2
0 | ln(sin x)| dx , sta̧d otrzymujemy zbieżność

bezwzglȩdna̧.
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Wartość g lówna ca lki niew laściwej II rodzaju

Definicja

Jeśli funkcja f : [a, c) ∪ (c , b] → R jest R - ca lkowalna w
przedzia lach domkniȩtych [a, c − ε] i [c + ε, b] dla każdego
(dowolnie ma lego) ε > 0 oraz istnieje granica w laściwa (skończona)

lim
ε→0+

[∫ c−ε

a
f (x) dx +

∫ b

c+ε
f (x) dx

]
=

to granica̧ nazywamy wartościa̧ g lówna̧ ca lki
∫ b
a f (x) dx i

oznaczamy symbolem P.V .
∫ b
a f (x) dx lub P

∫ b
a f (x) dx .
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Jeśli funkcja f : [a, c) ∪ (c , b] → R jest R - ca lkowalna w
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Wartość g lówna ca lki niew laściwej II rodzaju

Uwaga:

Jeśli ca lka niew laściwa
∫ b
a f (x) dx jest zbieżna, to istnieje jej

wartość g lówna P
∫ b
a f (x) dx i jest równa ca lce niew laściwej.

Implikacja przeciwna nie zachodzi.

Przyk lad:∫ 1
−1

dx
x =

∫ 0
−1

dx
x +

∫ 1
0

dx
x - rozbieżna, bo α = 1

P
∫ 1
−1

dx
x = limε→0+

[∫ −ε
−1

dx
x +

∫ 1
ε

dx
x

]
=

= limε→0+

[
ln |x |

∣∣−ε

−1
+ ln |x |

∣∣1
ε

]
= limε→0+ [ln |− ε|− ln |ε|] = 0
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Wartość g lówna ca lki niew laściwej II rodzaju
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