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Od catki wtasciwej do niewtasciwej

WHtasciwa catke Riemanna fab f(x) dx rozpatrujemy na przedziale o
skonczonych koncach. Catkowalno$¢ Riemanna wymaga ograniczonosci f na
tym przedziale.

Catki niewtasciwe pozwalaja badaé dwa inne przypadki:

o | rodzaj: przedziat catkowania jest nieograniczony;

o |l rodzaj: funkcja jest nieograniczona w poblizu skoriczonego konca
przedziatu lub punktu wewnetrznego.

Najpierw obliczamy catki wtasciwe po przedziatach omijajacych
problematyczne konce lub punkty, a nastepnie badamy granice.

Najwazniejsze rozréznienie
Catka niewtasciwa jest zbiezna, gdy odpowiednia granica jest skonczona

liczba rzeczywista. Granica +o00 lub —oo oznacza rozbieznos$é¢, podobnie jak
brak granicy.
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Catka na przedziale nieograniczonym

Niech f : [a,00) — R bedzie catkowalna Riemanna na [a, T] dla kazdego
T>a

Catka niewtfasciwa | rodzaju

Jezeli istnieje skonczona granica, definiujemy

/:O f(x)dx = TILm@/éj f(x) dx.

Wtedy méwimy, ze catka jest zbiezna. W pozostatych przypadkach jest
rozbiezna.

Zapis faoo f = +00 jest skrétem stwierdzenia, ze catka rozbiega sie do +oco.
Nie oznacza zbieznosci do liczby rzeczywiste;.

Warunek catkowalno$ci na kazdym skonczonym odcinku zapewnia, ze
jedynym badanym problemem jest zachowanie funkcji przy x — oc.
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Catka | rodzaju: interpretacja

0 1 2 3 4 5 6

Dla f > 0 catki faT f(x) dx opisuja pola coraz wiekszych czesci obszaru pod
wykresem. Pole catego nieograniczonego obszaru moze by¢ skonczone.

O zbieznosci decyduje granica tych pdl, a nie sama nieograniczono$é¢
przedziatu.
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Catka od minus nieskonczonosci

Niech f : (=00, a] — R i niech f € R[S, a] dla kazdego S < a. Wéwczas

/aoo f(x)dx = S_Ii)rlwoo /Sa f(x) dx,

o ile granica istnieje i jest skonczona.

Catke na lewym nieograniczonym przedziale mozna sprowadzi¢ do prawego
przez podstawienie x = —t. Dla skoficzonego S < a:

/:f(x)dx_/:f(—t)dt.

Poniewaz —S — oo, otrzymujemy

/a Fx)ax= [ F—t)dt

—0o0 —a

wtedy i tylko wtedy, gdy te catki s3 zbiezne.
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Catka na cafej prostej

Niech f : R — R bedzie catkowalna Riemanna na kazdym przedziale
domknietym i ograniczonym. Wybieramy dowolne ¢ € R.

Definicja

Catka na cafej prostej jest zbiezna, jesli obie catki potéwkowe s3 zbiezne.
Wtedy
/ f(x) dx:/ f(x) dx+/ f(x) dx.

Kazda z dwdch granic musi istnie¢ oddzielnie i by¢ skonczona. Nie wolno
nadawac¢ wartosci wyrazeniu —oo + 00 przez wzajemne znoszenie rozbieznosci.

Wybér ¢ nie wptywa na zbiezno$¢ ani wynik: zmiana ¢ dodaje do jednej catki
catke wtasciwa na skonczonym odcinku, a odejmuje ja od drugiej.
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Dwie niezalezne granice

Przy zbieznosci obu catek potéwkowych zachodzi

/00 f(x) dx :simoo/_: f(x) dx,

—o0
T—o0

gdzie S i T zmieniaja sie niezaleznie.

Sprawdzenie tylko granicy

T
Tlinoo/_T f(x) dx

jest stabszym warunkiem: konce s3 tu ze soba zwigzane. Taka symetryczna
granica, jesli jest skonczona, nazywa si¢ wartoscig gtéwna Cauchy’ego.

Wartos¢ gtéwna moze istnie¢ mimo rozbieznosci catki niewtasciwej.
Przyktady tego zjawiska oméwimy osobno.
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Catka potegowa w nieskonczonosci

Badamy I, = [["x™“dx, gdzieaw € R. Dlaa#1i T > 1:

T 1—a T
/ X_O‘dx:[x }

1 l1-a],
Tl->_1
l—a

Jezelia>1,tol—a<0i TI-® = 0. Zatem

-1 1
1-a a—17

Jezeli a < 1, to TP~ — 00, a mianownik 1 — o jest dodatni. Catka rozbiega
sie wtedy do +o0.
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Catka potegowa: przypadek graniczny

Dla o = 1 poprzedni wzdr nie ma zastosowania, poniewaz jego mianownik
jest zerowy. Liczymy oddzielnie:

X

-
d
/ —X:[Inx]lT:InT—>+oo.
1

Ostatecznie

X

dx . .
— Jest zbiezna wtedy i tylko wtedy, gdy o > 1.
1

Dlaczego granica funkcji nie wystarcza?

Funkcja 1/x dazy do zera, ale jej catka na [1, 00) jest rozbiezna. Sama
informacja f(x) — 0 nie zapewnia zbieznosci catki.

Catki potegowe stanowig podstawowy wzorzec w kryteriach poréwnawczych.
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Przyktad: catka z funkcji wymiernej

Obliczamy ffooo 1122' Rozdzielamy jg w 0 i badamy obie granice:

5y

0
dx )
/,m Tz = lim farctanxi3 =0 (-7) = 7.
 dx ) . i

Obie catki sa zbiezne, wiec ich suma jest dobrze okreslona:

/Oc dx
=T.
oo 1+ x2

Uzyliémy granic arctan x — +7/2 przy x — +oo0.
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Przyktad: funkcja wyktadnicza

Dla kazdego T > 0 mamy
T
/ e dx=[-e g =1—e".
0

Poniewaz e=7 — 0 przy T — oo,

/ e ¥dx= lim (1—e ") =1
0

T—o0

Catka jest zbiezna. Funkcja jest nieujemna, wiec jej catka jest jednoczes$nie
skoficzonym polem nieograniczonego obszaru pod wykresem.

Nie podstawiamy symbolu oo jak liczby do funkgji pierwotnej; zapis z granica
wyjasnia, co oznacza obliczenie wartosci na nieograniczonym przedziale.
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Catkowanie przez czesci przed granica

Obliczamy | = floo ':—f dx. Najpierw ustalamy T > 1 i catkujemy na [1, T]
przez czesci:

u=Inx, u =

Wtedy

Teraz trzeba uzasadni¢ granice obu sktadnikéw zaleznych od T.
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Catkowanie przez czesci: granica

Mamy 1/(472) — 0. Druga granica ma postaé nieoznaczona oo/oc, wiec
stosujemy regute de I'Hospitala:

i InT 1/T_ . 1 _o
T 2T2 T T AT T TeeaT2 T
Zatem
| im 1 InT 1
= | _—— — —
Tooo \4 2T2 4T2
_|1
i

Catkowanie przez czeéci wykonaliémy dla catki wtasciwej. Dopiero pdzniejsze
przejscie do granicy dowodzi zbieznosci catki niewtasciwej i wyznacza jej
wartos¢.
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Kryterium poréwnawcze

Niech f, g € R|[a, T] dla kazdego T > a oraz
0<f(x)<gl) (x> a).
Whtedy:

o ze zbieznosci [ g(x) dx wynika zbieznos¢ [ f(x) dx;

e z rozbieznosci [.° f(x) dx wynika rozbieznos¢ [ g(x) dx.

Kierunek poréwnania
Zbiezno$¢ przenosimy z wiekszej funkcji nieujemnej na mniejsza.
Rozbiezno$¢ przenosimy z mniejszej funkcji nieujemnej na wieksza.

Wystarczy, aby nieréwno$¢ zachodzita od pewnego A > a: catki na
skoficzonym odcinku [a, A] sa wtasciwe i nie wptywaja na zbiezno$¢.
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Kryterium poréwnawcze: dowdd

Niech F(T) = f f(x)dxi G(T f g(x) dx. Z nieujemnosci funkcji
wynika, ze F i G s3 nlemalejace pomewaz dla Ty > Ti:

F(T>) - F(Ty) = TT2 F(x) dx > 0.

Jesdli G(T) - L < o0, to

0<KT)<6(T)<L (T =a)
Funkcja F jest zatem niemalejaca i ograniczona z géry. Ma skonczong
granice réwna suprs, F(T), co dowodzi zbieznosci catki z f.

Drugi wniosek jest kontrapozycja pierwszego. Dla funkcji nieujemnej
rozbiezno$¢ oznacza dazenie catek czeSciowych do +oc. O

Samo ograniczenie 0 < F(T) < G(T) bez monotonicznosci nie
uzasadniatoby istnienia granicy F(T).
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Kryterium poréwnawcze graniczne

Niech f, g beda catkowalne Riemanna na kazdym [a, T] i dodatnie dla
dostatecznie duzych x. Zatézmy, ze

f(x)

lim —=
x—o0 g(x)

/:0 f(x) dx i /:O g(x) dx

sg jednoczesnie zbiezne albo jednoczesnie rozbiezne.

=K, 0< K< o0.

Wtedy catki

Kryterium to bywa nazywane ilorazowym. Liczba K musi by¢ skonczona i
Sciéle dodatnia. Przy K = 0 lub K = oo nie otrzymujemy ogdlnej
réwnowaznosci.

Gdy f(x) zachowuje sie jak stata dodatnia razy prostsza funkcja g(x),
badanie zbieznosci mozna sprowadzi¢ do tej prostszej funkcji.
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Kryterium ilorazowe: uzasadnienie

Z granicy f(x)/g(x) — K > 0 wynika, ze dla dostatecznie duzych x:

)y o K
R
Stad K p

5 80 < F(x) < 25 g0,

Jezeli catka z g jest zbiezna, to prawa nieréwno$¢ i kryterium poréwnawcze
daja zbieznos¢ catki z f.

Jezeli catka z f jest zbiezna, to lewa nieréwnos¢ daje

2
0<g(x)< ?f(x)7

wiec catka z g tez jest zbiezna. OtrzymaliSmy oba kierunki réwnowaznosci. [
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Kierunek granicy i znak funkcji

Oba kryteria dziataja réwniez przy x — —o0, po przyjeciu lokalnej
catkowalnosci i badaniu lewego konca przedziatu. Kierunek nieskonczonosci
nie narzuca znaku funkcji.

Dla funkgcji niedodatnich najpierw zmieniamy znaki. Jezeli
f(x) <g(x) <0, to 0<—g(x)<—f(x).
Dlatego w kryterium poréwnawczym:

@ ze zbieznosci catki z f wynika zbiezno$¢ catki z g;
@ z rozbieznosci catki z g wynika rozbiezno$¢ catki z f.
Dla f, g < 0 graniczne kryterium ilorazowe stosujemy do —f, —g. lloraz sie

nie zmienia, wiec warunek /g — K € (0, c0) nadal daje réwnowaznosé¢
zbieznodci.
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Poréwnanie: funkcja z sinusem
Badamy catke
/ (3 —sin2x)x dx.
1 5(x+1)(x2+1)
Dlax>1mamy 0 < x/(x+1)<1i2<3—sin2x <4. Zatem

X 3 —sin2x 1
x+1 5 X241
<74 <i
~5(x2+1) — x%

0<f(x)=

Poniewaz floo x"2dx = 1, kryterium poréwnawcze daje zbieznoé¢ badanej
catki.

Nie trzeba oblicza¢ funkcji pierwotnej: wystarcza dodatnie, catkowalne
oszacowanie.
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lloraz: wybér funkcji poréwnawcze;

Badamy catke [, f(x) dx, gdzie

F(x) = Inx arctan(x?) [(x + 1)¥/x + 2x + 3]
B In(x + 1) [x2y/x + 2y/x + 3]

Funkcja jest ciggta i dodatnia na [2,00). Gtéwne potegi w nawiasach to x4/3
i x5/2, a ich iloraz wynosi

X4/3

— /6

X572

Przyjmujemy wiec g(x) = x~7/6. Poniewaz 7/6 > 1, catka z g na [2,00) jest
zbiezna.

Pozostaje sprawdzi¢, ze f(x)/g(x) ma skonczonga, dodatnig granice.
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lloraz: obliczenie granicy

7/6

Po pomnozeniu licznika przez x/°® otrzymujemy

f(x) In x x3/2 4 x3/2 4 2x13/6 4 3x7/6

= t 2
g(x)  In(x+1) arctan(x) x5/2 4+ 2x1/2 + 3

Ostatni utamek, po podzieleniu przez x%/2, ma postaé
po p p p

14+ x7142x71/3 4 3x74/3
1+42x72+43x75/2

— 1.

Ponadto, stosujac regute de I'Hospitala do postaci co/co,

im In x _ 1/x

im ——— =1 tan(x?) —
Am e+ D) XI—>mOO]./(X+1) , arctan(x?)

N

Zatem f(x)/g(x) — w/2 € (0,00). Kryterium ilorazowe dowodzi zbieznosci
badanej catki.
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Zbieznos¢ bezwzgledna i warunkowa

Zaktadamy f € R[a, T| dla kazdego T > a.

Zbieznos¢ bezwzgledna

Catka faoo f(x) dx jest bezwzglednie zbiezna, jezeli

o0
/ [f(x)| dx < oco.
a

Catka jest warunkowo zbiezna, jezeli faoo f(x) dx jest zbiezna, lecz
[27 |£(x)| dx jest rozbiezna.

Nie kazda catka, ktéra nie jest bezwzglednie zbiezna, jest warunkowo zbiezna:
najpierw trzeba wykazaé zbiezno$¢ catki z f.

W przypadku funkcji zmieniajacej znak dodatnie i ujemne wktady moga
zapewnia¢ zbiezno$¢, ktérej nie ma po zastapieniu f przez |f|.
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Zbieznos¢ bezwzgledna daje zbieznos¢

Twierdzenie. Jesli f € R[a, T] dla kazdego T > a i catka z |f| jest zbiezna,
to catka z f jest zbiezna.

Dowéd. Wprowadzamy czesci dodatnia i ujemna:

|f|+ f

fl=f
2 '

fi = max(f,0) = 5

f— = max(—f,0) =

Sa one lokalnie catkowalne Riemanna oraz 0 < f,f_ < |f|. Z kryterium
poréwnawczego obie catki [ f i [7° f_ s3 zbiezne.

Poniewaz f = f, — f_, dla skoficzonego T mamy

T T T
/ f:/ f+—/ f.
a a a

Obie granice po prawej sa skonczone, wiec granica po lewej istnieje. Ponadto,
przechodzac do granicy w nieréwnosci dla catek wtasciwych,

/:O f(x) dx
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Przyktad z tangensem hiperbolicznym

Badamy catke . ,
/ tanh x M dx
1 2+ x2

Tangens hiperboliczny to tanh x = (¥ — e *)/(e* 4+ ™). Dla x > 1 mamy
|tanh x| < 1, |cos2x| < 1 oraz 2 + x2 > x2, wiec

0 < |f(x)| = |tanh x| |c052x|2\_{i2
VX 1
S @ T an

Catka poréwnawcza jest zbiezna:

* dx

Stad badana catka jest bezwzglednie zbiezna, a wiec takze zbiezna.
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Przyktad zbieznosci warunkowe;j

Aby zilustrowa¢ réznice obu poje¢, rozwazmy

o _:
Sin X
/:/ dx.
1 X
Dla skonczonego T > 1 catkowanie przez czesci daje
T sinx cosx1T T cosx

X g [0sx) T [T oo

1 X X 1 1 X

cos T T cos x
=cosl — — > dx.
T 1 X

Mamy cos T/T — 0, a catka z cos x/x? jest bezwzglednie zbiezna, poniewaz

‘cosx‘< 1
x2 | = x2°

Prawa strona ma wiec skonczong granice. To dowodzi zbieznosci /.
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Dlaczego zbieznos¢ jest warunkowa?

Dla kazdego catkowitego k > 1 i x € [km, (k + 1)7] mamy
1/x > 1/((k + 1)). Wobec tego

(k+1)mw . (k+1)mw
/ [sinx| dxzé/ | sin x| dx
km X (k + 1)7T km
2
(k+1)m

Sumujac po k =1,..., N, otrzymujemy

(N+D7 | i x| 2L 1
—_—dx>=) —— —
/7T X Xﬁﬂ;k—kl oo

poniewaz szereg harmoniczny jest rozbiezny.

Catka z | sin x|/x jest zatem rozbiezna, podczas gdy catka z sin x/x jest
zbiezna. Oznacza to zbiezno$¢ warunkowa.
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Wartos¢ gtéwna na catej prostej

Niech f bedzie catkowalna Riemanna na kazdym przedziale domknietym i
ograniczonym. Jezeli istnieje skoniczona granica, definiujemy

PV/Oo f(x)dx = lim /T f(x) dx.

oo T—o0 T

Jest to warto$¢ gtéwna Cauchy'ego, oznaczana takze P [ lub P.V. [.

Jezeli zwykta catka niewtasciwa na catej prostej jest zbiezna, to jej wartos$é
gtdéwna istnieje i jest jej rdbwna: mozna dodal skonczone granice obu catek
potéwkowych.

Implikacja odwrotna nie zachodzi. Warto$¢ gtéwna wymaga symetrycznego
obcinania przedziatu i moze wykorzystywac znoszenie sie¢ dwdch rozbieznych
wkiadow.
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Sinus: rozbiezno$é catki

Badamy catke ffooo sin x dx. Juz prawa catka potéwkowa jest rozbiezna,
poniewaz

-
/ sinxdx =[—cosx]g =1—cosT.
0
Ta funkcja nie ma granicy dla T — oc:
T=2nr = 1—cosT =0,

T=02n+1)r = 1—cosT =2.
Dwa ciagi argumentéw dazace do nieskonczonosci daja rézne granice
wartoéci. W konsekwencji catka niewtasciwa na catej prostej jest rozbiezna.

Nie zapisujemy jej jako sumy dwdch istniejacych liczb, poniewaz wymagane
catki potéwkowe nie sg zbiezne.
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Sinus: wartos$¢ gtéwna

S /\68V\./\
B N BN ) 4 No_

Dla kazdego skonczonego T > 0, dzieki nieparzystosci sinusa,

T
/ sinxdx = [~ cosx]” ;
-7

= —cos T +cos(—T) =0.

Zatem

PV/ sinx dx = 0.

— 00

Symetryczne wktady znosz3 sie dla kazdego T, chociaz zadna potowa nie ma
skonczonej granicy. Istnienie wartosci gtéwnej nie oznacza zbieznosci catki
niewtasciwej.

W. Domitrz Catki niewtasciwe



Funkcja wymierna: rozbieznos¢

Niech f(x) = (2x + 1)/(x? + 1). Funkcja pierwotna jest
F(x) = In(x* + 1) + arctan x.

Na prawym pétprzedziale:
/ f(x In(T? 4+ 1) +arctan T — +o0.
Na lewym pétprzedziale:
0
/ f(x)dx = —In(§? + 1) —arctanS — —c0 (S — —0).
s

Catka na catej prostej jest rozbiezna. Nie wolno sumowaé tych granic jako
400 — 00 i przypisywac takiemu wyrazeniu wartosci liczbowe;.

W. Domitrz Catki niewtasciwe 30/59



Funkcja wymierna: warto$¢ gtéwna

Dla skonczonego T symetrycznie obcieta catka jest réwna

T
2 1
[T ;2(711 dx = [In(x*> 4+ 1) 4 arctanx]” +

=In(T?+1)—In(T? +1)
+ arctan T — arctan(—T)
=2arctan T — 7.

Zatem

PV/ x4l
o X241

Sktadnik 2x/(1 + x?) jest nieparzysty i na [- T, T] daje 0. Skfadnik
1/(1 + x?) ma zwykta zbiezna catke réwna 7.
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Cosinus: brak wartosci gtéwnej

Catka ffooo cos x dx jest rozbiezna, poniewaz

-
/ cosxdx =sin T
0

nie ma granicy przy T — oo.

Symetryczne obciecie réwniez nie daje granicy:

T
/ cosx dx = [sinx]T; = 2sin T.
-7

Dla T = /2 + 2n7 otrzymujemy 2, a dla T = 37/2 + 2n7 otrzymujemy —2.
Dlatego

o0
PV/ cos x dx nie istnigje.

— 00
Catka rozbiezna moze miel warto$¢ gtdéwna, ale jej istnienie wymaga
osobnego sprawdzenia.
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Osobliwos¢ przy prawym koncu

Niech a < b, f : [a,b) = R i f € R[a, c] dla kazdego a < ¢ < b. Funkcja
moze by¢ nieograniczona przy b.

Catka niewtasciwa Il rodzaju

Jezeli istnieje skonczona granica, przyjmujemy

/ab f(x)dx = lim. / f(x) dx.

Woéwczas catka jest zbiezna. Granica nieskoniczona lub brak granicy oznacza
rozbieznos¢.

Nieograniczono$¢ przy b oznacza, ze nie mozna ograniczy¢ funkcji w dowolnie
matym lewostronnym sasiedztwie tego punktu.

Warto$¢ f(b) nie jest potrzebna: wszystkie catki przed przejéciem do granicy
omijaja koniec b.
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Catka Il rodzaju: interpretacja

10

Dla funkgji nieujemnej pole obszaru do punktu ¢ < b jest skonczone.
Nastepnie przesuwamy ¢ do konca przedziatu.

Nieograniczony wzrost wysokosci wykresu nie przesadza o rozbieznosci:
decyduje granica pél [ f(x) dx.
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Osobliwos¢ przy lewym koncu

Niech a < b, f : (a,b] = R i f € R[d, b] dla kazdego a < d < b. Jezeli f
jest nieograniczona przy a, definiujemy

b b
/ f(x)dx = lim / f(x) dx,
a d—at d

o ile ta granica istnieje i jest skonczona.

Takie samo przejécie graniczne mozna stosowaé, gdy funkcja jest tylko
nieokreslona na koncu przedziatu. Jezeli po uzupetnieniu warto$ci w tym
punkcie otrzymujemy funkcje catkowalng Riemanna, granica daje jej zwykta
catke.

W szczegdlnoSci samo pominiecie jednej wartosci funkcji nie musi oznaczaé
rzeczywistej osobliwosci nieograniczone;.
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Osobliwos¢ wewnatrz przedziatu

Jezeli ¢ € (a, b) jest punktem osobliwym, badamy oddzielnie obie strony:

u b
I_ = lim / f(x) dx, I+ = lim / f(x) dx.

u—c— v—ct
Catka fab f(x) dx jest zbiezna wtedy i tylko wtedy, gdy obie granice istnieja i
sg skonczone. Jej wartos¢ wynosi wtedy /_ + /.
Jezeli osobliwosci wystepuja na obu koncach, wybieramy zwykty punkt
c € (a,b) i tak samo badamy niezaleznie catki [ f oraz fcb f.

Przy kilku osobliwosciach lub przy potaczeniu obu rodzajéw niewtasciwosci
dzielimy przedziat tak, aby sprawdzi¢ kazdy problematyczny koniec osobno.
Zbieznos¢ wszystkich czesdci jest konieczna.
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Catka potegowa w poblizu zera

Badamy J, = folx*a dx, gdziea e R. Dlaa#1i0<e<1:

1 1—a 1
/ x‘“dx:{x }
. 1-a],

1— El—a

l1—«

Jezeli o < 1, to !~ = 0, wiec

Jo=|——|
l—«

Jezeli o > 1, to ! = o0. Licznik dazy do —oc, mianownik jest ujemny,
zatem catka rozbiega sig¢ do +o0.

W. Domitrz Catki niewtasciwe 37/59



Catka potegowa: wykfadnik réwny jeden

Dla a = 1 liczymy osobno:
1
d
/ & _ [Inx]! = —Ine — +oo.
X
€

Zatem

1
d

/ —z jest zbiezna wtedy i tylko wtedy, gdy o < 1.
0 X

Warto odrézni¢ trzy sytuacje:

@ 0 < a < 1: funkcja jest nieograniczona przy 0, lecz catka jest zbiezna;

@ « > 1: catka jest rozbiezna;

@ a < 0: funkcja ma ciagte przedtuzenie do 0, wiec po uzupetnieniu
wartos$ci mozna uzy¢ catki wtasciwe;.

Dla @ = 0 przyjmujemy w zerze wartos$¢ 1, a dla a < 0 wartos¢ 0.
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Ten sam wzorzec, rézne konce

Warunek zbieznosci catki potegowej zalezy od tego, ktéry koniec przedziatu

sprawdzamy:
Catka ‘ Warunek zbieznoéci ‘ Wartosé
o0
1
/ X~ % dx a>1
1 o — 1
! 1
/ X~ % dx a<l —_—
0 l1-«a

7 s . o0 — . . . . . .
W szczegdlnosci fo X~ % dx nie jest zbiezna dla zadnego rzeczywistego a.

Rzeczywiscie, po podziale w 1 zbiezno$¢ czesci przy zerze wymaga a < 1, a
zbieznos¢ czesci w nieskonczonosci wymaga o > 1. Warunki te nie moga
zachodzi¢ jednoczesnie.
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Osobliwos¢ wewnetrzna: pierwiastek

Obliczamy f L \/» Jedyny punkt osobliwy to 0. Po lewej |x| = —x, po

prawej |x| = x:

I = lim / CB i 2V R,

u—0— 1V—X u—0—
= lim (2—2v—u) =2,
u—0—
dx
= li — = lim [2/x]}
+ vl>r8+/ \/> vl>n8+[ \/>]
= lim (2-2y/v)=2.
v—0+

Obie granice s3 skonczone, wiec

1
d
/ =4
—1 ‘X‘

Symetria utatwia rachunek, ale zbiezno$¢ kazdej czesci jest wymagana
niezaleznie.
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Dwie osobliwosci na koncach

W catce f (1—x 2)~1/2 dx osobliwe s3 oba konce. Dzielimy przedziat w 0:

— 0
LH 1+/ m ukrﬁ [arcsin x],,

I, = lim / _ lim [arcsin x]g
0

v—1— 1—x2 v—1—
s s
2 2

Obie catki sa zbiezne, zatem

W granicy korzystamy z ciggtosci funkgji arcsin na [—1, 1], mimo ze jej
pochodna jest nieograniczona przy koncach.
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Podstawienie przy osobliwym koncu

Obliczamy | = f02 X __ dx. Osobliwoéé wystepuje przy x = 2.
\/4—x2

Najpierw ustalamy 0 < ¢ < 2 i podstawiamy x = 2sint w catce wtasciwej.
Wtedy

™

dx = 2cos t dt, 0 <t <. =arcsin(c/2) < 5

Na tym przedziale cost > 0, wiec

8sind t

/ mdx—/ Scost 2cos tdt

7
= 8/ sind t dt.
0

Gdy ¢ — 2~, mamy 6. — 7/2. Funkcja 8sin>t jest ciagta do kofica, zatem

/2
| = 8/ sin® t dt.
0
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Podstawienie: obliczenie wartosci

Otrzymana catke wtasciwa obliczamy przez u = cos t:
du=—sintdt, t=0+u=1 t=n/2+u=0.

Wtedy

/2
l:8/ (1 — cos? t)sint dt
0

:8/10(1u2)du:8/01(1u2)du

B3 1 16
—glu—"| =g(1-2)=|2|
IR EE

Skrécenie czynnika cos t wykonalismy dla t < /2, gdzie nie jest on zerowy.
Dopiero pézniej przeszliSmy do konca przedziatu, uzywajac ciagtego
przedtuzenia uproszczonej funkgcji.
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Podstawienie a rodzaj catki

Podstawienie moze zamieni¢ catke niewtasciwa na wtasciwa. Nie zwalnia to
jednak z uzasadnienia przejscia do granicy. W poprzednim przyktadzie
pozwolita na nie ciagto$¢ nowej funkcji podcatkowej na przedziale
domknietym.

Mozliwa jest tez sytuacja odwrotna. Dla 0 < € < 1 w catce z funkgji 1

podstawiamy x = e *:

1 0 —Ine
/ 1dx:/ (—e_t)dt:/ e 'dt.
€ —Ine 0

Gdy ¢ — 0T, gbrna granica po prawej dazy do oo, a wiec

1 oo
/ 1dx:/ e tdt=1.
0 0

Ta sama wartos¢ zostata przedstawiona raz jako catka wiasciwa, a raz jako
niewtasciwa.
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Poréwnanie przy skonczonym koncu

Niech f,g € R[a, c] dla kazdego c € (a, b) i niech
0<f(x)<glx) (a<x<b)
Whtedy:
@ zbieznoé¢ fab g(x) dx pociaga zbieznoéé fab f(x) dx;
@ rozbieznoéé fab f(x) dx pociaga rozbieznoéé fab g(x) dx.

Uzasadnienie. Funkcja F(c f f(x) dx jest niemalejaca. Jesli catka z g
jest zbiezna i ma wartos¢ L to 0<F(c) < f g < L. Monotonicznos¢ i
ograniczono$¢ dajg skonczong granice przy c— b~

Nie trzeba zaktadad, ze obie funkcje s3 nieograniczone. Wystarczy tez, by
poréwnanie zachodzito w dostatecznie matym lewostronnym sasiedztwie b.
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Kryterium ilorazowe przy osobliwosci

Niech f, g € R|a, c] dla kazdego c € (a, b), a funkcje beda dodatnie
dostatecznie blisko b. Jesli

f(x)

=K, 0< K < oo,
x—b= g(x)

. b . b : A . L. ..
to catki fa fi fa g sa jednoczednie zbiezne albo jednoczesnie rozbiezne.

Dowdd opiera sie na tym samym oszacowaniu co w nieskonczonosci:
dostatecznie blisko b,

K 3K
- 8(x) < f(x) < —-g(x).
2 2
Stosujemy kryterium poréwnawcze w obu kierunkach; pozostaty fragment
przedziatu daje catke wtasciwa.

Dla osobliwoéci przy a uzywamy granicy x — a* i catkowalnoéci na kazdym
[d, b], a < d < b. Funkcje nie musza by¢ ujemne przy lewym koncu. Jedli
obie s3 ujemne, stosujemy kryterium do —f i —g.
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Zbieznos¢ bezwzgledna przy osobliwosci

Definicje sg takie same jak dla catek | rodzaju:

o zbiezno$¢ bezwzgledna: catka fab |f(x)] dx jest zbiezna;
@ zbiezno$¢ warunkowa: catka z f jest zbiezna, a catka z |f] jest
rozbiezna.

Zaktadamy catkowalno$¢ Riemanna na kazdym przedziale domknietym
omijajacym osobliwo$é. Przy kilku osobliwosciach wszystkie wymagane czesci
badamy osobno.

Twierdzenie

Zbiezno$¢ bezwzgledna catki niewtasciwej Il rodzaju pociaga jej zbieznos¢.

Uzasadnienie jest identyczne jak weczesniej: 0 < i, f_ < |f|, wiec poréwnanie
daje zbieznos¢ catek z obu czesci. Nastepnie uzywamy f = f; — f_ i
odejmujemy dwie skofczone granice.

Nie wolno nazywaé catki warunkowo zbiezng wytacznie na podstawie
rozbieznosci catki z |f].
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Oscylacje przy zerze: oszacowanie

Pokazemy bezwzgledna zbieznosé

sin(1/x) dx

o Vx
Funkcja jest ciggta na kazdym [e,1], e > 0. Dla 0 < x < 1:
0< sin(1/x) < i
Vx| T VX
Poniewaz )
d
x_,
0o VX

kryterium poréwnawcze daje zbiezno$¢ catki z wartoéci bezwzglednej, a wiec
réwniez samej catki.

Coraz szybsze oscylacje sinusa nie przeszkadzaja w tym dowodzie:
kontrolujemy cata warto$¢ bezwzgledna prosta funkcja potegowsa.
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Przyktad warunkowy przy zerze

Dla poréwnania catka fol sin(1/x)/x dx jest warunkowo zbiezna. Dla
0 < e < 1 podstawiamy t = 1/x, dx = —dt/t*

1. 1
/ de:/ tsint<dzt>
€ X 1/e t
1/e
:/ ELLPY
1 t

Gdy € — 07, otrzymujemy catke floc sin t/t dt, ktérej zbieznos¢ wykazalismy
wczesniej.
To samo podstawienie dla wartosci bezwzglednej daje

1 . 1/e .
/ |'sin(1/x)| dX:/ |SI: t| gt — oo,
€ 1

X

Pokazuje to takze, dlaczego nieudane oszacowanie przez rozbiezng funkcje
1/x nie dowodzi rozbieznosci samej catki.
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Logarytm cotangensa: przygotowanie

Badamy fﬂ/ In(cot x) dx.

Na (0, 7/6] funkcja jest ciagta, a cotx > /3 > 1, zatem
f(x) = In(cot x) > 0. Jedyny problematyczny punkt to 0.

Dla matych dodatnich x mamy cotx ~ 1/x, dlatego wybieramy

1
g(x)=1In . nx

Poniewaz w/6 < 1, funkcja g jest dodatnia na catym rozpatrywanym
przedziale. Sprawdzimy:

@ granice f(x)/g(x) przy x — 0%;
@ zbieznos¢ catki z g.

To pozwoli zastosowac¢ kryterium ilorazowe przy lewym koncu.
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Logarytm cotangensa: granica ilorazu

Oba logarytmy daza do +o00. Obliczamy ich pochodne:

d In(cot x) = L (1 =— 1

dx ~ cotx \ sin?x/  sinxcosx’
qa.1__1
dx  x x

Z reguty de I'Hospitala otrzymujemy

. In(cot x) ) X
lim —— = lim —
x—0* In(1/x)  x—0+ sin x cos x

. X . 1
= lim — lim =1
x—0t SIn X x—0t COS X

Granica jest skonczona i dodatnia, wiec obie catki maja ten sam charakter
zbieznosci.
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Catka z logarytmu przy zerze

Niech A=7/6. Dla0<e < A:

Al
/ In = dx = [-xInx 4 x]2
. X
=A—-—AInA+clhe—e.
Wyrazenie €Ine dazy do 0. Mozna to uzasadnié reguta de |'Hospitala:

Ine 1/e
lim — = lim —~— = lim (—¢) =0.
Jim 17 = Sm = = i ()

Stad

/ﬂ/ﬁlnld T 7Tln7T<oo
—dx=—-——=In— .
0 X 6 6 6

Kryterium ilorazowe daje zbiezno$¢ catki z In(cot x). Jest ona takze
bezwzglednie zbiezna, poniewaz funkcja jest dodatnia.
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Logarytm sinusa: okolica zera

Badamy bezwzgledna zbieznosé fow/z In(sin x) dx. Na (0,1/2] funkcje
f(x) = —In(sinx), g(x)=—Inx
sg dodatnie. Korzystajac z reguty de I'Hospitala,

f(x) im In(sin x)

x—0t g(x)  x—=0t  Inx

. cosx/sinx . %
= lim ——— = lim cosx — = 1.
x—0* 1/x x—0F sin x

Catka poréwnawcza jest zbiezna:

1/2 1 1.1 1+1In2
—Inx)dx==>—>In> = .
/0 (= Inx)dx 535 5

Zatem f01/2[— In(sin x)] dx jest zbiezna.
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Logarytm sinusa: caty przedziat

Na pozostatym odcinku [1/2,7/2] funkcja In(sin x) jest ciagta, poniewaz
sinx > 0. Jej catka na tym odcinku jest wtasciwa i skonczona.

Ponadto dla 0 < x < 7/2 zachodzi 0 < sinx < 1, wiec
In(sinx) <0, | In(sin x)| = — In(sin x).

Wobec tego

/oﬂ/2 [ In(sin x)| dx = /01/2[_ In(sin x)] dx

w/2
—|—/ [~ In(sin x)] dx < oo.
1/2

Pierwsza cze$¢ jest zbiezna na podstawie poréwnania przy zerze, a druga
dzieki ciggtosci. Catka fo /2 In(sin x) dx jest wiec bezwzglednie zbiezna.
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Wartos¢ gtéwna przy osobliwosci

Niech a < ¢ < b, a funkcja f bedzie catkowalna Riemanna na przedziatach
[a,c — €] i[c+e,b] dla kazdego

0 <e<min(c—a,b—c).

Jesdli istnieje skoniczona granica, definiujemy

PV/ab f(x)dx = Eli)r'g+ (/:_E f(x) dX+/c:e f(x) dx) :

Jest to warto$¢ gtéwna Cauchy'ego przy osobliwosci w c.

Usuwamy z obu stron punktu ¢ przedziaty o tej samej dtugosci e. W
zwyktej catce niewtasciwej obie strony musza mie¢ skofnczone granice
oddzielnie; w wartosci gtéwnej badamy jedna granice sumy.
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Zbieznos¢ catki a wartos¢ gtéwna

Jezeli obie catki przy osobliwosci sa zbiezne, czyli

u b
I = lim / f(x)dx € R, Iy = Iim+/ f(x)dx € R,
a v

u—c— v—c

to mozna w szczegdlnodci przyja¢ u=c —¢ i v = c + . Wowczas granica
sumy jest sumg granic:

b b
PV/ f(x)dX:I_—|—l+:/ f(x) dx.

Zatem zbiezno$¢ catki niewtasciwej pociaga istnienie réownej jej wartosci
gtoéwnej.

Odwrotnos¢ jest fatszywa: symetryczne odciecia moga spowodowaé znoszenie
rozbieznoéci. Wykazemy to dla funkcji 1/x na [—1,1].
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Funkcja jeden przez x: rozbieznosc

Punkt O jest osobliwoscig wewnetrzng. Dla 0 < e < 1:

<y
/ el [In|x]]= =lne — —o0,
X

1
d
/ & _ [Inx]! = —Ine — +oo.
e X
Zadna z wymaganych catek potéwkowych nie jest zbiezna. Dlatego
/1 dx . .
—  jest rozbiezna.
1 X

Nie mozna zastosowaé wzoru [In |x|]*; do catego przedziatu: funkcja 1/x nie

jest na nim ciggta ani catkowalna Riemanna, a w $rodku przedziatu wystepuje
osobliwos¢.
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Funkcja jeden przez x: warto$¢ gtéwna

Przy jednakowym odcieciu po obu stronach zera dla kazdego 0 < e < 1

zachodzi
¢ dx Ldx
— 4+ — =Ilne—Ine =0.
1 X e X

1
PV/ o,
_1 X

Znaczenie symetrii wida¢ przy réznych odcieciach e_,e; > 0:

/_5* dx L dx €_
AR L G

-1 X ey X €+

Zatem

Jezeli e_ = Ae, gdzie A > 0, granica wynosi In \. Bez ustalenia
symetrycznego odciecia nie otrzymujemy jednej wspdlnej wartosci.
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Symetryczne znoszenie wktadéw

Wykres 1/x jest nieparzysty. Wktady z [—1, —¢] i [e, 1] maja przeciwne znaki
i rowne wartosci bezwzgledne.
Ich suma ma warto$¢ gtéwna 0, lecz pola po kazdej stronie rosna bez

ograniczenia. To wyjasnia, dlaczego wartos¢ gtdwna istnieje, a zwykta catka
niewtasciwa jest rozbiezna.
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