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Przestrzeń Rn

Definicja

Przestrzenia̧ n-wymiarowa̧ Rn , n ∈ N nazywamy zbiór wszystkich
uporza̧dkowanych uk ladów liczb rzeczywistych (x1, . . . , xn)

Rn = {(x1, . . . , xn) : xk ∈ R dla k = 1, . . . , n}
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Odleg lość euklidesowa w Rn

Odleg lość (euklidesowa) d(x , y) miȩdzy punktami x = (x1, . . . , xn)
i y = (y1, . . . , yn) w Rn zadana jest wzorem:

d(x , y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + . . . (xn − yn)2
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Kula i sa̧siedztwo w Rn

Wtedy kula o środku w x ∈ Rn (otoczenie x) o promieniu r :

B(x , r) = {y ∈ Rn : d(x , y) < r}

i sa̧siedztwo o środku w x o promieniu r :

S(x , r) = {y ∈ Rn : 0 < d(x , y) < r} = B(x , r) \ {x}
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Punkty brzegowe i wewnȩtrzne zbioru

Definicja

Punkt x nazywamy punktem brzegowym zbioru Z ⊂ Rn (x ∈ Z
lub x ̸∈ Z ), jeśli w każdym jego otoczeniu znajduje siȩ zarówno
punkt zbioru Z , jak i punkt, który do Z nie należy.
Brzeg ∂Z zbioru Z jest to zbiór wszystkich punktów brzegowych
tego zbioru.

Definicja

Punkt x nazywamy punktem wewnȩtrznym zbioru Z ⊂ Rn, jeśli
punkt ten należy do zbioru Z wraz z pewnym swoim otoczeniem,
tzn.

∃ r > 0 B(x , r) ⊂ Z .

Wnȩtrzem Int Z zbioru Z nazywamy zbiór wszyskich punktów
wewnȩtrznych tego zbioru.
Zbiór Z jest otwarty jeżeli Z = Int Z .
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Punkty brzegowe i wewnȩtrzne zbioru
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Przyk lady:

(1)
Z1 = {(x , y) ∈ R2 : x2 + y 2 < 1} ,
Z2 = {(x , y) ∈ R2 : x2 + y 2 ⩽ 1} ⇒
⇒ ∂Z1 = ∂Z2 = {(x , y) ∈ R2 : x2 + y 2 = 1}

(2)
{(x , y) ∈ R2 : x2 + y 2 < 1} , {(x , y , z) ∈ R3 : z > 0} , R4 -
- zbiory otwarte

Definicje

Zbiór Z nazywamy:
ograniczonym jeśli ∃ r > 0 Z ⊂ B(0, r),
nieograniczonym jeśli nie jest ograniczony,
skończonym, jeśli sk lada siȩ ze skończonej liczby punktów,
nieskończonym, jeśli nie jest ani skończony ani pusty.
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nieograniczonym jeśli nie jest ograniczony,
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nieograniczonym jeśli nie jest ograniczony,
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Definicja

 Lukiem zwyk lym (krzywa̧ zwyk la̧) L w przestrzeni Rn nazywamy
zbiór

L = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : x1 = x1(t), . . . , xn = xn(t) ∧ t ∈ [α, β]}

gdzie funkcje x1(t), . . . , xn(t) sa̧ określone i cia̧g le w przedziale
[α, β] i różnym wartościom t ∈ (α, β) odpowiadaja̧ różne punkty
 luku L.

 Luk nazywamy otwartym gdy
(x1(α), . . . , xn(α)) ̸= (x1(β), . . . , xn(β)).

 Luk nazywamy zamkniȩtym gdy
(x1(α), . . . , xn(α)) = (x1(β), . . . , xn(β)).
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(x1(α), . . . , xn(α)) = (x1(β), . . . , xn(β)).
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 Luk nazywamy g ladkim (regularnym), gdy funkcje x1(t), . . . , xn(t)
maja̧ cia̧g le pochodne w [α, β] i

∀ t ∈ [α, β] [x ′
1(t)]2 + . . . + [x ′

n(t)]2 > 0

 Luk nazywamy kawa lkami g ladkim, gdy jest suma̧ skończonej liczby
 luków g ladkich.
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Zbiory spójne, obszary

Definicje

Zbiór Z ⊂ Rn nazywamy spójnym, jeśli każde dwa jego punkty
można po la̧czyć  lukiem zwyk lym ca lkowice w nim zawartym.
Zbiór otwarty i spójny nazywamy obszarem.
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Cia̧gi w Rn

Niech xk = (xk
1 , . . . , xk

n ) ∈ Rn , k ∈ N , x0 = (x0
1 , . . . , x0

n ) ∈ Rn

Definicja

Granica̧ cia̧gu (xk) jest x0 jeśli
∀ ε > 0 ∃ kε ∀ k > kε d(xk , x0) < ε. Granicȩ oznaczamy
symbolem limk→∞ xk = x0 lub xk → x0

Twierdzenie

Nastȩpuja̧ce warunki sa̧ równoważne:

1 limk→∞ xk = x0,

2 limk→∞ d(xk , x0) = 0,

3 ∀ i = 1, . . . n limk→∞ xk
i = x0

i .
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Dowód

(1) ⇐⇒ (2) Z definicji zbieżności cia̧gu liczbowego (d(xk , x0)) do
0 otrzymujemy

∀ ε > 0 ∃ kε ∀ k > kε |d(xk , x0)| < ε.

Ale d(xk , x0) ≥ 0. Sta̧d zbieżność (d(xk , x0)) do 0 jest różnoważna
zbieżności (xk) do x0.
(2) ⇐⇒ (3) Zauważmy, że

∀i = 1, · · · , n ∀k ∈ N 0 ≤ |xk
i −x0

i | ≤

√√√√ n∑
j=1

(xk
j − x0

j )2 = d(xk , x0).

Z twierdzenia o trzech cia̧gach mamy, że jeżeli
limk→∞ d(xk , x0) = 0 to ∀ i = 1, . . . n limk→∞ xk

i = x0
i . Z

drugiej strony jeśli dla każdego i = 1, · · · n xk
i → x0

i to
d(xk , x0) → 0.
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(
1√
k
, k−1

k

)
→ (0, 1)
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Definicja

Punkt x0 nazywamy punktem skupienia zbioru Z
(∅ ≠ Z ⊂ Rn , x0 ∈ Z ∨ x0 ̸∈ Z ), jeśli w każdym jego sa̧siedztwie
znajduje siȩ co najmniej jeden punkt zbioru Z .

Twierdzenie

Punkt x0 jest punktem skupienia zbioru Z
⇐⇒ ∃ (xk) ⊂ Z , xk ̸= x0 xk → x0

Dowód:

⇐ : Jeśli taki cia̧g istnieje xk → x0, to z definicji x0 jest punktem
skupienia zbioru Z .

⇒ : Jeśli x0 jest punktem skupienia zbioru Z , to
∀ k ∈ N ∃ xk ∈ Z 0 < d(xk , x0) < 1

k
i wtedy x0 jest granica̧ cia̧gu xk .
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Definicja

Punkt P ∈ Z , który nie jest punktem skupienia zbioru Z
nazywamy punktem izolowanym (odosobnionym) zbioru Z .

Definicja

Zbiór domkniȩty jest to zbiór, do którego należa̧ wszystkie jego
punkty skupienia.

np.: {(x , y) : x2 + y 2 ⩽ 1} , {(x , y) : y ⩾ 0}

Jeśli zbiór Z jest obszarem, to jego brzeg sk lada siȩ ze wszystkich
punktów skupienia zbioru Z , które do tego zbioru nie należa̧.
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Obszar D wraz z brzegiem nazywamy obszarem domkniȩtym i
oznaczamy D.

Uwaga:

Geometrycznie każdy uk lad wartości (x , y) można przedstawić jako
punkt p laszczyzny, a funkcjȩ 2 - zmiennych z = f (x , y) jako pewna̧
powierzchniȩ w R3.

Obszarem określoności (dziedzina̧) funkcji nazywamy zbiór
wszystkich punktów, w których funkcja przyjmuje określona̧
wartość rzeczywista̧.
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Przyk lady:
(1) f (x , y) =

√
1 − x2 − y 2

Df : 1 − x2 − y 2 ⩾ 0 ⇐⇒ x2 + y 2 ⩽ 1
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(2) f (x , y) = 5 − x − y

Df = R2
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(3) z = f (x , y) = arcsin(x + y)

Df : −1 ⩽ x + y ⩽ 1 ⇒ dziedzina̧ jest obszar w R2 ograniczony
prostymi równoleg lymi x + y + 1 = 0 i x + y − 1 = 0.

W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Funkcje wielu zmiennych



(3) z = f (x , y) = arcsin(x + y)
Df : −1 ⩽ x + y ⩽ 1 ⇒ dziedzina̧ jest obszar w R2 ograniczony
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(4) f (x , y) = sin(x) cos(y)

Df = R2.
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Funkcje wielu zmiennych

Niech f : D → R, D ̸= ∅, D ⊂ Rn, n ∈ N

Definicja

Funkcja f : D → R jest ograniczona w zbiorze A ⊂ D , A ̸= ∅, jeśli

∃M > 0 ∀ x ∈ A |f (x)| ⩽ M
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Granice w laściwe

Za lóżmy, że x0 = (x0
1 , . . . , x0

n ) ∈ Rn jest punktem skupienia
dziedziny D funkcji f .

Granica (def. Cauchy’ego)

Granica̧ funkcji f w punkcie x0 jest liczba g (oznaczenie
limx→x0 f (x) = g) jeśli

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ x ∈ D

0 < d(x , x0) < δ ⇒ |f (x) − g | < ε

Granica (def. Heinego)

Granica̧ funkcji f w punkcie x0 jest liczba g jeśli
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k→∞

xk = x0 ⇒ lim
k→∞

f (xk) = g
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Granice niew laściwe

Granice niew laściwe (def. Cauchego)

limx→x0 f (x) = +∞ jeśli

∀M ∈ R ∃ δ > 0 ∀ x ∈ D0 < d(x , x0) < δ ⇒ f (x) > M.

limx→x0 f (x) = −∞ jeśli

∀m ∈ R ∃ δ > 0 ∀ x ∈ D0 < d(x , x0) < δ ⇒ f (x) < m.

Granice niew laściwe (def. Heinego)

limx→x0 f (x) = +∞ jeśli

∀ (xk) ⊂ D \ {x0} lim
k→∞

xk = x0 ⇒ lim
k→∞

f (xk) = +∞.

limx→x0 f (x) = −∞ jeśli

∀ (xk) ⊂ D \ {x0} lim
k→∞

xk = x0 ⇒ lim
k→∞

f (xk) = −∞
W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Funkcje wielu zmiennych



D ⊂ R2 (x , y) ∈ Df , (x0, y0) ∈ R2 to punkt skupienia D.
Oznaczenia granicy

lim
(x ,y)→(x0,y0)

f (x , y) = lim
x → x0

y → y0

f (x , y)

Przyk lady:

(1) lim(x ,y)→(0,0)

3√
x4·sin y

2x2+3y2 = 0∣∣∣ 3√
x4·sin y

2x2+3y2

∣∣∣ ⩽ 3
√

|x | · |x |·|y |
2x2+3y2 ⩽ 3

√
|x | · |x |·|y |

x2+y2 ⩽ 1
2

3
√

|x | < ε

bo: sin x ⩽ x , (|x | − |y |)2 ⩾ 0 ⇒ |xy |
x2+y2 ⩽ 1

2
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(2) lim(x ,y)→(0,0)
x3+y3

x2+2y2 = 0

limn→∞(xn, yn) = (0, 0) , (xn, yn) ̸= (0, 0) ∀ n ∈ N

limn→∞(xn, yn) = (0, 0) ⇒ limn→∞ xn = 0 ∧ limn→∞ yn = 0

⇒ x3
n+y3

n
x2
n+2y2

n
= xn · x2

n
x2
n+2y2

n
+ yn · y2

n
x2
n+2y2

n
→ 0 , n → ∞

jako iloczyny cia̧gów ograniczonych i cia̧gów da̧ża̧cych do 0.

(3) Granica lim(x ,y)→(0,0)
xy

x2+y2 nie istnieje,

bo z definicji Heinego istnieja̧ dwa cia̧gi (x ′
n, y ′

n) → (0, 0) i
(x ′′

n , y ′′
n ) → (0, 0) takie, że

lim
n→∞

f (x ′
n, y ′

n) ̸= lim
n→∞

f (x ′′
n , y ′′

n )
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(0, 0) ̸= ( 1
n ,

1
n ) → (0, 0) ⇒ limn→∞

1/n2

2/n2 = 1
2

(0, 0) ̸= ( 1
n , 0) → (0, 0) ⇒ limn→∞

0
2/n2 = 0

(4) Pokazać, że lim(x ,y)→(0,0)
1

|xy | = +∞

Jeśli xy ̸= 0, tzn. (x , y) ∈ D, to

1
|xy | ⩾

2
x2+y2 > 2(|M| + 1)2 > M, bo

(|x | − |y |)2 ⩾ 0 ⇐⇒
∣∣∣ xy
x2+y2

∣∣∣ ⩽ 1
2

gdy

0 <
√

x2 + y 2 < 1
|M|+1

wiȩc
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∀M ∈ R ∃ δ = 1
|M|+1 > 0 ∀ (x , y) ∈ D

0 < d((0, 0), (x , y)) < δ ⇒ 1
|xy | > M

(5) lim(x ,y)→(2,1)
ex−y

x+2y = e
4 , D = {(x , y) : x + 2y ̸= 0}

∀ xk = (xk , yk) , (xk , yk) ̸= (2, 1) ∀ k ∈ N

limk→∞(xk , yk) = (2, 1) ⇒ limk→∞ xk = 2 ∧ limk→∞ yk = 1 ⇒

⇒ limk→∞
exk−yk

xk+2yk
= e

4

korzystamy tutaj z tw. o dzia laniach arytmetycznych na cia̧gach
zbieżnych i z tw. o wprowadzaniu granicy do argumentu funkcji
cia̧g lej

W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Funkcje wielu zmiennych



∀M ∈ R ∃ δ = 1
|M|+1 > 0 ∀ (x , y) ∈ D

0 < d((0, 0), (x , y)) < δ ⇒ 1
|xy | > M

(5) lim(x ,y)→(2,1)
ex−y

x+2y = e
4 , D = {(x , y) : x + 2y ̸= 0}

∀ xk = (xk , yk) , (xk , yk) ̸= (2, 1) ∀ k ∈ N

limk→∞(xk , yk) = (2, 1) ⇒ limk→∞ xk = 2 ∧ limk→∞ yk = 1 ⇒

⇒ limk→∞
exk−yk

xk+2yk
= e

4

korzystamy tutaj z tw. o dzia laniach arytmetycznych na cia̧gach
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(6) lim(x ,y)→(3,0)
tg (xy)

y = lim(x ,y)→(3,0) x · tg(xy)
xy = 3 · 1 = 3

bo

limu→0
tg u
u = limu→0

sin u
u · 1

cos u = 1

dla xy = u ∧ xy → 0 ⇐⇒ u → 0

(7) lim(x ,y)→(0,0)
x

x+y - granica nie istnieje, bo:

(0, 1
n ) → (0, 0) : limn→∞

0
1
n

= 0

( 1
n ,

1
n ) → (0, 0) : limn→∞

1
n
2
n

= 1
2
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Granice iterowane

Definicja

Jeśli istnieja̧ liczby

lim
x→x0

[ lim
y→y0

f (x , y)] ∨ lim
y→y0

[ lim
x→x0

f (x , y)]

to nazywany je granicami iterowanymi funkcji f (x , y)

Uwaga: Istnienie granicy i granic iterowanych jest niezależne.
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Granice iterowane
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Przyk lady:

(1) lim(x ,y)→(0,0)
xy

x2+y2 - granica podwójna nie istnieje

limx→0

[
limy→0

xy
x2+y2

]
= limx→0

0
x2 = 0

limy→0

[
limx→0

xy
x2+y2

]
= limy→0

0
y2 = 0

granice iterowane istnieja̧.

(2) lim(x ,y)→(0,0)(x + y) · cos 1
x = 0 - granica podwójna istnieje, bo

niech (xn, yn) → (0, 0). Wtedy 0 ≤ |(xn + yn) cos 1
xn
| ≤ |xn + yn| →

0 ⇒ |(xn + yn) cos 1
xn
| → 0 ⇒ (xn + yn) cos 1

xn
→ 0.

limx→0

[
limy→0

(
x cos 1

x + y cos 1
x

)]
= limx→0 x cos 1

x = 0
limy→0

[
limx→0

(
x cos 1

x + y cos 1
x

)]
- granica iterowana nie

istnieje, bo nie istnieje granica drugiego sk ladnika funkcji.
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Twierdzenie

Jeśli istnieje granica podwójna lim(x ,y)→(x0,y0) f (x , y) i co najmniej
jedna z granic iterowanych limx→x0 [limy→y0 f (x , y)] lub
limy→y0 [limx→x0 f (x , y)], to granica podwójna jest równa tej
granicy iterowanej.
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Cia̧g lość funkcji wielu zmiennych

f : D → R , x0 = (x0
1 , . . . , x0

n ) ∈ D ⊂ Rn

Definicja Cauchy’ego

Mówimy, że funkcja f jest cia̧g la w punkcie x0 jeśli

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ x ∈ D d(x0, x) < δ ⇒ |f (x) − f (x0)| < ε

Definicja Heinego

Mówimy, że funkcja f jest cia̧g la w punkcie x0 jeśli

∀ (xk) ⊂ D lim
k→∞

xk = x0 ⇒ lim
k→∞

f (xk) = f (x0)

Definicja

Funkcja f : D → R jest cia̧g la w zbiorze A, ∅ ≠ A ⊂ D ⊂ Rn, jeśli
jest cia̧g la w każdym jego punkcie.
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Stwierdzenie

(1) Jeśli x0 ∈ D jest punktem skupienia dziedziny D funkcji f , to f
jest cia̧g la w x0 ⇐⇒

lim
x→x0

f (x) = f (x0)

(2) Jeśli x0 jest punktem izolowanym dziedziny D funkcji f , to f
jest cia̧g la w x0.

Przyk lady:

(1) Funkcje f (x , y) = cos(xy)

1+sin2 x+y2 , g(x , y , z) = sin(x+y)
1+exy+z2 sa̧ cia̧g le

w R2,R3 odpowiednio.
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(2) f (x , y , z) =

{ xy+yz
x2+y2+z2 , (x , y , z) ̸= (0, 0, 0)

0 , (x , y , z) = (0, 0, 0)

nie jest cia̧g la w (0, 0, 0), bo nie istnieje granica
lim(x ,y ,z)→(0,0,0) f (x , y , z):

( 1
n ,

1
n ,

1
n ) → (0, 0, 0) : limn→∞

2
n2
3
n2

= 2
3

( 1
n , 0, 0) → (0, 0, 0) : limn→∞

0
1
n2

= 0

(3) f (x , y) = 1√
x2+3y2

, Df = R2 \ {(0, 0)}

Funkcja jest cia̧g la w R2 \ {(0, 0)}.
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x2+3y2

, Df = R2 \ {(0, 0)}

Funkcja jest cia̧g la w R2 \ {(0, 0)}.
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(4) f (x , y) =

{
sin 1

x2+y2 , (x , y) ̸= (0, 0)

3 , (x , y) = (0, 0)

Funkcja jest niecia̧g la w (0, 0), bo lim(x ,y)→(0,0) sin 1
x2+y2 nie

istnieje:(
1√
nπ
, 0
)
→ (0, 0) : limn→∞ sin(nπ) = 0(

0, 1√
π
2

+2nπ

)
→ (0, 0) : limn→∞ sin

(
π
2 + 2nπ

)
= 1

(5) f (x , y) =

{
5 − x − y , (x , y) ̸= (1, 2)

1 , (x , y) = (1, 2)

Funkcja jest niecia̧g la w (1, 2), bo

lim(x ,y)→(1,2) f (x , y) = 2 ̸= f (1, 2).

W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Funkcje wielu zmiennych



(4) f (x , y) =

{
sin 1

x2+y2 , (x , y) ̸= (0, 0)

3 , (x , y) = (0, 0)

Funkcja jest niecia̧g la w (0, 0), bo lim(x ,y)→(0,0) sin 1
x2+y2 nie

istnieje:(
1√
nπ
, 0
)
→ (0, 0) : limn→∞ sin(nπ) = 0(

0, 1√
π
2

+2nπ

)
→ (0, 0) : limn→∞ sin

(
π
2 + 2nπ

)
= 1

(5) f (x , y) =

{
5 − x − y , (x , y) ̸= (1, 2)

1 , (x , y) = (1, 2)

Funkcja jest niecia̧g la w (1, 2), bo

lim(x ,y)→(1,2) f (x , y) = 2 ̸= f (1, 2).
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W lasności funkcji cia̧g lych

Tw. (o lokalnym zachowaniu znaku)

Jeśli funkcja f : D → R , D ⊂ Rn jest cia̧g la w punkcie x0 i
f (x0) ̸= 0, to istnieje r > 0 takie, że ∀ x ∈ D ∩ Q(x0, r) wartość
funkcji f (x) ma taki sam znak jak f (x0).

Tw. (Weierstrassa)

Jeśli funkcja f : D → R jest cia̧g la w zbiorze ograniczonym i
domkniȩtym Ā , ∅ ≠ A ⊂ Ā ⊂ D ⊂ Rn, to jest w tym zbiorze
ograniczona i przyjmuje w nim swoje kresy, tzn.

∃ u, v ∈ Ā f (u) = inf
x∈Ā

f (x) , f (v) = sup
x∈Ā

f (x)
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Tw. (Darboux)

Jeśli funkcja f : D → R jest cia̧g la w zbiorze D, u, v ∈ D,
f (u) < µ < f (v), i istnieje  luk zwyk ly L zawarty w D o końcach
u, v , to istnieje punkt x0 ∈ L ⊂ D taki, że f (x0) = µ.

W szczególności:

Jeśli funkcja jest cia̧g la w obszarze domkniȩtym i ograniczonym D̄
oraz infx∈D̄ f (x) ⩽ µ ⩽ supx∈D̄ f (x), to ∃ x0 ∈ D̄ f (x0) = µ.
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