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W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych



Przestrzen R”

Przestrzenia n-wymiarowa R" , n € N nazywamy zbiér wszystkich
uporzadkowanych uktadéw liczb rzeczywistych (xi, ..., x,)

R"={(x1,...,xn) : xk € Rdla k=1,...,n}
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Odlegtos¢ euklidesowa w R”

Odlegtos¢ (euklidesowa) d(x,y) miedzy punktami x = (xi, ..., Xn)
iy=01,.-.,¥n) wR" zadana jest wzorem:

d(x,y) = /(1 = 1) + (2 = 12)? + . (xn — yn)?

X= (x4 %,)
- —
/IT
Ya y R
A
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Y=(ynYa)

d(x,y) =4 (xemyo)* + (5 1)
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Kula i sasiedztwo w R"

Whtedy kula o Srodku w x € R" (otoczenie x) o promieniu r:
B(x,r)={y e R":d(x,y) < r}
i sasiedztwo o $rodku w x o promieniu r:

S(x,r)={y e R":0<d(x,y) <r}=B(x,r)\ {x}
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Punkty brzegowe i wewnetrzne zbioru

Punkt x nazywamy punktem brzegowym zbioru Z C R" (x € Z
lub x & Z), jesli w kazdym jego otoczeniu znajduje sie zaréwno
punkt zbioru Z, jak i punkt, ktéry do Z nie nalezy.

Brzeg 0Z zbioru Z jest to zbidr wszystkich punktéw brzegowych
tego zbioru.

Punkt x nazywamy punktem wewnetrznym zbioru Z C R”, jesli
punkt ten nalezy do zbioru Z wraz z pewnym swoim otoczeniem,

tzn.
dr>0 B(x,r)C Z.

Whetrzem Int Z zbioru Z nazywamy zbidr wszyskich punktéw
wewnetrznych tego zbioru.
Zbiér Z jest otwarty jezeli Z = Int Z.
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Punkty brzegowe i wewnetrzne zbioru
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Przyktady:
(1)

Zi ={(x,y) € R?: x* +y* < 1},
Z={(x,y) ER?: x> +y2 <1} =
= 021 =02 = {(x,y) €R? : x> + y2 =1}
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Przyktady:
(1)

Zi ={(x,y) € R?: x* +y* < 1},
Z={(x,y) ER?: x> +y2 <1} =
= 021 =02 = {(x,y) €R? : x> + y2 =1}

(2)
{(Xay) ERZ:X2+.}/2 < 1}7 {(X7Y7Z) €R3:Z>0}7 R4_
- zbiory otwarte
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Przyktady:

(1)

Zr ={(x,y) € R?: x2 + y? < 1},
Z={(x,y) ER?: x> +y2 <1} =

= 021 =02 = {(x,y) €R? : x> + y2 =1}

(2)
{(Xay) ERZ:X2+.}/2 < 1}7 {(X7Y7Z) €R3:Z>0}7 R4_
- zbiory otwarte

Zbiér Z nazywamy:
ograniczonym jesli 3r >0 Z C B(0,r),
nieograniczonym jesli nie jest ograniczony,

skonczonym, jesli sktada sie ze skonczonej liczby punktéw,
nieskoriczonym, jesli nie jest ani skoriczony ani pusty.
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tukiem zwyktym (krzywa zwykta) L w przestrzeni R” nazywamy
zbidr

L={(x1,...,xn) ER" : x1 = x1(t),...,xn = xn(t) A tE€[x,pb]}

gdzie funkcje xi(t),. .., xn(t) sa okreslone i ciagte w przedziale
[cr, B] i réznym wartosciom t € («, ) odpowiadaja rézne punkty
tuku L. J
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tukiem zwyktym (krzywa zwykta) L w przestrzeni R” nazywamy
zbidr

L={(x1,...,xn) ER" : x1 = x1(t),...,xn = xn(t) A tE€[x,pb]}

gdzie funkcje xi(t),. .., xn(t) sa okreslone i ciagte w przedziale
[cr, B] i réznym wartosciom t € («, ) odpowiadaja rézne punkty
tuku L.

tuk nazywamy otwartym gdy
(Xl(a)’ s 7Xn(a)) E (Xl(ﬁ)v ce ’Xn(ﬁ))'

tuk nazywamy zamknietym gdy

(x1(a), ..., xa(@)) = (x1(B), - .., xa(B)).
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tuk nazywamy gfadkim (regularnym), gdy funkcje xi(t), ..., xn(t)
maja ciagte pochodne w [, f] i

Vielofl [XMOP+...+[x(t)]2>0

tuk nazywamy kawatkami gtadkim, gdy jest suma skoriczonej liczby
tukéw gtadkich.

AUK( KR2ZYWA) KAUALKAMI GEADK]|
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Zbiory spdjne, obszary

Zbiér Z C R"™ nazywamy spdjnym, jesli kazde dwa jego punkty
mozna potaczy¢ tukiem zwyktym catkowice w nim zawartym.
Zbidr otwarty i spdjny nazywamy obszarem.
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Niech xx = (x{,...,x*) €R" ke N, xo = (x0,...,x0) € R"
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Niech xx = (x{,...,x*) €R" ke N, xo = (x0,...,x0) € R"

Granica ciagu (xk) jest xo jesli
Ve>0 Jk. Vk > k. d(xk, x0) <e. Granice oznaczamy
symbolem limy_, xx = xg lub xx — X
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Niech xx = (x{,...,x) € R" ke N, xg = (x0,...,x0) € R”

Granica ciagu (xk) jest xo jesli
Ve>0 Jk. Vk > k. d(xk, x0) <e. Granice oznaczamy

symbolem limy_, xx = xg lub xx — X )

Twierdzenie

Nastepujace warunki sa réwnowazne:

Q limy 00 Xk = X0,
Q limyy00 d(xk, %0) =0,
@Vi=1...n limg o xk=x".
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(1) <= (2) Z definicji zbieznosci ciagu liczbowego (d(x,xop)) do
0 otrzymujemy

Ve>0 Jk. Vk >k |d(xk,x0)| <e.

Ale d(xk,x0) > 0. Stad zbiezno$¢ (d(xk, xo)) do O jest réznowazna
zbieznosci (xx) do xo.
(2) <= (3) Zauwazmy, ze

Vi=1,-- ,nVkeNO< |xk—x0| <

D (3= x0)2 = d(x«, x0).

j=1

Z twierdzenia o trzech ciagach mamy, ze jezeli

limkyoo d(xk, x0) =0to Vi=1,...n limgooxk=x". Z
drugiej strony jesli dla kazdego i =1,---n x,-k — x,p to
d(Xk,Xo) — 0.
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Punkt xp nazywamy punktem skupienia zbioru Z
(0£ZCR", xo€ZV xp & Z), jeSli w kazdym jego sasiedztwie
znajduje sie co najmniej jeden punkt zbioru Z.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych



Punkt xp nazywamy punktem skupienia zbioru Z
(0£ZCR", xo€ZV xp & Z), jeSli w kazdym jego sasiedztwie
znajduje sie co najmniej jeden punkt zbioru Z.

Twierdzenie

Punkt xp jest punktem skupienia zbioru Z
<:>E|(Xk)CZ,Xk7éX0 Xk — X0
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Punkt xp nazywamy punktem skupienia zbioru Z
(0£ZCR", xo€ZV xp & Z), jeSli w kazdym jego sasiedztwie
znajduje sie co najmniej jeden punkt zbioru Z.

Twierdzenie

Punkt xp jest punktem skupienia zbioru Z
<:>E|(Xk)CZ,Xk7éX0 Xk — X0

Dowdd:

< Jedli taki ciag istnieje xx — Xp, to z definicji xp jest punktem
skupienia zbioru Z.

= Jedli xp jest punktem skupienia zbioru Z, to
VkeN IxkeZ  0<d(xi,x) <+
i wtedy xp jest granica ciagu xk. [J
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Punkt P € Z, ktdry nie jest punktem skupienia zbioru Z
nazywamy punktem izolowanym (odosobnionym) zbioru Z.
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Punkt P € Z, ktdry nie jest punktem skupienia zbioru Z
nazywamy punktem izolowanym (odosobnionym) zbioru Z.

Zbidér domkniety jest to zbidr, do ktérego naleza wszystkie jego
punkty skupienia.
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Punkt P € Z, ktdry nie jest punktem skupienia zbioru Z
nazywamy punktem izolowanym (odosobnionym) zbioru Z.

Zbidér domkniety jest to zbidr, do ktérego naleza wszystkie jego
punkty skupienia.

np.: {(x,y) : x> +y* <1}, {(x,y):y >0}
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Punkt P € Z, ktdry nie jest punktem skupienia zbioru Z
nazywamy punktem izolowanym (odosobnionym) zbioru Z.

Zbiér domkniety jest to zbidr, do ktérego naleza wszystkie jego
punkty skupienia.

np.: {(x,y) : x> +y* <1}, {(x,y):y >0}

Jesli zbiér Z jest obszarem, to jego brzeg sktada sie ze wszystkich
punktéw skupienia zbioru Z, ktére do tego zbioru nie naleza.
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Obszar D wraz z brzegiem nazywamy obszarem domknietym i
oznaczamy D.
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Obszar D wraz z brzegiem nazywamy obszarem domknietym i
oznaczamy D.

Uwaga:

Geometrycznie kazdy uktad wartosci (x, y) mozna przedstawi¢ jako
punkt ptaszczyzny, a funkcje 2 - zmiennych z = f(x, y) jako pewna
powierzchnie w R3,

Obszarem okreslonosci (dziedzina) funkcji nazywamy zbiér
wszystkich punktéw, w ktérych funkcja przyjmuje okreslona
wartos¢ rzeczywista.
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Przyktady:
(1) flx,y) = V1=x2—y?
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Przyktady:

(1) flxy)=vV1=x>—y2
Di: 1—x*>—y%2> 0<:>x2+y 1
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Przyktady:

(1) floy) = V1-x*—y?

Df: 1-x>—y2>20 <= x> +y°<1
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(2) fx,y) =5—-x—vy
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(2) f(x,y)=5—-x—y
Df = R?
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Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych



(3) z=f(x,y) = arcsin(x + y)
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(3) z = f(x,y) = arcsin(x + y)
Df: —1 < x+y < 1= dziedzina jest obszar w R? ograniczony
prostymi réwnolegtymi x +y +1=0ix+y —-1=0.
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(3) z = f(x,y) = arcsin(x + y)
Df: —1 < x+y < 1= dziedzina jest obszar w R? ograniczony
prostymi réwnolegtymi x +y +1=0ix+y —-1=0.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych



(4) f(x,y) =sin(x) cos(y)
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(4) f(x,y) =sin(x) cos(y)
Df = R2.
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(4) f(x,y) =sin(x) cos(y)

Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych



Funkcje wielu zmiennych

Niech f: D - R, D#0, DCR",neN

Funkcja f : D — R jest ograniczona w zbiorze AC D, A # (), jesli

IM>0VYxeA |f(x) <M
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Granice wfasciwe

Zatézmy, ze xp = (x?,...,x%) € R jest punktem skupienia
dziedziny D funkcji f.

Granica (def. Cauchy'ego)

Granica funkgji f w punkcie xp jest liczba g (oznaczenie
limx_x, f(x) = g) jesli

Ve>030>0VxeD
0<d(x,x) <d=|f(x)—g|l<e

Granica (def. Heinego)

Granica funkcji f w punkcie xp jest liczba g jesli
V(Xk) C D, xx 75 X0

lim x, = xp = I|m f(xx) =g
k—00
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Granice niewtasciwe

Granice niewtasciwe (def. Cauchego)

limy_x, f(x) = 400 jesli
VMeR 3§ >0 Vxe D0 < d(x,x) <d=f(x)>M.
limy_yx, F(x) = —00 jesli

VmeR 36 >0 Vxe DO <d(x,x)<d= f(x)<m.

Granice niewtasciwe (def. Heinego)

limy_x, f(x) = 400 jesli
V(xx) C D\ {x0} lim xx =x0 = lim f(xx) = +oo0.
k—o0 k—o00

limy_x, f(x) = —o0 jesli

V(xk) € D\ {0} lim xk =x0 = lim f(x¢) = —o0
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D C R? (x,y) € Dy, (x0,y0) € R? to punkt skupienia D.
Oznaczenia granicy

lim fix,y)= lim f(x,y)
(x,¥)—(x0,0) X — Xp
y =Y
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D C R? (x,y) € Dy, (x0,y0) € R? to punkt skupienia D.
Oznaczenia granicy

lim fix,y)= lim f(x,y)
(x,¥)—(x0,0) X — Xp
y =Y

Przyktady:

(1) lim(x,y)~(0,0) gx:f:-';"yy =0

3/ 7.
| S | < /W < Y BB < B/ <

+
bo: sinx < x, (x| —[y))2>0= 2, <

N[=
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. 343
(2) |'m(x,y)ﬁ(o,0) x2++2);72 =0

“mn—}oo(xna)/n) = (0, 0): (men) o (070) VneN
limp—o00(Xn, ¥n) = (0,0) = limp0oxp =0 A limpsooyn =0

=

3 3 2 2
Xpt¥n _ . Xn . Yn
Aoy = iy T gy 70, no oo

Jjako iloczyny ciagéw ograniczonych i ciagéw dazacych do 0.
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. 34y3
(2) liM(xy)(0,0) 2273y2 = O

“mn—}oo(xna)/n) = (0, 0): (men) o (070) VneN
limp—o00(Xn, ¥n) = (0,0) = limp0oxp =0 A limpsooyn =0

2 2
S/ > —0, n— oo

= x242y2 = Xn- X2+2y2 +Yn- x2+2y

Jjako iloczyny ciagéw ograniczonych i ciagéw dazacych do 0.

(3) Granica lim(, ,y_(0,0) ﬁ nie istnieje,

bo z definicji Heinego istnieja dwa ciagi (x),,y}) — (0,0) i
(x',y!"'Yy — (0,0) takie, ze

lim £ (xp,yp) # lim £(x7,y7)
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n2
(0,0) # (£, 2) = (0,0) = limp o0 3/ = 4
(0,0) # (£,0) — (0,0) = limp_,e 2/°n2 =0
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n2
(0,0) # (£, 2) = (0,0) = limp o0 3/ = 4
(0,0) # (£,0) — (0,0) = limp_,e 2/°n2 =0

(4) Pokaza¢, ze lim(, )_(0,0) ﬁ = +00
Jedli xy #0, tzn. (x,y) € D, to
L >ﬁy2>2(1M\+1)2>M, bo

Pyl =

(5= Iy >0 = |22%] <1
gdy
1
0< \/X2 —|—y2 < W
wiec
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VMeER 36=ys >0 V(x,y)€D
0 < d((0,0),(x,y)) <= oy > M

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych



VMeER 36=ys >0 V(x,y)€D

0 < d((0,0),(x,y)) <= oy > M

X=y

(5) limiey) 21 %72y = 50 D ={(0y) : x+2y #0}
Vxe = (X yk) s (oye) #(2,1) VkeN

|imk—>OO(Xk7yk) = (2, ].) = limgsoxk =2 A limeoyk=1=

. eXk_Yk __ e
= limy—so0 32y, = 7

korzystamy tutaj z tw. o dziataniach arytmetycznych na ciagach
zbieznych i z tw. o wprowadzaniu granicy do argumentu funkgji

ciagtej
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(6) lim(xy)a0) =5 = limgey)sao x5 =3-1=3
bo
limy_o B2 = lim, o 04 . L =

daxy=u AN xy >0 < uvu—0
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: tg(xy) _ te(xy) _
(6) lIM(xy)=(3.0) —y = IM(y)»(30 X - T
bo
. tgu __ : i 1
lim, o gT = limy 0 SIZU “cosu T

daxy=u AN xy >0 < uvu—0

(7) lim(x )~ (0,0) %3y - Granica nie istnieje, bo:

(0,1) = (0,0): limpee 2 =0

N|—=

(1,1 = (0,0): limpseo

9
1
n
1
n
2
n
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Granice iterowane

Jesli istnieja liczby

lim [ lim f(x,y)] VvV lim[lim f(x,y)]

X—X0 Y—Y0 Y—Y0 X—Xo

to nazywany je granicami iterowanymi funkcji f(x,y)
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Granice iterowane

Jesli istnieja liczby

lim [lim £yl v lim [lim £(x, y)]

X—X0 Y—Y0 Y—Y0 X—Xo

to nazywany je granicami iterowanymi funkcji f(x,y)

Uwaga: Istnienie granicy i granic iterowanych jest niezalezne.
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Granice iterowane

Y
A

A

Y

\
A
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Przyktady:

(1) lim(x.y)—(0,0) ﬁ - granica podwdjna nie istnieje
. . X . 0
|ImX_)o |:|Imy_>0 Wyyz} = I|mX_,0 2= 0

. . $% . 0
|Imy_>0 |:|Imx_>() ﬁy}ﬂ} = I|my_>0 }7 =0

granice iterowane istnieja.
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Przyktady:

1) lim 0.0) =X - granica podwdjna nie istnieje
(x,y)—(0,0) % +y

. . X : 0 _
I|mX_)0 |:|Imy_>0 Wyyz} = I|mX_,0 2= 0
. . X T 0o _
|Imy_>0 |:|Imx_>() ﬁyﬁ} = |Imy_>0 )7 =0

granice iterowane istnieja.

(2) lim(x )= 0,0)(x + ¥) - cos% = 0 - granica podwdjna istnieje, bo
niech (xn, yn) — (0,0). Wtedy 0 < |(x, + yn) cos Xin| <|xn+ yn| —
0 = |(xn +y,,)cosx—1n| — 0= (xp —l—y,,)cosxin — 0.
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Przyktady:

. xy : - S
(1) lim(y,)—(0,0) Z1y? - 8ranica podwdjna nie istnieje
. . X N H 0 _

I|mX_)0 |:|Imy_>0 Wyyz} = I|mX_,0 2= 0

. . X . 0

||my_)0 |:||mX_)0 ﬁyy2i| = ||my_>0 P == O

granice iterowane istnieja.

(2) lim(x )= 0,0)(x + ¥) - cos% = 0 - granica podwdjna istnieje, bo
niech (xn, yn) — (0,0). Wtedy 0 < |(x, + yn) cos Xin| <|xn+ yn| —

0 = |(x,,+y,,)cosx—1n| — 0= (x,,—l—y,,)cosxin — 0.
limx—o [limy_0 (xcos i + ycos )] = limy_oxcosi =0
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Przyktady:

1) lim 0.0) =X - granica podwdjna nie istnieje
(x,y)—(0,0) % +y

. . X : 0 _
I|mX_)0 |:|Imy_>0 Wyyz} = I|mX_,0 2= 0
. . X T 0o _
|Imy_>() |:|Imx_>() Wyﬁ} = ||my_>0 )7 =0

granice iterowane istnieja.

(2) lim(x )= 0,0)(x + ¥) - cos% = 0 - granica podwdjna istnieje, bo
niech (xn, yn) — (0,0). Wtedy 0 < |(x, + yn) cos Xin| <|xn+ yn| —
0 = |(x,,+y,,)cos—| —0= (x,,—l—y,,)cosxin — 0.

limy—0 [limy—0 (xcos + ycos i )} = limy_oxcosl =0

limy,_0 [Ilmxﬁo (xcos + y cos = )] - granica iterowana nie
istnieje, bo nie istnieje granica drugiego sktadnika funkgji.
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Twierdzenie

Jesli istnieje granica podwajna lim(, ) (x.y0) f(x,y) i co najmniej
jedna z granic iterowanych lim,_, [lim,_,, f(x,y)] lub

limy, sy, [limx—s, F(x, y)], to granica podwdjna jest réwna tej
granicy iterowanej.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych



Ciagtos¢ funkcji wielu zmiennych

f:D—-R, xo=(,...,x9) € DCR"

Definicja Cauchy’ego

Méwimy, ze funkcja f jest ciagfa w punkcie xg jesli

Ve>0 36>0 VxeD d(x,x) <d=|f(x)—f(x) <e
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Ciagtos¢ funkcji wielu zmiennych

f:D—-R, xo=(,...,x9) € DCR"

Definicja Cauchy’ego

Méwimy, ze funkcja f jest ciagfa w punkcie xg jesli

Ve>0 36>0 VxeD d(x,x) <d=|f(x)—f(x) <e

Definicja Heinego

Méwimy, ze funkcja f jest ciagfa w punkcie xg jesli

\V/(Xk) cD lim xx = xp = lim f(Xk) = f(Xo)
k—o0 k—o0
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Ciagtos¢ funkcji wielu zmiennych

f:D—-R, xo=(,...,x9) € DCR"

Definicja Cauchy’ego

Méwimy, ze funkcja f jest ciagfa w punkcie xg jesli

Ve>0 36>0 VxeD d(x,x) <d=|f(x)—f(x) <e

Definicja Heinego

Méwimy, ze funkcja f jest ciagfa w punkcie xg jesli

\V/(Xk) cD lim xx = xp = lim f(Xk) = f(Xo)
k—o0 k—o0

Funkcja f : D — R jest ciagfa w zbiorze A, ) # A C D C R", jesli
jest ciagta w kazdym jego punkcie.
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Stwierdzenie
(1) Jesli xo € D jest punktem skupienia dziedziny D funkgji f, to f
jest ciagta w xp <—

lim f(x) = f(xo)

X—>X0

(2) Jedli xo jest punktem izolowanym dziedziny D funkgcji f, to f
jest ciagta w xp. |
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Stwierdzenie

(1) Jesli xo € D jest punktem skupienia dziedziny D funkgji f, to f
jest ciagta w xp <—

lim f(x) = f(xo)

X—>X0

(2) Jedli xo jest punktem izolowanym dziedziny D funkgcji f, to f
jest ciagta w xp.

Przyktady:

(1) Funkcje f(x,y) = % g(x,y,z) = 2P0, 55 ciagre

w R?, R3 odpowiednio.
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Zla . (xy,2) #(0,0,0)
2 f — x2+y2+z2 9 s S bl
( ) (X7.y7z) { 0’ (X,y’z):(0,070)
nie jest ciagta w (0,0, 0), bo nie istnieje granica
lim(x.y,2)=(0,00) F (X, ¥, 2):

(1,115 (0,0,0): limposoo & =3

n’n’

3
r
(1,0,0) = (0,0,0) : limpyoo T =0
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s, (%,y,2) #(0,0,0)
2 f — x2+y2+z2 9 s S bl
( ) (X7.y7z) { 0’ (X,y’z):(0,070)
nie jest ciagta w (0,0, 0), bo nie istnieje granica
“m(x,y,z)H(0,0,0) f(x,y,z):

(%,o,o) —(0,0,0) : limy_ 400 2= =0
vl

(3) flx,y) = \/X21+—3y2, Dr =R?\ {(0,0)}
Funkcja jest ciagta w R2\ {(0,0)}.
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(0,0)
(0,0)

[HNN

Sin —2— X,
@ o ={ g

Funkcja jest nieciagta w (0,0), bo lim(, ,)_,(0,0) Sin X2J1ry2 nie
istnieje:

(1 @—wam;anwmmmzo

\/nm?

0, —== —(0,0): limp_oosin (Z +2n7) =1
A /5+2n7r 2
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Sin —2— X,
(4) f(x,y)z{ e EX ﬁ?f(o o

Funkcja jest nieciagta w (0,0), bo lim(, ,)_,(0,0) Sin X2J1ry2 nie
istnieje:

<\/}17r’0> —(0,0) = limy_so0sin(nm) = 0

(0, L >—>(o,0); limp_yo0 sin (5 + 2n7) =1

g+2n7r

(5) f(x,y)—{ 5‘1”’ Eﬁiiiﬁiii

Funkcja jest nieciagta w (1,2), bo
lim(y,)—(1.2) F(x, ) = 2 # £(1,2).

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych



Wiasnosci funkcji ciagtych
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Wiasnosci funkcji ciagtych

Tw. (o lokalnym zachowaniu znaku)

Jedli funkcja f : D — R, D C R” jest ciagta w punkcie xg i
f(x0) # 0, to istnieje r > 0 takie, ze Vx € D N Q(xo, r) wartos¢
funkgji f(x) ma taki sam znak jak f(xp).
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Wiasnosci funkcji ciagtych

Tw. (o lokalnym zachowaniu znaku)

Jedli funkcja f : D — R, D C R” jest ciagta w punkcie xg i
f(x0) # 0, to istnieje r > 0 takie, ze Vx € D N Q(xo, r) wartos¢
funkgji f(x) ma taki sam znak jak f(xp).

Tw. (Weierstrassa)

Jesli funkcja f : D — R jest ciagta w zbiorze ograniczonym i
domknietym A, ) £ AC AC D C R", to jest w tym zbiorze
ograniczona i przyjmuje w nim swoje kresy, tzn.

Ju,ve A f(u) = inf f(x), f(v)=supf(x)
xEA xEA
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Tw. (Darboux)

Jesli funkcja f : D — R jest ciagta w zbiorze D, u,v € D,
f(u) < p < f(v), iistnieje tuk zwykty L zawarty w D o koricach
u, v, to istnieje punkt xp € L C D taki, ze f(xp) = p.

W szczegdlnosci:

Jedli funkcja jest ciagta w obszarze domknietym i ograniczonym D
oraz inf 5 f(x) < pu <sup,cpf(x), toIxg e D f(xg) = p.
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