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Przestrzen n-wymiarowa

Niech n € {1,2,3,...}. Przestrzeniag n-wymiarowa nazywamy zbiér
uporzadkowanych uktaddéw n liczb rzeczywistych:

Rn:{(xla-'-axn):XIER, iIl,...,n}.

Liczby x, ..., x, s wspotrzednymi punktu x. Kolejnoé¢ wspdtrzednych ma
znaczenie.

N egxy)
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|
|

Xa

R utozsamiamy z prosta, R? z ptaszczyzna, a R3 ze zwykfa przestrzenia
geometryczng.
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Odlegtos¢ euklidesowa

Dla x = (x1,...,%,) oraz y = (y1, ..., yn) definiujemy

Jest to odlegtos¢ euklidesowa. W dwéch wymiarach:

d(x,y) = V(x1 — y1)2 + (2 — y2)%.

17
Y=(ynYa)

d(xy) -,](x,- yob + (- n)
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Norma i podstawowe oszacowania

Norma euklidesowg wektora x nazywamy jego odlegto$é od zera:

Ix[[=/xd +- 452, dly)=lx—yll.

Odlegto$¢ jest nieujemna, znika doktadnie dla x = y, jest symetryczna i
spetnia nieréwnos¢ tréjkata:

d(x,z) < d(x,y) +d(y,2).
W dalszych dowodach przydadza sie nieréwnosci
vl <lIx—vy| < ——b
i —yil < Ix =yl < Vn max |x; - |

Pierwsza wynika z pozostawienia jednego sktadnika sumy kwadratéw. W
drugiej kazdy z n sktadnikéw ograniczamy przez najwiekszy z nich.
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Kula otwarta i sgsiedztwo punktu

Niech x e R" i r > 0.

Kula otwarta

B(x,r)={y e R": d(x,y) < r}.

Punkt x jest srodkiem, a r promieniem kuli.

Sasiedztwo, czyli kula bez srodka

S(x,r)={y eR":0< d(x,y) <r}=B(x,r)\ {x}.

W tym wyktadzie jako otoczenia punktu wystarcza kule otwarte. W
ogdlniejszej terminologii otoczeniem moze by¢ dowolny zbiér zawierajacy taka
kule.

Kula zawiera swéj érodek, a sasiedztwo go nie zawiera. Zaden z tych zbioréw
nie zawiera punktéw odlegtych od Srodka doktadnie o r.
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Kule w dwoch i trzech wymiarach

/..
\\

W R? kula otwarta to wnetrze kota. Sasiedztwo powstaje po usunieciu jego
Srodka.

W R3 kula obejmuje punkty wewnatrz sfery. Widoczna na schemacie
powierzchnia wyznacza brzeg; sama sfera nie jest kulg otwarta.

Na prostej mamy B(x,r) = (x — r,x + r) oraz

S(x,r)=(x—=r,x)U(x,x+r).
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Punkty wewnetrzne i zbiér otwarty

Punkt x € R” jest punktem wewnetrznym zbioru Z, jesli

Ir>0 B(x,r)CZ.

Poniewaz x € B(x, r), kazdy punkt wewnetrzny nalezy do Z.

Whetrzem zbioru Z, oznaczanym Int Z, nazywamy zbiér wszystkich jego
punktéw wewnetrznych.

Zbidr otwarty

Zbiér Z jest otwarty, gdy kazdy jego punkt jest wewnetrzny, czyli
Z=IntZ.

Otwarto$é¢ rozpatrujemy w podanej przestrzeni R". Na przyktad odcinek na
osi moze by¢ otwarty wzgledem tej osi, ale nie jest otwarty w catej
ptaszczyznie.
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Punkty brzegowe i brzeg zbioru

Punkt x € R” jest punktem brzegowym zbioru Z, jesli kazda kula o Srodku w
X przecina zaréwno Z, jak i jego dopetnienie:

Vr>0: B(x,r)NZ+# g, B(x,r)Nn(R"\ Z) # @.
Zbiér wszystkich punktéw brzegowych oznaczamy przez 9Z i nazywamy

brzegiem Z.

Punkt brzegowy moze naleze¢ do zbioru, ale nie musi. O przynalezno$ci do
brzegu decyduje zachowanie zbioru w kazdym, nawet bardzo matym
otoczeniu.

Punkt nie moze by¢ jednocze$nie wewnetrzny i brzegowy: kula zawarta w Z
nie przecina jego dopetnienia.
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Whetrze i brzeg: interpretacja

Runkly  wewngbrene
“A\.\U‘o b'ujo‘w’

Wokét punktu wewnetrznego mozna znalez¢ kule lezaca w catosci w zbiorze.
Wokét punktu brzegowego zadna kula nie miesci sie w catosci po jednej
stronie brzegu.

Brzeg obejmuje takze obwody otworéw w zbiorze, a nie tylko jego zewnetrzny
obrys.
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Koto otwarte i koto domkniete

Rozwazmy zbiory
Zi={(xy): X*+y* <1},  Z={(xy):X*+y* <1}
Maja to samo wnetrze i ten sam brzeg:

IntZy =Int 2, = 244,
0Zy =02y = {(x,y) : x> + y* = 1}.
Jedli ||p]| < 1, kula o promieniu r =1 —||p]| i $rodku p miesci sie w Z3,
poniewaz ||q|| < [|q — p| + [|p[| < 1.

Jedli ||p]] = 1, w kazdym otoczeniu p sa punkty po obu stronach okregu, np.
(1—t)pi(1+ t)p dla dostatecznie matego t > 0.

Z; jest otwarty i nie zawiera brzegu; Z, zawiera brzeg i jest domkniety.
Definicje domknietoséci podamy dalej.
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Przyktady zbioréw otwartych

o {(x,y):x?+y? <1} jest otwarty w R?.
o H={(x,y,z) : z> 0} jest otwarty w R3.

o Cata przestrzeh R* jest otwarta w R*.

Dla punktu p = (p1, p2, p3) € H wybierzmy r = p3 > 0. Jesli g € B(p, r), to

lg3 — p3l < llg — pl| < ps, g3 > 0.

Zatem B(p,r) C H.

W catej przestrzeni kazda kula pozostaje w tej przestrzeni. Zbiér pusty
réwniez jest otwarty: nie zawiera punktu, ktéry naruszatby warunek z definicji.

Otwarto$¢ nie oznacza ograniczonosci. Pétprzestrzen H i R* s3
nieograniczone.
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Ograniczonosc i liczba punktéw

Zbiér Z C R” jest ograniczony, jesli
Ir>0 ZcB(0,r).

Jedli taki promien nie istnieje, zbidr jest nieograniczony.

Zbidr jest skonczony, gdy ma skonczenie wiele punktéw. Zbiér pusty ma
zero punktéw, wiec jest skonczony. Zbiér nieskonczony to zbiér, ktéry nie
jest skonczony.

Dwa rézne pojecia

Kazdy zbidér skonczony jest ograniczony, ale zbiér ograniczony moze mieé
nieskoficzenie wiele punktéw. Przyktadem jest [0,1] lub koto jednostkowe.

Dla niepustego skofczonego zbioru Z = {ps,..., pm} Wystarczy wybraé
r > max; ||p;|]|. Dla zbioru pustego odpowiedni jest dowolny dodatni promien.
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Krzywa i tuk zwykty

Niech o < 3. Ciagte odwzorowanie

v [O‘aﬁ] — R, V(t) = (Xl(t)7 s 7X”(t))a

jest parametryzacja krzywej. Jej obraz to zbidr

L=7([a, A1) = {7(2) - t € [e, ]}

tuk zwykty o réznych koncach

Jedli v jest r6znowarto$ciowa na catym [, [], jej obraz nazywamy tukiem
zwyktym. Jego konce to y(a) i v(B).

Réznowarto$ciowos$¢ oznacza, ze krzywa nie przecina samej siebie i nie
przechodzi ponownie przez zaden ze swoich punktéw. Warunek musi
obejmowac réwniez konce przedziatu parametréw.
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Krzywa zwykta zamknieta i znaczenie nazw

Krzywa zwykta zamknietg otrzymujemy, gdy

i jest to jedyne dopuszczone powtdrzenie punktu: ~ jest réznowarto$ciowa na
[, B).
Przykfadem jest okrag

~(t) = (cos t,sin t), t €10, 2n].

tuk o réznych koncach bywa nazywany fukiem otwartym, a krzywa o
ztaczonych koncach fukiem zamknietym.

Uwaga terminologiczna

»Otwarty” w nazwie tuku nie znaczy , otwarty jako podzbiér R"". Na
przyktad odcinek z koncami jest tukiem o réznych koncach, ale jest zbiorem
domknietym.
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Parametryzacja gtadka i regularna

Parametryzacje v = (x1,. .., X,) nazywamy tutaj gfadka i regularng, gdy
wspotrzedne maja ciagte pierwsze pochodne oraz

7' (t) #0 dla kazdego t € [, f].
Réwnowaznie:
IV (O = Ba () + -+ + [ (1)1 > 0.
Na koncach stosujemy pochodne jednostronne i wymagamy ciagtego

przedtuzenia pochodnej z wnetrza przedziatu.

Warunek +/(t) # 0 oznacza niezerowa predko$¢ ruchu po krzywej. Jest
warunkiem dotyczacym parametryzacji; sama ciggtos¢ lub istnienie
pochodnych go nie gwarantuje.

W tym wyktadzie , gtadka” oznacza klase C'. W innych tekstach stowo to
moze oznaczaé klase C°.
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Krzywa kawatkami gtadka

Krzywa jest kawatkami gtadka i regularna, jesli mozna podzieli¢ jej
przedziat parametréw skonczong liczba punktéw

a=th<h <---<tph=0

tak, aby na kazdym [t;j_1, t;] parametryzacja byta gtadka i regularna. Cata
parametryzacja pozostaje ciagta.

LUK ( KR2YWA) KAUALKAMI Gk ADK]|

W punktach taczenia moga wystepowac narozniki: pochodne z obu stron nie
musza by¢ réwne. Nie wystarczy dowolna suma niepotaczonych tukéw; czesci
muszg tworzy¢ rozpatrywana krzywa.
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Spéjnos¢ i spdjnos¢ tukowa
Zbidr Z jest spojny, jesli nie mozna przedstawié go jako sumy dwéch

roztacznych, niepustych zbioréw otwartych wzgledem Z.

»Otwarty wzgledem Z" oznacza zbiér postaci Z N U, gdzie U jest otwarty w
R".

Spéjnos¢ tukowa

Zbiér Z jest tukowo spéjny, jesli kazde dwa punkty u, v € Z mozna potaczyé
ciagta droga v: [0,1] — Z:

Spdjnos¢ tukowa pociaga spdjnosé, lecz dla dowolnych podzbioréw R”
pojecia te nie s3 réwnowazne.

Dla zbioréow otwartych w R” spdjnos¢ jest rbwnowazna spdjnosci tukowej.
Punkty mozna wéwczas taczy¢ nawet tamang zawartg w zbiorze.
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Obszar i taczenie punktéw tamana

Obszar

Niepusty, otwarty i spdjny podzbiér R” nazywamy obszarem.

Dlaczego w obszarze mozna faczy¢ punkty famang? Ustalmy p € D i
oznaczmy przez A zbiér punktéw, do ktérych mozna dojé¢ z p tamang lezaca
w D. Mamy p € A.

Jedli g € A, to pewna kula B(q, r) miesci sie w D. Kazdy jej punkt mozna
potaczy¢ odcinkiem z g, a nastepnie z p. Zatem B(q,r) C A.

Jedli g € D\ A, taka kula nie moze zawiera¢ punktu A, bo wtedy réwniez ¢
bytby osiagalny. Stad B(q,r) C D\ A.

Zbiory Ai D\ A s3 otwarte wzgledem D. Spéjnos¢ D i niepusto$¢ A daja
D\ A= @. Kazdy punkt D jest wiec osiggalny.
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Zbior spéjny i zbiér niespdjny

/
28I10R NIESPOJNY

W gdrnym przyktadzie punkty mozna potaczy¢ droga pozostajaca w zbiorze.
W dolnym dwie oddzielone czesci tworza rozdzielenie zbioru.

Rysunek ilustruje proste sytuacje geometryczne. Dla dowolnych zbioréw
rozstrzygaja podane definicje, a nie sam wyglad szkicu.
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Ciagi punktow w przestrzeni
Zapiszmy kolejne wyrazy ciggu w postaci
X(k):(xl(k),...,x,(,k)), k=1,2,...,

a jego mozliwg granice jako a = (a1, ..., ap).

Definicja zbieznosci
xW 52 = VYe>03INeNVk>N: d(xH a)<e.

Dla kazdej kuli o srodku w a wszystkie dostatecznie pbzne wyrazy ciagu
muszg leze¢ w tej kuli.

Indeks w nawiasie oznacza numer wyrazu ciggu, a dolny indeks numer
wspétrzednej. Dzigki temu nie mylimy indeksowania z potegowaniem.
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Zbieznos¢ punktéw i wspotrzednych

Twierdzenie

Nastgpujqce warunki s3 réwnowazne:
Q@ xW = awR";
o d( (k) 3) — 0;
Q x ) & a; dla kazdego i =1,...,n.
Réwnowaznos$¢ 1 i 2. Odlegtos¢ jest nieujemna, wiec warunek
|d(x(K), a) — 0] < ¢ to doktadnie warunek z definicji zbieznosci punktéw.

Implikacja 2 = 3. Dla kazdej wspdtrzednej
0< |x,-(k) —a;] < d(x1), a).

(k)

Z twierdzenia o trzech ciggach wynika |x,-(k) —a;| = 0, czyli ;7 — a;.
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Dowdd: od wspotrzednych do punktéw

Zatbézmy, ze X,(k) — a; dla kazdego i = 1,...,n. Chcemy wykazaé x(k) — a.

Dla ustalonego € > 0 i kazdej wspotrzednej istnieje N; takie, ze

k>N = |x0—a<

£
1 \/E'
Woybieramy jeden wspdlny préog N = max(Ny, ..., N,). Dla k > N wszystkie
oszacowania zachodza jednoczesnie:

To konczy dowdd. Istotne jest, ze liczba wspdtrzednych jest skonczona:
mozemy wybraé maksimum skonczonej liczby progéw.
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Przyktad ciggu na ptaszczyznie

-5 55) - (D)~

Obie wspétrzedne maja odpowiednie granice. Bezpo$rednio:

/1 1
d(x(0,1)) = Tt 0

W. Domitrz Funkcje wielu zmiennych, cz. 1



Punkt skupienia zbioru

Punkt a € R” jest punktem skupienia zbioru Z, jesli kazde jego sasiedztwo
g0 S

zawiera punkt Z:
Vr>0 S(a,r)NnZ+# 2.

Réwnowaznie, dla kazdego r > 0 istnieje x € Z takie, ze
0<d(x,a)<r.

Warunek x # a jest istotny: sama obecno$¢ punktu a w zbiorze nie wystarcza.

Punkt skupienia moze naleze¢ do Z albo leze¢ poza nim. Na przyktad 0 jest
punktem skupienia {1/k : k € N, k > 1}, cho¢ nie nalezy do tego zbioru.

Zbidr pusty i kazdy zbiér skonczony nie majg punktéw skupienia.
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Ciggowa charakteryzacja punktu skupienia

Twierdzenie

a jest punktem skupienia Z wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ciag
x(k) € Z\ {a} taki, ze x(K) — a.

Od ciagu do punktu skupienia. Dla dowolnego r > 0 dostatecznie p6zny
wyraz spetnia d(x(¥), a) < r. Poniewaz x(¥) # a, nalezy do S(a,r) N Z.

Od punktu skupienia do ciggu. Dla kazdego k > 1 wybieramy

1
xWez — 0<dx® a) < T
Takie punkty istnieja z definicji. Z nieréwnosci i z 1/k — 0 otrzymujemy
d(x), a) = 0, a wiec x(K) — a.
Wyrazy muszg by¢ rézne od a; w tym sformutowaniu nie trzeba dodatkowo
wymagad, aby byty parami rézne.
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Punkt izolowany i zbiér domkniety

Punkt a € Z jest izolowany, jesli nie jest punktem skupienia Z.
Réwnowaznie:
Ir>0 B(a,r)NnZ=/{a}.

Zbiér domkniety

Zbiér Z jest domkniety, jesli zawiera wszystkie swoje punkty skupienia.

Réwnowaznie: kazdy zbiezny ciag punktéw Z ma granice w Z. Jeéli granica
nie nalezy do Z, jest jego punktem skupienia, co przeczy domknietosci.
Odwrotnie, kazdy punkt skupienia jest granica ciggu punktéw Z, wiec musi
naleze¢ do Z.

Przyktady zbioréw domknietych:

{Goy) i +y2 <1y, {(xy) 1y >0}

Nieréwnosci nieostre zachowuja sie przy przejéciu do granicy wspotrzednych.
Domknietos¢ nie oznacza ograniczonosci: potptaszczyzna jest nieograniczona.
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Domkniecie, wnetrze i brzeg

Domkniecie dowolnego zbioru Z definiujemy wzorem
Z={a:Vr>0B(ar)NZ+a}.

Jest to suma Z i wszystkich jego punktéw skupienia. Zachodzi

0Z=27\IntZ.

Dla zbioru otwartego D mamy wiec
oD =D\ D, D=DuUaD.

Punkty brzegu otwartego D sa doktadnie jego punktami skupienia lezgcymi
poza D.

Domknigcie obszaru bywa tradycyjnie nazywane obszarem domknigtym. Ta
osobna nazwa nie wymaga otwartosci D. Nie nalezy jej utozsamiaé z definicja
obszaru jako zbioru otwartego. Nie kazdy zbiér domkniety jest domknieciem
obszaru.
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Funkcja, dziedzina i wykres

Funkcja rzeczywista wielu zmiennych jest odwzorowaniem
f:D—R, @ #DcCR"

Kazdemu punktowi dziedziny D przyporzadkowuje doktadnie jedna liczbe
rzeczywisty.

Gdy funkcje zadaje wzér bez dodatkowych ograniczen, jej dziedzing
naturalng jest zbiér punktéw, dla ktérych wszystkie dziatania we wzorze sa
okreslone i dajg warto$¢ rzeczywista.

Dla dwéch zmiennych wykres ma postac
Fr={(x,y,2) eR*: (x,y) € D, z=f(x,y)}.

Dziedzina lezy w ptaszczyznie, a wykres w przestrzeni tréjwymiarowe;.
Wykres dowolnej funkgji nie musi by¢ gtadka powierzchnia. Takze dziedzina
nie musi by¢ obszarem: moze nie by¢ otwarta ani spdjna.
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Dziedzina i wykres: pétsfera

o) =Vi-xX=y%  Dr={(xy):x*+y* <1}

Warunek wynika z nieujemnosci wyrazenia pod pierwiastkiem. Wykres
spetnia x2 + y? + 22 = 1 oraz z > 0.

Dziedzina jest kotem domknietym, a wykres gérna podtsferg wraz z réwnikiem.
Wartosci funkcji naleza do [0, 1].
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Dziedzina

Df = R?.

f(X7y):5_X_y7

We wzorze nie ma dziatan ograniczajacych dziedzing. Réwnanie wykresu

=5.
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mozna zapisac ja

Rysunek pokazuje tylko fragment nieograniczonej ptaszczyzny. Funkcja

przyjmuje wszystkie wartosci rzeczywiste, np. (5 — a,0) = a.
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Dziedzina funkcji z arcusem sinusem

f(x,y) = arcsin(x + y), Dr={(x,y): -1 <x+y<1}.
Argument arcusa sinusa musi naleze¢ do [—1,1].

Dziedzina jest nieograniczonym,
domknietym pasem miedzy prostymi
x+y=-1lix+y=1, wraz z tymi
prostymi.

Nie jest otwarta, wiec sama nie jest
obszarem w przyjetym znaczeniu. Jej
wnetrze opisuje warunek —1 < x+y < 1.
Zbi6r wartosci to [—7/2,7/2].
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lloczyn sinusa i cosinusa

f(x,y) =sinxcosy, D = R?.

Obie funkcje trygonometryczne sg okre$lone dla wszystkich argumentéw
rzeczywistych.

Poniewaz |sinx| < 1i |cosy| <1, mamy |f(x,y)| < 1. Funkcja jest
ograniczona mimo nieograniczonej dziedziny.
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Ograniczonos¢ funkgji

Niech f: D - Ri@# ACD.

Definicja

Funkcja f jest ograniczona na A, jesli

IM>0 VxeA: |f(x) <M.

Jeden wspdlny préog M musi ogranicza¢ moduty wartosci funkcji we
wszystkich punktach A. Réwnowaznie, —M < f(x) < M na catym A.

Ograniczonos$¢ funkcji i ograniczono$¢ dziedziny to rézne wtasnosci:

@ sin x cos y jest ograniczona na nieograniczonym R?;

@ 1/(x2+ y?) jest nieograniczona na ograniczonym zbiorze
0<x24+y?<1.

W drugim przyktadzie wartosci rosng bez ograniczenia, gdy punkty zblizaja
sie do zera.
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Granica wtasciwa: definicja Cauchy’ego

Niech f : D — R, a a € R" niech bedzie punktem skupienia dziedziny D.

Granica funkgji

Liczba g € R jest granica f w a, jeédli
Ve>030>0VxeD: 0<|x—a<dé = |f(x)—g|l<e.

Piszemy lim f(x) = g albo krétko lim f(x) = g.

—a
xeD x

Badamy wszystkie punkty dziedziny dostatecznie bliskie a, z wyjatkiem
samego a. Warto$¢ f(a) nie wptywa na granice; funkcja moze w ogéle nie
by¢ okre$lona w a.

Jeden wybér & musi dziata¢ dla wszystkich takich punktéw, niezaleznie od
kierunku i sposobu zblizania sie do a.

. Domitrz Funkcje wielu zmiennych, cz. 1



Granica wfasciwa: kryterium Heinego

Przy tych samych zatozeniach zachodzi réwnowazno$¢:

[ dla kazdego ciggu x(¥) € D\ {a}

imf(x)=¢g xK) 5 a = f(x¥) =g

X—a

Cauchy = Heine. Dla danego ¢ wybieramy ¢ z definicji granicy. Zbiezny
ciag od pewnego miejsca lezy w S(a, §), wiec |f(x(¥)) — g| < e.

Heine = Cauchy. Gdyby definicja Cauchy'ego nie zachodzita, istniatoby
€o > 0 takie, ze dla kazdego k > 1 mozna wybraé

W eD,  0<xW-a] <1k IF(x®) - g| > co.

Wtedy x(K) — a, lecz f(x(K)) 4 g, whrew zatozeniu.

W. Domitrz Funkcje wielu zmiennych, cz. 1



Granice niewtasciwe

Nadal zaktadamy, ze a jest punktem skupienia D.

Granica réwna +oco

VMeR3II>0VxeD: 0<|x—a|l<d = f(x)>M.

Granica réwna —oco

VmeR3I§>0VxeD: 0<|x—al<d = f(x)<m.

Wartosci musza przekracza¢ kazdy prég we wtasciwa strone dla wszystkich
dostatecznie bliskich punktéw dziedziny.

Sama nieograniczono$¢ w poblizu a nie wystarcza: funkcja moze przyjmowaé
bardzo duze wartosci w jednym kierunku, a mate lub ujemne w innym.

W. Domitrz Funkcje wielu zmiennych, cz. 1



Granice niewtasciwe a ciagi

Kryterium Heinego ma réwniez wersje dla granic niewtasciwych:

lim f(x) = +00 <— V(X(k)) c D\ {a}:

X—a
x0 5 a8 = f(xH) 5 foo.
Analogiczne stwierdzenie zachodzi z —oo zamiast +oc.

Uzasadnienie. W kierunku od definicji do ciaggéw ustalamy prég M i
stosujemy odpowiadajace mu 9.

W przeciwng strone: jesli definicja granicy +oo zawodzi, istnieje prég My i
ciag punktéw spetniajacy

0<|Ix® —al|<1/k,  F(xH) < M.

Taki ciag przeczy kryterium Heinego. Dla —oco odwracamy nieréwnoéci.

W. Domitrz Funkcje wielu zmiennych, cz. 1



Granica dwoéch zmiennych: znaczenie zapisu

Zapis

lim f(x,y)=
(va)—>(a,b)( v)=¢

oznacza granice wzgledem odlegtosci

16, y) = (2, 6)l = V/(x — a)? + (v — b)2.

Wspotrzedne zblizajag sie do celu jednoczesnie, ale moga robi¢ to z réznymi
predkosciami. Jedna z nich moze nawet by¢ caty czas réwna swojej wartosci
granicznej, jesli takie punkty naleza do dziedziny.

Do wykazania braku granicy wystarcza dwa dopuszczalne ciagi, dla ktérych
wartosci funkcji maja rézne granice.

Do wykazania istnienia granicy nie wystarcza sprawdzenie kilku prostych
lub krzywych. Potrzebne jest uzasadnienie obejmujace wszystkie punkty
dziedziny, np. wspdlne oszacowanie albo dowdd dla dowolnego ciagu.

W. Domitrz Funkcje wielu zmiennych, cz. 1



Przyktad 1: oszacowanie modutu

Rozwazmy i
Vx*siny
fx,y)=55"=3

= 22132 D =R?\ {(0,0)}.

Mamy v/x* = |x|*/ oraz |siny| < |y|. Ponadto
(Ix[=¥)?>0 = 2lxy|<x®+y>

Stad, dla (x, y) # (0,0),

f < |x|1/3 |xy|
)| < b5 s
1
< |X|1/3 2|X)/| 5 < *|X|l/3.
x2+y 2
Prawa strona dazy do zera, wiec lim f(x,y)=0|
(x:y)=(0,0)

W. Domitrz Funkcje wielu zmiennych, cz. 1



Przyktad 1: jawny wybér delty

Niech r = 1/x2 + y2. Poniewaz |x| < r, wczesniejsze oszacowanie daje
1
[f )l < 5
2
Dla dowolnego € > 0 wybieramy
§=(2¢).
Jezeli (x,y) e Di0<r<9g,to
1 1
If(x,y) — 0| < §r1/3 < 551/3 =

To jest petny dowdd z definicji Cauchy’ego: wskazano 0 i sprawdzono
warunek dla kazdego punktu dziedziny w odpowiednim sasiedztwie.

Uzyte oszacowanie |sin y| < |y| obowigzuje dla obu znakéw y.

W. Domitrz Funkcje wielu zmiennych, cz. 1



Przyktad 2: suma wyrazéw znikajacych

Chcemy obliczy¢
3,3
im Y
() —(0,0) X2 + 2y2
Niech (xx, yx) # (0,0) bedzie dowolnym ciagiem zbieznym do (0,0). Wtedy
xx —=>0iye—0, a
Xi + Y@ X Vi

=X + .
D T A A R 17

Wspédtczynniki sa ograniczone:
2 2 1
%o e 1
Xg + 2y Xp+2yp T 2
Kazdy iloczyn dazy do zera, wiec suma takze. Poniewaz cigg byt dowolny, z
kryterium Heinego otrzymujemy granice @

W. Domitrz Funkcje wielu zmiennych, cz. 1



Przyktad 3: dwa rézne wyniki

Dla f(x,y) = xy/(x? + y?), okreélonej poza (0,0), wybierzmy dwa ciagi:

Oba leza w dziedzinie i omijaja punkt graniczny. Tymczasem

1k 1
f =L - == f =——=0.
(Pe) =572 =5 (90) = 1742
Granice warto$ci sa rézne, wiec
lim  ———— nie istnieje.
(x,9)=(0,0) X2 + y? !

Pierwszy ciag zbliza sie po prostej y = x, drugi po osi x. Gdyby istniata
granica funkcji, oba wyniki musiatyby by¢ takie same.

W. Domitrz Funkcje wielu zmiennych, cz. 1



Przyktad 4: granica nieskonczona

Badamy f(x,y) = 1/|xy| na dziedzinie D = {(x,y) : xy # 0}. Z
2|xy| < x2 + y? wynika
1 2

_— .
Ixy| = x*+y?
Niech M € R bedzie dowolne. Wybierzmy

1
0=——>0.
M| +1

Jedli (x,y) € Doraz 0 < y/x2+y2 <4, to
1 2

Ostatnia nieréwno$¢ zachodzi dla kazdego rzeczywistego M. Zatem

lim — =
(x,y)—(0,0) |xy|
xy#0

+00.

Punkty osi nie naleza do dziedziny i nie s3 brane pod uwage.

W. Domitrz Funkcje wielu zmiennych, cz. 1



Przyktad 5: dziatania na granicach

eXy
f(x,y) = X2y

Dla dowolnego ciagu (xk, yx) € D\ {(2,1)} zbieznego do (2,1) mamy

D ={(x,y): x+2y #0}.

Xk — Yk — 1, Xk + 2y — 4.

Ciggtosé¢ funkcji wyktadniczej daje e~ — e. Poniewaz granica mianownika
jest niezerowa, wolno zastosowaé twierdzenie o granicy ilorazu:
eXk— Yk e
—_ .
Xk + 2yk 4

Stad

e

lim = E.
(xy)=21) x+2y 4

Punkty ciggu naleza do dziedziny. Dodatnia granica mianownika zapewnia
takze, ze od pewnego miejsca mianownik jest dodatni i oddalony od zera.

W. Domitrz Funkcje wielu zmiennych, cz. 1



Przyktad 6: tangens i usuwalny iloraz

Rozwazamy tan(xy)/y na dziedzinie

D={(x,y):y #0, cos(xy) # 0}.

W dostatecznie matym otoczeniu (3,0) mamy 2 < x < 4. Dla punktéw
dziedziny jest wiec xy # 0 i wolno zapisac

tan(xy) Xtan(xy)

y Xy
Poniewaz x — 3, xy — 0 oraz
. tanu . sinu 1
lim = lim =1
u—=0 U u—0 U cosu
otrzymujemy
tan(xy)

=3.

im
(y)—=B30) Yy

Réwnos¢ z ilorazem przez xy stosujemy tylko tam, gdzie jego mianownik jest
niezerowy.

W. Domitrz

Funkcje wielu zmiennych, cz. 1



Przyktad 7: iloraz zalezny od drogi

Niech
X

f(X7y):X—|—y7 D:{(X7Y)3X+y7éo}'

Wybierzmy ciagi lezace w D:

Woéweczas 1

f(pk) =0, flak) = 5
Z kryterium Heinego wynika brak granicy w (0, 0).

Nie wolno wybiera¢ ciagu lezacego na prostej x + y = 0, poniewaz tam
funkcja nie jest okre$lona. Kontrprzyktadowe ciggi zawsze musza naleze¢ do
dziedziny.

W. Domitrz Funkcje wielu zmiennych, cz. 1



Granice iterowane: najpierw jedna zmienna

W granicy iterowanej najpierw ustalamy jedna zmienna, a wzgledem drugiej
wykonujemy przejscie graniczne. Na przyktad

= lim f li =1 lim f .
g(x) = lim f(x.y),  Jim g(x) = lim [ygnb (X,y)]
Druga kolejnos$¢ prowadzi do

I {r F(x, }

yinb xina (X y)

Wewnetrzna granica musi istnie¢ dla ustalonych wartosci zmiennej
zewnegtrznej w odpowiednim sasiedztwie. Dopiero wtedy mozna utworzy¢
funkcje g i bada¢ jej granice.

Dla przejrzystosci rozpatrujemy dalej funkcje okre$lone co najmniej dla
O0<|x—al<ri0<|y—b|<s, gdzie r,s > 0. Moga by¢ okreslone réwniez
na prostych x = a lub y = b.

W. Domitrz Funkcje wielu zmiennych, cz. 1



Kolejnos¢ przechodzenia do granicy

Na schemacie najpierw przesuwamy sie
poziomo, czyli przechodzimy z x do a
przy ustalonym y.

Powstaje funkcja

h(y) = lim f(x,y).

xX—a

Nastepnie przechodzimy z y do b, co
odpowiada pionowej strzatce:

lim h(y).

y—b

To nie jest to samo wymaganie co
jednoczesna granica we wszystkich
kierunkach.

W. Domitrz Funkcje wielu zmiennych, cz. 1



Réwne granice iterowane nie wystarczaja

Dla f(x,y) = xy/(x? + y?) granica w (0,0) nie istnieje, co wykazaliémy za
pomoca dwdch ciggdw.

Dla kazdego ustalonego x # 0:

. Xy . . Xy

lim 5, 2 = O, lim lim 5, 2 =0.

y—=0 X +y x—=0 [y—0 X< 4 y< |
Podobnie, dla kazdego ustalonego y # 0:

lim 52— =0, lim |lim ——| =0.

x=0 Xx* +y y—0 [x—=0 X< 4 y< |

Obie granice iterowane istniejg i s3 réwne. Nie gwarantuje to granicy dwdch
zmiennych: podejécie po y = x nadal daje 1/2.

W. Domitrz Funkcje wielu zmiennych, cz. 1



Granica istnieje mimo oscylacji

Niech 1
f(x,y):(x—ky)cos;, D ={(x,y): x # 0}.

Dla kazdego punktu dziedziny:
Foay) < Ix+yl < x|+ 1yl < V2V/x2 + 2.

Ostatnia nieréwno$¢ wynika z (|x| — |y|)? > 0. Prawa strona dazy do zera,
wiec

1
lim X+ y)cos— = 0.
(X,y)H(O,O)( ) X

Dla ustalonego x # 0 najpierw mozemy przej$¢ z y do zera:

lim f(x,y) = xcos —, lim x cos — = 0.
y—0 X x—0 X

Ta kolejnos¢ granicy iterowanej daje zatem réwniez 0.

W. Domitrz Funkcje wielu zmiennych, cz. 1



Dlaczego druga granica iterowana nie istnieje?

Ustalmy teraz y # 0. Rozwazamy granice
lim ( ) :
m (x + .
Jim (x + y) cos ~

Wybierzmy dwa ciagi dodatnie:

1 - 1
* ok T Rkt Dr
Woéweczas cos(1/xx) =1 i cos(1/x) = —1, wiec

f(xe,y)=xk+y—y, fi,y) ==Xk +y) = —y.

Poniewaz y # 0, granice s3 rézne. Wewnetrzna granica wzgledem x nie
istnieje dla zadnego takiego y, wiec nie mozna utworzy¢

lim {Iim f(x,y)} .

y—0 [x—0

Dla y = 0 wewnetrzna granica istnieje, ale jeden punkt nie wystarcza do
granicy zewnetrznej.

W. Domitrz Funkcje wielu zmiennych, cz. 1



Zwiazek granicy wspdlnej i iterowane;

Zaktadamy, ze f jest okre$lona co najmniej dla 0 < |x — a| < r,
0<|y—b| <sorazze

lim f(x,y)=LeR.
(x:y)—(a;b) ()

Jedli dla kazdego x z pewnego sasiedztwa a istnieje skonczona granica

g(x) = y'i;nbf(x,y),

to limy_,, g(x) = L. Analogiczny wniosek zachodzi po zamianie rdl
zmiennych.

Konsekwencje

Jesli granica wspélna i granica iterowana istnieja, sa réwne. Rézne granice
iterowane wykluczaja granice wspdélna. Réwnos¢ granic iterowanych sama jej
nie zapewnia.

Istnienie granicy wspdlnej nie zapewnia istnienia granic wewnetrznych;
pokazat to przyktad z cos(1/x).

W. Domitrz Funkcje wielu zmiennych, cz. 1



Dowdd zgodnosci granic

Niech £ > 0. Z istnienia granicy wspdlnej wybieramy § > 0 tak, aby

0<vV(x—aP+(y—b2<s = |f(x,y)-L <e/2.

Zmniejszamy 6, jesli potrzeba, aby pozostaé w prostokacie dziedziny i w
zakresie istnienia g.

Ustalmy 0 < [x — a| < §/2. Dla 0 < |y — b| < 0/2 odlegto$¢ od (a, b) jest
mniejsza niz 5/\@ < 0. Zatem

If(x,y) —L| <e/2.
Przechodzac z y do b przy ustalonym x, dostajemy
lg(x) — L <eg/2<e.
Ten sam prég 6/2 dziata dla wszystkich takich x, co dowodzi g(x) — L.

Nieostra nieréwno$¢ po przejéciu do granicy jest wystarczajaca dzieki
zapasowi /2.

W. Domitrz Funkcje wielu zmiennych, cz. 1



Ciggtos¢ w punkcie dziedziny

Niech f : D — R oraz a € D.

Definicja Cauchy’ego

Funkcja f jest ciggta w a, jedli
Ve>030>0VxeD: |x—a||<d = |f(x)—"f(a)l <e.
Dla kazdego ciagu x(K) € D:
xW a8 = f(x) = f(a).

W odréznieniu od granicy wymagamy a € D i poréwnujemy wartosci z
konkretng liczba f(a). Nie wykluczamy punktu x = a ani wyrazéw ciagu
réwnych a.

Réwnowazno$é¢ definicji dowodzi sie tak jak dla granic: przy zaprzeczeniu
warunku Cauchy’ego wybiera sie punkty w kulach o promieniach 1/k.

W. Domitrz Funkcje wielu zmiennych, cz. 1



Ciggtos¢ na zbiorze i wzgledem dziedziny

Funkcja f : D — R jest ciagta na D, jedli jest ciggta w kazdym punkcie D.
Wszystkie punkty i ciggi uzywane w definicji naleza do D.

Dla A C D trzeba odréznia¢ dwa stwierdzenia:

o f jest ciagta w kazdym punkcie A wzgledem catej dziedziny D;
@ ograniczenie f|a : A — R jest ciagfte, czyli badamy wytacznie punkty
nalezace do A.

Pierwsze stwierdzenie pocigga drugie. Odwrotna implikacja nie musi
zachodzic.

Przyktad na prostej: f(0) =0i f(x) =1 dla x # 0. Ograniczenie do
A = {0} jest ciagte, lecz f : R — R nie jest ciggta w 0.

W twierdzeniach o funkcji na zbiorze domknietym wystarczy ciagto$¢ jej
ograniczenia do tego zbioru; nie trzeba definiowa¢ funkcji poza nim.

W. Domitrz Funkcje wielu zmiennych, cz. 1



Ciagtos¢ a granica i punkty izolowane

1. Punkt skupienia. Jedli a € D jest punktem skupienia D, to

f jestciggtaw a <= lim f(x) = f(a).
X—a
Warunki z definicji réznig sie tylko dopuszczeniem x = a. W tym punkcie
nierébwnos¢ |f(a) — f(a)| < e zachodzi automatycznie.

2. Punkt izolowany. Jedli a € D jest izolowany, wybieramy r > 0 takie, ze
B(a,r) N D = {a}. Dla dowolnego £ > 0 mozna przyja¢ § = r: jedynym
sprawdzanym punktem jest a.

Zatem kazda funkcja jest ciagta w kazdym izolowanym punkcie swojej
dziedziny.

Granicy w naszym znaczeniu nie definiujemy tam bez zatozenia punktu
skupienia. W przeciwnym razie warunek na sasiedztwie mégtby byé pusty i
nie wyznaczatby jednej liczby.

W. Domitrz Funkcje wielu zmiennych, cz. 1



Ciagtos¢ funkcji zbudowanych ze znanych wzoréw

Sumy, réznice i iloczyny funkcji ciagtych sa ciagte. lloraz jest ciagty w
punktach, w ktérych mianownik jest niezerowy. Ztozenie funkcji ciagtych jest
ciggte, jedli jest okreslone.

Stad
cos(xy)

flx,y) = —————

) = T et 12
jest ciggta na R?: licznik i mianownik s3 ciagte, a mianownik jest co najmniej
réwny 1.
Podobnie in( )

_osin(x+y
g(vavz) - 1+exy+22

jest ciagta na R3, poniewaz 1 + ¥ + z2 > 0 wszedzie.

Przy stosowaniu reguty ilorazu sprawdzenie mianownika jest czescia
uzasadnienia, a nie dodatkowym zatozeniem domysinym.

W. Domitrz Funkcje wielu zmiennych, cz. 1



Nieciggtos¢ ilorazu w trzech zmiennych

Niech .
Xy yz
F(x,y,2) =4 X2+ y2 + 22 (x,y,2) # (0,0,0),

0, (x,,2) = (0,0,0).

Dwa ciagi zbiezne do zera daja rézne wyniki:

2
F(1/k, 1)k, 1/k) = Z; . g
£(1/k,0,0) = 1/0k2 —o.

Granica w (0,0, 0) nie istnieje. Funkcja nie jest wiec ciggta w tym punkcie,
mimo ze przypisano jej tam warto$¢ 0.

Zadna zmiana samej wartoéci w zerze nie zapewni ciggtoéci, poniewaz nie
usunie sprzecznosci miedzy tymi dwiema granicami. Poza zerem funkcja jest
ciggta jako iloraz z dodatnim mianownikiem.

W. Domitrz Funkcje wielu zmiennych, cz. 1



Ciagtos¢ na dziedzinie bez punktu zerowego

1

flx,y) = ——,
o)== =5

Na D wyrazenie pod pierwiastkiem jest dodatnie. Pierwiastek i odwrotno$é
s ciagte w uzytym zakresie, wiec f jest ciagta w kazdym punkcie D.

Nie oznacza to ograniczonoéci. Dla r = \/x2 + y2 > 0 mamy

D =1R?\ {(0,0)}.

x? 4+ 3y? < 3r?, f(x,y) >

1
— +00.
V3r
Funkcji nie mozna przedtuzy¢ w sposéb ciagty do zera przez przypisanie
skonczonej wartosci.
Samo 0 nie jest jednak punktem dziedziny wyjéciowej funkcji. Jej ciagtoé¢ na
D jest w petni zgodna z takim zachowaniem przy brzegu dziedziny.

W. Domitrz Funkcje wielu zmiennych, cz. 1



Oscylacje uniemozliwiaja ciggte przedtuzenie

in——
f(x,y) = x2 +y?

Wybierzmy, dla k > 1,

1 1
=(——,0), = (0, —— .
P (\/kﬂ > T ( 2+ 2k7r>
Oba ciagi daza do (0,0), lecz
f(pk) = sin(kmw) =0, f(qk) = sin(m/2 + 2km) = 1.

Granica nie istnieje, wigc funkcja jest nieciggta w zerze. Nie pomogtoby
zastapienie liczby 3 Zadng inng liczbg. Poza zerem funkcja jest ciagta.

W. Domitrz Funkcje wielu zmiennych, cz. 1



Nieciggtos¢ spowodowana jedng wartoscia

_ 5_X_y7 (X’Y)7é(172)a
f(X’y)_{l, (x,y) = (1,2).

W sasiedztwie (1,2) funkcja ma ten sam wzér co ciagta funkcja 5 — x — y.
Zatem
lim  f(x,y)=5-1-2=2.

(x,y)—(1,2) ()
Poniewaz f(1,2) = 1, granica nie jest réwna wartosci funkcji. Funkcja nie
jest ciagta w (1,2).
Tym razem granica istnieje. Zastapienie wartosci f(1,2) liczba 2 usunetoby
nieciggtos¢. Jest to nieciggtos¢ usuwalna.

W kazdym innym punkcie funkcja jest ciagta, poniewaz mozna wybraé
otoczenie omijajace (1,2).

W. Domitrz Funkcje wielu zmiennych, cz. 1



Lokalne zachowanie znaku

Twierdzenie

Jezeli f: D — R jest ciggtaw a € D i f(a) # 0, to istnieje r > 0 takie, ze
dla kazdego x € DN B(a, r) liczby f(x) i f(a) maja ten sam znak.

Dowéd. W definicji ciggtosci wybierzmy

|f(a)l
2

> 0.

W odpowiednio matej kuli zachodzi |f(x) — f(a)| < |f(a)|/2.
e Jesli f(a) > 0, to f(x) > f(a) — f(a)/2 = f(a)/2 > 0.
e Jedli f(a) <0, to f(x) < f(a)+ |f(a)]/2 = f(a)/2 < 0.

Warunek jest lokalny i dotyczy punktéw dziedziny. Dla f(a) = 0 nie ma
takiego wniosku: przykfadowo f(x) = x zmienia znak przy zerze.

W. Domitrz Funkcje wielu zmiennych, cz. 1



Twierdzenie Weierstrassa
Ograniczonos¢ i osigganie ekstreméw

Niech K C R” bedzie niepusty, domkniety i ograniczony, a f : K - R
ciggta. Wowczas f jest ograniczona i istniejg u, v € K takie, ze

f(u) = )r(nel}rg f(x) = XIQ]:{ f(x),

(v) = max f(x) sup (x)

W R" zbiory domkniete i ograniczone sg zwarte. W dowodzie wykorzystamy
ich ciaggowa wtasno$é: kazdy ciag punktéw K ma podciag zbiezny do punktu
K.

Istnienie zbieznego podciagu wynika z twierdzenia Bolzana—Weierstrassa, a
przynalezno$¢ jego granicy do K z domknietosci.

Nie zaktadamy, ze K jest obszarem lub ze jest spdjny.

W. Domitrz Funkcje wielu zmiennych, cz. 1



Weierstrass: dlaczego funkcja jest ograniczona?

Zatézmy przeciwnie, ze ciggta funkcja f : K — R nie jest ograniczona. Dla
kazdego k > 1 mozemy wtedy wybraé x(¥) € K takie, ze

1£(xUN)| > k.

Z ciagowej wiasnoéci K istnieje podciag x(%) zbiezny do pewnego a € K.
Ciggtosé¢ daje
f(xW)) — f(a) e R.

Kazdy zbiezny ciag liczbowy jest ograniczony. Tymczasem
[F(x"N)| > kj — +o0,

co jest sprzecznoscig. Zatem f jest ograniczona na K.

W. Domitrz Funkcje wielu zmiennych, cz. 1



Weierstrass: osigganie kreséw

Z ograniczonosci i niepustosci zbioru wartosci istnieje skonczony kres gérny

M = sup f(x).
xeK

Z definicji kresu dla kazdego k > 1 wybieramy x(¥) € K takie, ze

1
M- < f(x) < m.

Wobec tego f(x(¥)) — M. Wybieramy podciag x(&) — v € K. Z ciagtosci:
f(xW)) = f(v), a zarazem f(x6)) — M.

Jednoznaczno$¢ granicy daje f(v) = M: kres gérny jest maksimum.

Stosujac ten sam argument do —f, otrzymujemy punkt u € K, w ktérym f
osiagga kres dolny. To konczy dowdd twierdzenia.

W. Domitrz Funkcje wielu zmiennych, cz. 1



Dlaczego zatozenia Weierstrassa sg istotne?

o Brak domknietosci. Na K = (0, 1) funkcja f(x) = x jest ciggta i
ograniczona, ale nie osigga kreséw 0 i 1.
e Brak ograniczonosci zbioru. Na domknietym K =R funkcja f(x) = x
jest ciagta, lecz nieograniczona.
@ Brak ciggfosci. Na K = [0, 1] okre$lmy f(0) =0 f(x) =1/x dla
x > 0. Zbidr jest domkniety i ograniczony, a funkcja nieograniczona.
Niepusto$¢ jest potrzebna, aby mozna byto wskazaé punkty osiagania
minimum i maksimum.
Sa to przyktady pokazujace, ze zatozen nie mozna usuwaé z ogdlnego
twierdzenia. Konkretna funkcja moze osiggal ekstrema takze w sytuacji, w
ktérej nie wszystkie zatozenia sg spetnione.

Funkcje wielu zmiennych, cz. 1
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Witasnos¢ Darboux wzdtuz drogi

Niech f : D — R bedzie ciagta. Zatdézmy, ze u,v € D mozna potaczy¢ ciagta
droga v : [0,1] — D, gdzie ¥(0) = u, v(1) = v.

Twierdzenie o wartosci posredniej

Jedli f(u) < p < f(v), to istnieje ty € (0, 1) takie, ze
f(v(t0)) = p.
Zatem szukany punkt xo = y(tp) lezy na drodze faczacej v i v.

Dowdd. Funkcja jednej zmiennej h = f oy jest ciggta na [0,1] i spetnia
h(0) = f(u), h(1) = f(v). Z twierdzenia o wartosci posredniej dla funkcji
jednej zmiennej wynika istnienie tp.

W szczegdlno$ci mozna uzy¢ tuku zwyktego. Réznowarto$ciowos¢ drogi nie
jest potrzebna w tym dowodzie.

W. Domitrz Funkcje wielu zmiennych, cz. 1



Wartosci posrednie na zbiorze sp6jnym

Ogdlniej: jesli K jest spdjny i f : K — R ciagta, to f(K) jest przedziatem.
Funkcja przyjmuje kazda warto$¢ pomiedzy dowolnymi dwiema swoimi
wartoséciami.

Dowdd. Niech f(u) < u < f(v) dla u,v € K. Zatézmy, ze f nigdzie nie
przyjmuje wartosci p. Wtedy
A={xe K:f(x)<u}, B={xeK:f(x)>u}

sg roztaczne, niepuste i maja sume réwna K.

Sa tez otwarte wzgledem K: ciggtoé¢ zapewnia, ze Scista nieréwnosé
zachowuje sie w dostatecznie matym otoczeniu danego punktu.

OtrzymaliSmy rozdzielenie K, sprzeczne ze spéjnoscia. Wobec tego istnieje
xo € K takie, ze f(xp) = p.

Nie trzeba zaktadacd, ze caty zbiér jest tukowo spdjny.

W. Domitrz Funkcje wielu zmiennych, cz. 1



Domkniecie ograniczonego obszaru

Niech D C R" bedzie niepustym, ograniczonym obszarem, a f : D — R
funkcja ciagta.

Whiosek

Funkcja przyjmuje na D wszystkie wartosci od minimum do maksimum:

inf, M=maxf.

f(D) = [m, M], m= 5. E

Uzasadnienie. Domkniecie D jest niepuste, domknigte i ograniczone. Z
twierdzenia Weierstrassa istnieja u,v € D z f(u) = mi f(v) = M.

Dla m < pu < M wybieramy ciagi ug, vk € D zbiezne odpowiednio do u, v.
Ciggtosé¢ daje, dla dostatecznie duzego k,

flug) < p < f(vk).

Punkty ug, vk taczymy droga w obszarze D i stosujemy wtasno$é Darboux.
Wartosci m, M s3 juz osiggane w u, v.

W. Domitrz Funkcje wielu zmiennych, cz. 1



Osiaganie ekstremdéw a wartosci posrednie

Weierstrass zapewnia ekstrema na dowolnym niepustym zbiorze domknietym i
ograniczonym. Do przyjmowania wszystkich wartosci pomiedzy nimi
potrzebna jest dodatkowa wtasno$é¢, np. spdjnosé zbioru.

Rozwazmy

X € [_27 _1]7

K =[-2,-1]U[L.2], f(X>—{1_1’ xe1,2]

Funkcja jest ciagta wzgledem dziedziny K, a K jest domkniety i ograniczony.
Minimum wynosi —1, maksimum 1, lecz funkcja nie przyjmuje wartosci 0.
Zbiér K nie jest spéjny. Dlatego nie mozna przenosi¢ wniosku o petnym
przedziale wartosci na kazdy zbiér domkniety i ograniczony.

Dla domkniecia obszaru poprzedni dowdd wykorzystat tgczenie punktéw
wewnatrz obszaru i ciagto$¢ przy jego brzegu.

W. Domitrz Funkcje wielu zmiennych, cz. 1



