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Wojciech Domitrz
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Pochodne cza̧stkowe

Definicja

Jeśli funkcja f jest określona w pewnym otoczeniu B(a, r) ⊂ Rn

punktu a = (a1, . . . , an) i istnieje granica w laściwa

lim
∆xi→0

f (a1, . . . , ai−1, ai + ∆xi , ai+1, . . . , an) − f (a1, . . . , ai , . . . , an)

∆xi

to tȩ granicȩ nazywamy pochodna̧ cza̧stkowa̧ rzȩdu pierwszego
funkcji f wzglȩdem zmiennej xi w punkcie a i oznaczamy:

∂f

∂xi
(a) = fxi (a).

Pochodna cza̧stkowa ∂f
∂xi

(a) to pochodna w punkcie ai funkcji
jednej zmiennej xi 7→ f (a1, . . . , ai−1, xi , ai+1, . . . , an).
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Uwaga:

W definicji ∂f
∂xi

(a) wszystkie zmienne poza xi sa̧ sta le i w taki sam
sposób traktuje siȩ je przy obliczaniu pochodnych cza̧stkowych.

Przyk lady:

(1) f (x , y , z) = x2y3 + exy
2

+ x · sin z

∂f
∂x = 2xy3 + exy

2 · y2 + sin z

∂f
∂y = 3x2y2 + exy

2 · 2xy

∂f
∂z = x · cos z

W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Funkcje wielu zmiennych czȩść 2
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(2) f (x , y , z) = x
y + y

z − z
x

∂f
∂x = 1

y + z
x2

∂f
∂y = − x

y2 + 1
z

∂f
∂z = − y

z2 − 1
x

(3) f (x , y) = e
y
x

∂f
∂x = e

y
x ·

(
− y

x2

)
∂f
∂y = e

y
x · 1

x
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(4) Sprawdzić, czy funkcja z = x · ln y
x spe lnia równanie

x · ∂z
∂x + y · ∂z

∂y = z

z = x · (ln y − ln x) ⇒ ∂z
∂x = ln y − ln x − 1 = ln y

x − 1 , ∂z
∂y = x

y

x ∂z
∂x + y ∂z

∂y = x
(
ln y

x − 1
)

+ y · x
y = x ln y

x = z
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Pochodne cza̧stkowe rzȩdu drugiego

Jeśli pochodna cza̧stkowa ∂f
∂xi

(x) istnieje dla każdego
x = (x1, · · · , xn) ∈ Ω ⊂ Rn, gdzie Ω jest zbiorem otwartym to w
zbiorze Ω określona jest nowa funkcja

Ω ∋ x → ∂f

∂xi
(x) ∈ R

Pochodne cza̧stkowe rzȩdu pierwszego pochodnych cza̧stkowych
∂f
∂xi

(x) dla 1 ⩽ i ⩽ n nazywamy pochodnymi cza̧stkowymi rzȩdu

drugiego funkcji f (x1, . . . , xn) i oznaczamy ∂2f
∂xj∂xi

(x) = fxixj (x) czyli

∂2f

∂xj∂xi
(x) =

∂

∂xj

(
∂f

∂xi
(x)

)

Stosujemy oznaczenie też ∂2f
∂x2

i
(x) = ∂2f

∂xi∂xi
(x).
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Pochodne cza̧stkowe rzȩdu drugiego
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zbiorze Ω określona jest nowa funkcja

Ω ∋ x → ∂f

∂xi
(x) ∈ R
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drugiego funkcji f (x1, . . . , xn) i oznaczamy ∂2f
∂xj∂xi

(x) = fxixj (x) czyli

∂2f

∂xj∂xi
(x) =

∂

∂xj

(
∂f

∂xi
(x)

)

Stosujemy oznaczenie też ∂2f
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Pochodne cza̧stkowe wyższych rzȩdów

Ogólnie: pochodna̧ cza̧stkowa̧ rzȩdu pierwszego pochodnej
cza̧stkowej rzȩdu k − 1 funkcji f nazywamy pochodna̧ cza̧stkowa̧
rzȩdu k tej funkcji czyli

∂k f

∂xj∂xi1∂xi2 · · · ∂xik−1

(x) =
∂

∂xj

(
∂k−1f

∂xi1∂xi2 · · · ∂xik−1

(x)

)

Stosujemy oznaczenie ∂k f
∂xki

(x) na k-krotna̧ pochodna̧ cza̧stkowa̧ po
xi oraz

∂k f

∂x j1i1 ∂x
j2
i2
· · · ∂x jmim

(x), gdzie
m∑
l=1

jl il = k,

na k-krotna̧ pochodna̧ cza̧stkowa̧, gdzie jl -krotnie rożniczkujemy
po zmiennej xil dla l = 1, · · · ,m.
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Pochodna cza̧stkowa mieszana funkcji f (x1, . . . , xn) jest to
pochodna cza̧stkowa rzȩdu k ⩾ 2, która nie jest pochodna̧
cza̧stkowa̧ ∂k f

∂xki
, i = 1, . . . , n.

Tw. (Schwarza)

Jeśli funkcja f (x1, . . . , xn) ma w pewnym obszarze D ⊂ Rn cia̧g le
pochodne mieszane rzȩdu k ⩾ 2 różnia̧ce siȩ kolejnościa̧
różniczkowania wzglȩdem zmiennych, to te pochodne mieszane sa̧
sobie równe.

W szczególności:
Jeśli f ∈ C 2(D), to ∀ (x , y) ∈ D fxy (x , y) = fyx(x , y).

Uwaga: f ∈ C 2(D) oznacza, że wszystkie pochodne cza̧stkowe
rzȩdu 2 funkcji f sa̧ cia̧g le.

W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Funkcje wielu zmiennych czȩść 2
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różniczkowania wzglȩdem zmiennych, to te pochodne mieszane sa̧
sobie równe.

W szczególności:
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Uwaga:

Cia̧g lość pochodnych w tw. Schwarza jest istotna, bo np. dla
funkcji

f (x , y) =

{
xy · x2−y2

x2+y2 dla (x , y) ̸= (0, 0)

0 dla (x , y) = (0, 0)

pochodne mieszane sa̧ niecia̧g le w (0, 0) i nie sa̧ sobie równe w tym
punkcie:

fxy (x , y) = fyx(x , y) = x6−y6+9x4y2−9x2y4

(x2+y2)3 dla (x , y) ̸= (0, 0)

pochodne te nie sa̧ cia̧g le w (0, 0), bo nie istnieja̧ granice
lim(x ,y)→(0,0) fxy (x , y) i lim(x ,y)→(0,0) fyx(x , y)
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(
1
n , 0

)
→ (0, 0) : fxy

(
1
n , 0

)
= fyx

(
1
n , 0

)
→ 1(

0, 1
n

)
→ (0, 0) : fxy

(
0, 1

n

)
= fyx

(
0, 1

n

)
→ −1

Wyznaczymy teraz ∂2f
∂y∂x (0, 0) i ∂2f

∂x∂y (0, 0):

∂2f

∂y∂x
(0, 0) =

∂

∂y

(
∂f

∂x

)
(0, 0) = lim

y→0

∂f
∂x (0, y) − ∂f

∂x (0, 0)

y

∂2f

∂x∂y
(0, 0) =

∂

∂x

(
∂f

∂y

)
(0, 0) = lim

x→0

∂f
∂y (x , 0) − ∂f

∂y (0, 0)

x
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∂f
∂x (0, 0) = limx→0

f (x ,0)−f (0,0)
x = limx→0

0
x = 0

∂f
∂y (0, 0) = limy→0

f (0,y)−f (0,0)
y = limy→0

0
y = 0

∂f
∂x (0, y) = limx→0

f (x ,y)−f (0,y)
x = limx→0 y · x2−y2

x2+y2 = −y , y ∈ R

∂f
∂y (x , 0) = limy→0

f (x ,y)−f (x ,0)
y = limy→0 x · x2−y2

x2+y2 = x , x ∈ R

Sta̧d:

∂2f
∂y∂x (0, 0) = limy→0

−y
y = −1 , ∂2f

∂x∂y (0, 0) = limx→0
x
x = 1 ⇒

⇒ ∂2f
∂y∂x (0, 0) ̸= ∂2f

∂x∂y (0, 0)
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Przyk lady:

(1) Wyznaczyć pochodne drugiego rzȩdu funkcji

(a) z(x , y) = x3 − 2x2y + 3y2 ∈ C 2(R2)

zx = 3x2 − 4xy , zy = −2x2 + 6y

zxx = 6x − 4y , zxy = zyx = −4x , zyy = 6

(b) u(x , y , t) = exyt ∈ C 2(R2)

ux = ytexyt , uy = xtexyt , ut = xyexyt

uxx = y2t2exyt , uyy = x2t2exyt , utt = x2y2exyt

uxy = uyx = t(1 + xyt)exyt , uxt = utx = y(1 + xyt)exyt ,

uyt = uty = x(1 + xyt)exyt
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Przyk lady:

(1) Wyznaczyć pochodne drugiego rzȩdu funkcji

(a) z(x , y) = x3 − 2x2y + 3y2 ∈ C 2(R2)

zx = 3x2 − 4xy , zy = −2x2 + 6y

zxx = 6x − 4y , zxy = zyx = −4x , zyy = 6

(b) u(x , y , t) = exyt ∈ C 2(R2)

ux = ytexyt , uy = xtexyt , ut = xyexyt

uxx = y2t2exyt , uyy = x2t2exyt , utt = x2y2exyt

uxy = uyx = t(1 + xyt)exyt , uxt = utx = y(1 + xyt)exyt ,

uyt = uty = x(1 + xyt)exyt
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(2) Sprawdzić, czy zachodzi równanie ∂2z
∂y∂x = ∂2z

∂x∂y dla funkcji

(a) z = cos(ax − by)

zx = −a sin(ax − by) , zy = b sin(ax − by)

zxy = ab cos(ax − by) , zyx = ab cos(ax − by) ⇒ zxy = zyx

(b) z = ln(x2 + y2 + 1)

zx = 2x
x2+y2+1

, zy = 2y
x2+y2+1

zxy = − 4xy
(x2+y2+1)2 , zyx = − 4xy

(x2+y2+1)2 ⇒ zxy = zyx
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(2) Sprawdzić, czy zachodzi równanie ∂2z
∂y∂x = ∂2z

∂x∂y dla funkcji

(a) z = cos(ax − by)

zx = −a sin(ax − by) , zy = b sin(ax − by)

zxy = ab cos(ax − by) , zyx = ab cos(ax − by) ⇒ zxy = zyx

(b) z = ln(x2 + y2 + 1)

zx = 2x
x2+y2+1

, zy = 2y
x2+y2+1

zxy = − 4xy
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(3) Sprawdzić, czy funkcja z = 2 cos2
(
y − x

2

)
spe lnia równanie

2∂2x
∂x2 + ∂2z

∂x∂y = 0

∂z
∂x = 2 · 2 cos

(
y − x

2

)
·
[
− sin

(
y − x

2

)]
·
(
−1

2

)
= sin(2y − x)

∂2z
∂x2 = − cos(2y − x)

z ∈ C 2(R2) ⇒ ∂2z
∂x∂y = ∂2z

∂y∂x = ∂
∂y [sin(2y − x)] = 2 cos(2y − x) ⇒

⇒ 2zxx + zyx = −2 cos(2y − x) + 2 cos(2y − x) = 0
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P laszczyzna styczna do powierzchni z = f (x , y)

Niech D ⊂ R2 bȩdzie podzbiorem otwartym, (x0, y0) ∈ D i
f : D → R.

Stwierdzenie

Za lóżmy, że istnieje p laszczyzna styczna do wykresu f (powierzchni
z = f (x , y)) w punkcie (x0, y0, f (x0, y0)).
Wtedy równanie p laszczyzny stycznej do powierzchni z = f (x , y) w
punkcie (x0, y0, f (x0, y0)) ma postać

z = f (x0, y0) + fx(x0, y0)(x − x0) + fy (x0, y0)(y − y0). (1)
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P laszczyzna styczna do powierzchni z = f (x , y)
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Dowód

P laszczna styczna powinna zawierać proste styczne do wykresów
funkcji x 7→ f (x , y0) oraz y 7→ f (x0, y). Sa̧ one dane wzorami{

y = y0

z = f (x0, y0) + fx(x0, y0)(x − x0){
x = x0

z = f (x0, y0) + fy (x0, y0)(y − y0)

Jedyna̧ p laszczyzna̧ zawieraja̧ca̧ obie proste jest (1).
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P laszczyzna styczna do powierzchni

Nie do każdej powierzchni istnieje p laszczyzna styczna. Niech
z = −

√
x2 + y2 dla (x , y) ∈ R2. W punkcie (0, 0, 0) nie ma

p laszczyzny stycznej do tej powierzchni. Dlaczego? Zauważmy, że
f (x , 0) = −|x |, f (0, y) = −|y |.
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Różniczkowalność funkcji wielu zmiennych

Niech D ⊂ Rn bȩdzie podzbiorem otwartym, a = (a1, · · · , an) ∈ D,
x = (x1, · · · , xn) ∈ D i f : D → R.

Definicja

Funkcja f jest różniczkowalna w punkcie a jeśli istnieja̧ pochodne
cza̧stkowe fxi (a) dla i = 1, · · · , n oraz

lim
x→a

f (x) − f (a) −
∑n

i=1 fxi (a)(xi − ai )√∑n
i=1(xi − ai )2

= 0. (2)

Jeżeli funkcja f jest rózniczkowalna w a to wielkość
df (a) =

∑n
i=1 fxi (a)dxi nazywamy różniczka̧ funkcji f w punkcie a.

Jezeli funkcja f jest różniczkowalna w zbiorze A ⊂ D jeżeli jest
różniczkowalna w każdym punkcie tego zbioru.
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Różniczkowalność funkcji jednej zmiennej, a wielu
zmiennych

Uwaga. Granicȩ (2) można zapisać nastȩpuja̧co, gdzie
h = x − a = (h1, · · · , hn)

lim
h→0

f (a + h) − f (a) −
∑n

i=1 fxi (a)hi√∑n
i=1 h

2
i

= 0.

Niech n = 1 i D ⊂ R bȩdzie podzbiorem otwartym, a ∈ D,
f : D → R. Funkcja f jest różniczkowalna w punkcie a jeśli istnieje
granica skończona f ′(a) = limx→a

f (x)−f (a)
x−a .

Co jest równoważne temu, że

0 = limx→a( f (x)−f (a)
x−a − f ′(a)) = limx→a

f (x)−f (a)−f ′(a)(x−a)
x−a . A to

jest równoważne temu, że limx→a
f (x)−f (a)−f ′(a)(x−a)

|x−a| . Ostatnia

równość jest dok ladnie podstawieniem n = 1 do (2) w definicji
rózniczkowalności funkcji n zmiennych .
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Różniczkowalność funkcji wielu zmiennych (przyk lad)

Sprawdźmy, czy funkcja f (x , y) = x2 − 2y2 jest różniczkowalna w
punkcie (2, 1). Wartość f (2, 1) = 2 Pochodne cza̧stkowe
fx(x , y) = 2x , fy (x , y) = −4y . Sta̧d fx(2, 1) = 4 i fy (2, 1) = −4.
Musimy policzyć granicȩ przy (u, v) → (0, 0) wyrażenia
f (2+u,1+v)−f (2,1)−fx (2,1)u−fy (2,1)v√

u2+v2
= (2+u)2−2(1+v)2−2−4u+4v√

u2+v2
=

u2−2v2
√
u2+v2

= u2+v2−3v2
√
u2+v2

= u2+v2−3v2
√
u2+v2

− 3 v2
√
u2+v2

=
√
u2 + v2 − 3 v2

√
u2+v2

=
√
u2 + v2 − 3

√
v2

√
v2√

u2+v2
.

lim(u,v)→(0,0)

√
u2 + v2 = 0 oraz 0 ≤

√
v2

√
v2√

u2+v2
≤

√
v2 → 0.

Sta̧d lim(u,v)→(0,0)

√
v2

√
v2√

u2+v2
= 0. Ca le wyrażenie zbiega wiȩc do

0 dla (u, v) → (0, 0) co dowodzi różniczkowalności funkcji f w
punkcie (2, 1).
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Różniczkowalność funkcji wielu zmiennych a cia̧g lość

Twierdzenie

Niech D ⊂ Rn, a ∈ D bȩdzie punktem wewnȩtrznym D.
Jeżeli funkcja f : D → R jest różniczkowalna w a to f jest cia̧g la w
a.

Dowód: Niech

ε(x) =

{
f (x)−f (a)−

∑n
i=1 fxi (a)(xi−ai )√∑n

i=1(xi−ai )2
dla x ̸= a

0 dla x = a.

Funkcja f jest różniczkowalna w a wiȩc limx→a ε(x) = 0 i funkcja ε
jest cia̧g la w a.
Sta̧d f (x) = f (a) +

∑n
i=1 fxi (a)(xi − ai ) + ε(x)

√∑n
i=1(xi − ai )2.

Wiȩc limx→a f (x) = f (a).
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Różniczkowalność funkcji wielu zmiennych a cia̧g lość

Twierdzenie
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∑n
i=1 fxi (a)(xi−ai )√∑n
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0 dla x = a.

Funkcja f jest różniczkowalna w a wiȩc limx→a ε(x) = 0 i funkcja ε
jest cia̧g la w a.
Sta̧d f (x) = f (a) +

∑n
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Różniczkowalność funkcji wielu zmiennych a cia̧g lość

Twierdzenie

Niech D ⊂ Rn, a ∈ D bȩdzie punktem wewnȩtrznym D.
Jeżeli funkcja f : D → R jest różniczkowalna w a to f jest cia̧g la w
a.

Dowód: Niech

ε(x) =

{
f (x)−f (a)−

∑n
i=1 fxi (a)(xi−ai )√∑n

i=1(xi−ai )2
dla x ̸= a

0 dla x = a.

Funkcja f jest różniczkowalna w a wiȩc limx→a ε(x) = 0 i funkcja ε
jest cia̧g la w a.

Sta̧d f (x) = f (a) +
∑n

i=1 fxi (a)(xi − ai ) + ε(x)
√∑n

i=1(xi − ai )2.
Wiȩc limx→a f (x) = f (a).
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Różniczkowalność funkcji wielu zmiennych a cia̧g lość

Twierdzenie

Niech D ⊂ Rn, a ∈ D bȩdzie punktem wewnȩtrznym D.
Jeżeli funkcja f : D → R jest różniczkowalna w a to f jest cia̧g la w
a.

Dowód: Niech

ε(x) =
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f (x)−f (a)−

∑n
i=1 fxi (a)(xi−ai )√∑n

i=1(xi−ai )2
dla x ̸= a

0 dla x = a.

Funkcja f jest różniczkowalna w a wiȩc limx→a ε(x) = 0 i funkcja ε
jest cia̧g la w a.
Sta̧d f (x) = f (a) +
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i=1 fxi (a)(xi − ai ) + ε(x)
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Różniczkowalność funkcji wielu zmiennych

Twierdzenie

Niech D ⊂ Rn, a ∈ D bȩdzie punktem wewnȩtrznym D i
f : D → R.
Jeżeli dla każdego i = 1, · · · , n pochodne cza̧stkowe ∂f

∂xi
(a) istnieja̧

i sa̧ cia̧g le to funkcja f jest różniczkowalna w a.

Przyk lad: f (x , y) = sin(x2 + y3). Df = R2.
Pochodne cza̧stkowe ∂f

∂x (x , y) = − cos(x2 + y3)2x ,
∂f
∂y (x , y) = − cos(x2 + y3)3y2 sa̧ cia̧g le.

Sta̧d f jest różniczkowana w R2.
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Różniczkowalność funkcji wielu zmiennych (przyk lad)

Przyk lad funkcji różniczkowalnej w (0, 0), której pochodne
cza̧stkowe nie sa̧ cia̧g le:

f (x , y) =

{
(x2 + y2) sin 1

x2+y2 dla (x , y) ̸= (0, 0)

0 dla (x , y) = (0, 0)

fx(x , y) =

{
2x sin 1

x2+y2 − 2x
x2+y2 cos 1

x2+y2 dla (x , y) ̸= (0, 0)

0 dla (x , y) = (0, 0)

( 1√
2nπ

, 0) → (0, 0) fx(( 1√
2nπ

, 0) = −2
√

2nπ → −∞.

Sta̧d fx nie jest cia̧g la w (0, 0). Ze wglȩdu na symetriȩ
f (x , y) = f (y , x) fy też nie jest cia̧g la w (0, 0)

0 ≤
∣∣∣∣ f (x ,y)−f (0,0)−fx (0,0)x−fy (0,0)y√

x2+y2

∣∣∣∣ =
√
x2 + y2

∣∣∣sin 1
x2+y2

∣∣∣ ≤√
x2 + y2 → 0

Sta̧d lim(x ,y)→(0,0)
f (x ,y)−f (0,0)−fx (0,0)x−fy (0,0)y√

x2+y2
= 0 czyli f jest

różniczkowalna w (0, 0).
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Różniczkowalność funkcji wielu zmiennych (przyk lad)
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Różniczkowalność funkcji wielu zmiennych (przyk lad)
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różniczkowalna w (0, 0).
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Różniczkowalność funkcji wielu zmiennych (przyk lad)
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Różniczkowalność funkcji wielu zmiennych (przyk lad)
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Różniczkowalność funkcji wielu zmiennych (przyk lad)
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( 1√
2nπ

, 0) → (0, 0) fx(( 1√
2nπ

, 0) = −2
√

2nπ → −∞.
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f (x , y) = f (y , x) fy też nie jest cia̧g la w (0, 0)
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Gradient i pochodne kierunkowe

Niech funkcja f bȩdzie funkcja̧ różniczkowalna̧ w D ⊂ Rn.

Definicja gradientu

Gradientem funkcji f w punkcie a ∈ D nazywamy wektor

gradf (a) = ∇f (a) = (fx1(a), · · · , fxn(a)).

Definicja pochodnej kierunkowej

Niech v ∈ Rn. Pochodna̧ kierunkowa̧ funkcji f w punkcie a ∈ D w
kierunku wektora v określamy nastȩpuja̧cym wzorem

∂f

∂v
(a) = lim

t→0

f (a + tv) − f (a)

t
.
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Pochodna kierunkowa
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Iloczyn skalarny w Rn

Definicja

Iloczyn skalarny wektorów v ,w ∈ Rn to liczba

v · w =
n∑

i=1

viwi .

Jeśli wektory sa̧ prostopad le to v · w = 0.
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Gradient i pochodne kierunkowe

Uwaga. Pochodna cza̧stkowa ∂f
∂xi

to pochodna kierunkowa w

kierunku wektora ei = (0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0) czyli ∂f
∂xi

= ∂f
∂ei

.

Twierdzenie

Jeżeli funkcja jest różniczkowalna w punkcie a to istnieja̧ pochodne
kierunkowe w a w kierunku dowolnego wektora v = (v1, · · · , vn) i
sa̧ równe

∂f

∂v
=

n∑
i=1

∂f

∂xi
vi = ∇f · v .
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Dowód

Niech v ∈ Rn bȩdzie wektorem . Funkcja f jest różniczkowalna w
a wiȩc istnieje granica

limt→0
f (a+tv)−f (a)−

∑n
i=1 fxi (a)tvi√∑n

i=1(tvi )2
=

1√∑n
i=1 v

2
i

limt→0
f (a+tv)−f (a)−t

∑n
i=1 fxi (a)vi

t =

1√∑n
i=1 v

2
i

(
limt→0

f (a+tv)−f (a)
t −

∑n
i=1 fxi (a)vi

)
= 0.

Sta̧d otrzymujemy, że limt→0
f (a+tv)−f (a)

t =
∑n

i=1 fxi (a)vi czyli

∂f

∂v
(a) = ∇f (a) · v .
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W lasności gradientu

Twierdzenie

Niech f bȩdzie funkcja̧ różniczkowalna̧ w D i a ∈ D oraz
∇f (a) ̸= 0. Wtedy

1 Gradient wskazuje kierunek najszybszego wzrostu funkcji f w
punkcie a, a jego d lugość określa bezwzglȩdna̧ wartośc tej
zmiany.

2 Gradient jest prostopad ly do poziomic funkcji f .
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W lasności gradientu
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dowód twierdzenia dla n = 2

(1) Rozważmy wektory w R2 o d lugości 1. Maja̧ one postać
v = (cos t, sin t). Pochodna kierunkowa f w a w kierunku wektora
v jest równa

∂f

∂v
(a) = ∇f (a) · v =

∂f

∂x
(a) cos t +

∂f

∂y
(a) sin t = g(t).

Policzmy

dg

dt
(t) = −∂f

∂x
(a) sin t +

∂f

∂y
(a) cos t = 0.

Sta̧d tg(t) = ∂f
∂y (a)/∂f

∂x (a).

Czyli v = ∇f (a)
|∇f (a)| . Wtedy ∂f

∂v (a) = ∇f (a) · ∇f (a)
|∇f (a)| = |∇f (a)|.
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dowód twierdzenia dla n = 2

(2) Niech a = (a1, a2) i cia̧g ∀n ∈ N (xn, yn) ∈ f −1(f (a)) oraz
(xn, yn) → a. Wtedy f (xn, yn) = f (a). Rozważmy granicȩ cia̧gu

limn→∞
f (xn,yn)−f (a)−fx (a)(xn−a1)−fy (a)(yn−a2)√

(xn−a1)2+(yn−a2)2
=

limn→∞
−∇f (a)·(xn−a1,yn−a2)√

(xn−a1)2+(yn−a2)2
= 0. Sta̧d wynika, że

limn→∞∇f (a) · (xn−a1,yn−a2)
|(xn−a1,yn−a2)| = ∇f (a) · limn→∞

(xn−a1,yn−a2)
|(xn−a1,yn−a2)| = 0.

Cia̧g (xn−a1,yn−a2)
|(xn−a1,yn−a2)| zbiega do wektora stycznego w a do f −1(f (a))

bo (xn, yn) ∈ f −1(f (a)) dla każdego n ∈ N i (xn, yn) → a. Sta̧d
∇f (a) jest prostopad ly do f −1(f (a)) w a.
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Cia̧g lość a pochodne kierunkowe

Przyk lad funkcji, która nie jest cia̧g la w punkcie, a ma pochone
kierunkowe w tym punkcie w dowolnym kierunku.

f (x , y) =

{
xy3

x2+y6 dla (x , y) ̸= (0, 0)

0 dla (x , y) = (0, 0)

f ( 1
n3 ,

1
n ) = 1

2 → 1
2 oraz f (0, 1

n ) = 0 → 0. Sta̧d granica f (x , y) w
(0, 0) nie istnieje czyli f nie jest cia̧g la w (0, 0).
Niech (u, v) bȩdzie dowolnym wektorem w R2. Wtedy dla u ̸= 0

df
d(u,v) (0, 0) = limt→0

f (0+tu,0+tv)−f (0,0)
t = limt→0

tuv3

u2+t4v6 = 0 oraz

dla u = 0 df
d(0,v) (0, 0) = limt→0

f (0,0+tv)−f (0,0)
t = limt→0

0·t3v3

t7v6 = 0

czyli pochodnia kierunkowa w (0, 0) w kierunku dowolnego wektora
istnieje i jest równa 0. Ale

ε(x , y) =
f (x ,y)−f (0,0)−fx (0,0)x−fy (0,0)y√

x2+y2
= xy3

(x2+y6)
√

x2+y2
.

Sta̧d ε( 1
n3 ,

1
n ) = n

2
√

1
n4 +1

→ +∞, wiȩc funkcja f nie jest

różniczkowalna w (0, 0).
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n ) = 1

2 → 1
2 oraz f (0, 1

n ) = 0 → 0. Sta̧d granica f (x , y) w
(0, 0) nie istnieje czyli f nie jest cia̧g la w (0, 0).
Niech (u, v) bȩdzie dowolnym wektorem w R2. Wtedy dla u ̸= 0

df
d(u,v) (0, 0) = limt→0

f (0+tu,0+tv)−f (0,0)
t = limt→0

tuv3

u2+t4v6 = 0 oraz

dla u = 0 df
d(0,v) (0, 0) = limt→0

f (0,0+tv)−f (0,0)
t = limt→0

0·t3v3

t7v6 = 0

czyli pochodnia kierunkowa w (0, 0) w kierunku dowolnego wektora
istnieje i jest równa 0. Ale

ε(x , y) =
f (x ,y)−f (0,0)−fx (0,0)x−fy (0,0)y√

x2+y2
= xy3

(x2+y6)
√

x2+y2
.

Sta̧d ε( 1
n3 ,

1
n ) = n

2
√

1
n4 +1

→ +∞, wiȩc funkcja f nie jest

różniczkowalna w (0, 0).
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Przyk lady

(1) Obliczyć gradient i pochodna̧ kierunkowa̧ funkcji
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df
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kierunku którego szybkość wzrostu f (x , y) w punkcie (2, 1) jest
najwiȩksza, napisać równania parametryczne pó lprostej
wychodza̧cej z (2, 1) w tym kierunku.
∂f
∂x (2, 1) = (2x + y)|(2,1) = 5 , ∂f

∂y (2, 1) = x |(2,1) = 2

∇f (2, 1) = (5, 2) , |∇f (2, 1)| =
√

29

{(x , y) : x = 2 + t · 5 , y = 1 + t · 2 , t ⩾ 0}
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Pochodne funkcji z lożonych

Tw. (o pochodnej funkcji z lożonej dla n = 2)

Jeśli funkcje x , y : (a, b) → R sa̧ różniczkowalne w punkcie
t0 ∈ (a, b), punkt (x(t0), y(t0)) jest punktem wewnȩtrznym
D ⊂ R2 i funkcja f : D → R jest rózniczkowalna w punkcie
(x(t0), y(t0)), to funkcja z lożona z(t) = f (x(t), y(t)) jest
różniczkowalna w t0 oraz

z ′(t0) = fx(x(t0), y(t0)) · x ′(t0) + fy (x(t0), y(t0)) · y ′(t0)

d

dt
f (x(t), y(t))|t=t0 = ∂f

∂x · dx
dt + ∂f

∂y · dy
dt

∣∣∣
t=t0

=

(
∂f

∂x
(x(t0), y(t0)),

∂f

∂y
(x(t0), y(t0))

)
·
( dx

dt (t0)
dy
dt (t0)

)

= ∇f (x(t0), y(t0)) ·
( dx

dt (t0)
dy
dt (t0)

)
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Dowód.

Niech (x0, y0) = (x(t0), y(t0)), ∆x = x(t0 + ∆t) − x(t0),
∆y = y(t0 + ∆t) − y(t0).

Wtedy lim∆t→0 ∆x = lim∆t→0 ∆y =
0, lim∆t→0

∆x
∆t = x ′(t0), lim∆t→0

∆y
∆t = y ′(t0).

Z różniczkowalności f otrzymujemy
z(t0 + ∆t)− z(t0) = f (x(t0 + ∆t), y(t0 + ∆t))− f (x(t0), y(t0)) =
fx(x0, y0)∆x + fy (x0, y0)∆y + ε(∆x ,∆y)

√
(∆x)2 + (∆y)2, gdzie

lim∆t→0 ε(∆x ,∆y) = 0. Dziela̧c przez ∆t otrzymujemy
z(t0+∆t)−z(t0)

∆t =

fx(x0, y0) ∆x
∆t + fy (x0, y0) ∆y

∆t + ε(∆x ,∆y)
√

( ∆x
∆t )2 + ( ∆y

∆t )2

Prechodza̧c do granicy ∆t → 0 mamy
z ′(t0) = lim∆t→0

z(t0+∆t)−z(t0)
∆t = fx(x0, y0)x ′(t0) +

fy (x0, y0)y ′(t0) + lim∆t→0 ε(∆x ,∆y)
√

(x ′(t0))2 + (y ′(t0))2,czyli

z ′(t0) = fx(x0, y0)x ′(t0) + fy (x0, y0)y ′(t0).
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Przyk lady:

(1) Obliczyć dz
dt dla funkcji z = f [x(t), y(t)] w t0 = 0 dla funkcji

z = f (x , y) = x2 + y sin x , gdzie x = x(t) = 2t + sinh t,
y = y(t) = et − t2

x0 = x(t0) = 0 , y0 = y(t0) = 1

fx(x , y) = 2x + y cos x , fx(0, 1) = 1

fy (x , y) = sin x , fy (0, 1) = 0

x ′(t) = 2 + cosh t , x ′(0) = 3

y ′(t) = et − 2t , y ′(0) = 1

⇒ z ′(0) = fx(0, 1) · x ′(0) + fy (0, 1) · y ′(0) = 1 · 3 + 0 · 1 = 3

W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Funkcje wielu zmiennych czȩść 2



Sprawdzenie:

z(t) = f (x(t), y(t)) = (2t + sinh t)2 + (et − t2) · sin(2t + sinh t) ⇒

⇒ z ′(t) = 2(2t + sinh t) · (2 + cosh t) +
+(et−2t)·sin(2t+sinh t)+(et−t2)·cos(2t+sinh t)·(2+cosh t) ⇒

⇒ z ′(0) = 3

(2) f (x , y) = x2 + y2 , x(t) = et cos t , y(t) = et sin t

z ′(t) = fx · x ′(t) + fy · y ′(t) = 2x · (et cos t)′ + 2y · (et sin t)′ =
= 2et cos t(et cos t − et sin t) + 2et sin t(et sin t + et cos t) = 2e2t

Sprawdzenie:

φ(t) = f (x(t), y(t)) = (et cos t)2 + (et sin t)2 = e2t ⇒
⇒ φ′(t) = 2e2t
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Pochodne wyższych rzȩdów, n = 2

Twierdzenie

Jeżeli funkcje x , y : (a, b) → R sa̧ 2-krotnie różniczkowalne w
t0 ∈ (a, b), punkt (x(t0), y(t0)) jest punktem wewnȩtrznym
D ⊂ R2 i f : D → R ma cia̧g le 2-gie pochodne cza̧stkowe w
(x(t0), y(t0)) to druga pochodna funkcji z(t) = f (x(t), y(t)) w t0

jest równa z ′′(t0) =

∂2f

∂x2
·
(
dx

dt

)2

+2
∂2f

∂x∂y
·dx
dt

·dy
dt

+
∂2f

∂y2
·
(
dy

dt

)2

+
∂f

∂x
·d

2x

dt2
+
∂f

∂y
·d

2y

dt2
|t0

Dowód: d2z
dt2 = d

dt

(
dz
dt

)
= d

dt

(
∂f
∂x · dx

dt + ∂f
∂y · dy

dt

)
=

= d
dt

(
∂f
∂x

)
· dx
dt + ∂f

∂x · d2x
dt2 + d

dt

(
∂f
∂y

)
· dy
dt + ∂f

∂y · d2y
dt2 =

=
(
∂2f
∂x2 · dx

dt + ∂2f
∂y∂x · dy

dt

)
· dx
dt + ∂f

∂x · d2x
dt2 +

+
(

∂2f
∂x∂y · dx

dt + ∂2f
∂y2 · dy

dt

)
· dy
dt + ∂f

∂x · d2x
dt2

= ∂2f
∂x2 ·

(
dx
dt

)2
+ 2 ∂2f

∂x∂y · dxdt ·
dy
dt + ∂2f

∂y2 ·
(
dy
dt

)2
+ ∂f

∂x ·
d2x
dt2 + ∂f

∂y · d
2y

dt2
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Pochodna funkcji z lożonej

Przekszta lcenie x = (x1, . . . , xn) : (a, b) → Rn jest różniczkowalne
w t ∈ (a, b) jeżeli xi : (a, b) → R jest różniczkowalne w t dla
każdego i = 1, · · · , n.

Tw. (o pochodnej funkcji z lożonej)

Jeśli x = (x1, . . . , xn) : (a, b) → Rn jest różniczkowalne w
t0 ∈ (a, b), x(t0) jest punktem wewnȩtrznym D oraz f : D → R
jest różniczkowalna w x(t0) to funkcja z(t) = f (x(t)) jest
różniczkowalna w t0 oraz

dz

dt
(t0) =

n∑
i=1

∂f

∂xi
(x(t0)) · dxi

dt
(t0) = ∇f (x(t0)) · dx

dt
(t0)

=

(
∂f

∂x1
(x(t0)), · · · , ∂f

∂xn
(x(t0))

)
·


dx1
dt (t0)

...
dxn
dt (t0)
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Tw. (o pochodnych cza̧stkowych funkcji z lożonej dla n,m = 2)

Jeśli funkcje x , y : D → R sa̧ różniczkowalne w (u0, v0) ∈ D,
(x0, y0) = (x(u0, v0), y(u0, v0)) jest punktem wewnȩtrznym
Ω ⊂ R2, funkcja f : Ω → R jest różniczkowalna w (x0, y0) to
funkcja z(u, v) = f (x(u, v), y(u, v)) jest różniczkowalna w (u0, v0)
oraz

∂z

∂u
(u0, v0) =

∂f

∂x
(x0, y0) · ∂x

∂u
(u0, v0) +

∂f

∂y
(x0, y0) · ∂y

∂u
(u0, v0)

∂z

∂v
(u0, v0) =

∂f

∂x
(x0, y0) · ∂x

∂v
(u0, v0) +

∂f

∂y
(x0, y0) · ∂y

∂v
(u0, v0)

∇z(u0, v0) = ∇f (x0, v0) ·
(

∇x(u0, v0)
∇y(u0, v0)

)
.

W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Funkcje wielu zmiennych czȩść 2



Niech D ⊂ Rm. Przekszta lcenie x = (x1, . . . , xn) : D → Rn jest
różniczkowalne w a = (a1, · · · , am) ∈ D jeżeli xi : D → R jest
różniczkowalne w a dla każdego i = 1, · · · , n.

Tw. (o pochodnych cza̧stkowych funkcji z lożonej)

Jeśli x = (x1, . . . , xn) : D → Rn jest różniczkowalne w
a ∈ D ⊂ Rm, x(a) jest punktem wewnȩtrznym Ω ⊂ Rn oraz
f : Ω → R jest różniczkowalna w x(a) to funkcja z(u) = f (x(u))
jest różniczkowalna w a oraz

∂z

∂uj
(a) =

n∑
i=1

∂f

∂xi
(x(a)) · ∂xi

∂uj
(a) dla j = 1, · · · ,m.

∇z(a) = ∇f (x(a)) ·

 ∇x1(a)
...

∇xn(a)

 .
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Pochodne wyższych rzȩdów dla n = 2 , m = 2

Za lóżmy, że fukcje f , x , y sa̧ klasy C 2. Wtedy

∂2z
∂u2 =

= ∂2f
∂x2 ·

(
∂x
∂u

)2
+ 2 ∂2f

∂x∂y · ∂x
∂u · ∂y

∂u + ∂2f
∂y2 ·

(
∂y
∂u

)2
+ ∂f

∂x · ∂2x
∂u2 + ∂f

∂y · ∂2y
∂u2

∂2z
∂v2 =

= ∂2f
∂x2 ·

(
∂x
∂v

)2
+ 2 ∂2f

∂x∂y · ∂x
∂v · ∂y

∂v + ∂2f
∂y2 ·

(
∂y
∂v

)2
+ ∂f

∂x · ∂2x
∂v2 + ∂f

∂y · ∂2y
∂v2

∂2z
∂u∂v = ∂2f

∂x2 · ∂x∂v ·
∂x
∂u + ∂2f

∂x∂y ·
∂y
∂v ·

∂x
∂u + ∂2f

∂y∂x ·
∂x
∂v ·

∂y
∂u + ∂2f

∂y2 · ∂y∂u ·
∂y
∂v +

+ ∂f
∂x · ∂2x

∂u∂v + ∂f
∂y · ∂2y

∂u∂v
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Zamiana zmiennych w wyrażeniach różniczkowych

Przyk lady:

(1) Przekszta lcić wyrażenie różniczkowe x ∂z
∂x + y ∂z

∂y wprowadzaja̧c
wspó lrzȩdne biegunowe x = r cos θ , y = r sin θ.

z(x , y) = z [x(r , θ), y(r , θ)]

∂z

∂r
=

∂z

∂x
· cos θ +

∂z

∂y
· sin θ

∂z

∂θ
=

∂z

∂x
· (−r sin θ) +

∂z

∂y
· r cos θ

Z powyższego uk ladu równań wyznaczamy:

∂z

∂x
= cos θ · ∂z

∂r
− sin θ

r
· ∂z
∂θ

∂z

∂y
= sin θ · ∂z

∂r
+

cos θ

r
· ∂z
∂θ

W. Domitrz (slajdy: E. Stróżyna, W. Domitrz) Analiza, Wyk lad: Funkcje wielu zmiennych czȩść 2
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∂x + y ∂z

∂y wprowadzaja̧c
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Sta̧d:

x ∂z
∂x + y ∂z

∂y =

= r cos θ
(
cos θ · ∂z

∂r −
sin θ
r · ∂z

∂θ

)
+ r sin θ

(
sin θ · ∂z

∂r + cos θ
r · ∂z

∂θ

)
=

= r · ∂z
∂r
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(2) Wyrazić ∂2z
∂y∂x w zmiennych (u, v) : u = x + y , v = x + 2y

z(x , y) = z(u(x , y), v(x , y))

∂z
∂x = ∂z

∂u · ∂u
∂x + ∂z

∂v · ∂v
∂x = ∂z

∂u · 1 + ∂z
∂v · 1

∂2z
∂y∂x = ∂

∂y

(
∂z
∂x

)
= ∂

∂y

(
∂z
∂u + ∂z

∂v

)
=

= ∂
∂u

(
∂z
∂u + ∂z

∂v

)
· ∂u
∂y + ∂

∂v

(
∂z
∂u + ∂z

∂v

)
· ∂v
∂y =

=
(
∂2z
∂u2 + ∂2z

∂u∂v

)
· 1 +

(
∂2z
∂v∂u + ∂2z

∂v2

)
· 2 = ∂2z

∂u2 + 3 ∂2z
∂u∂v + 2 ∂2z

∂v2
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∂y∂x w zmiennych (u, v) : u = x + y , v = x + 2y

z(x , y) = z(u(x , y), v(x , y))

∂z
∂x = ∂z

∂u · ∂u
∂x + ∂z

∂v · ∂v
∂x = ∂z

∂u · 1 + ∂z
∂v · 1

∂2z
∂y∂x = ∂

∂y

(
∂z
∂x

)
= ∂

∂y

(
∂z
∂u + ∂z

∂v

)
=

= ∂
∂u

(
∂z
∂u + ∂z

∂v

)
· ∂u
∂y + ∂

∂v

(
∂z
∂u + ∂z

∂v

)
· ∂v
∂y =

=
(
∂2z
∂u2 + ∂2z

∂u∂v

)
· 1 +

(
∂2z
∂v∂u + ∂2z

∂v2

)
· 2 = ∂2z

∂u2 + 3 ∂2z
∂u∂v + 2 ∂2z

∂v2
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Uwaga:

Stosuja̧c zamianȩ zmiennych można uprościć wyrażenie
różniczkowe (opisuja̧ce np. zjawisko fizyczne) lub opis obszaru, w
którym rozpatrywane jest wyrażenie różniczkowe.

Przyk lad:
Dla danych (a, b) ∈ R2 i R > 0 obszar (x − a)2 + (y − b)2 < R2 to
ko lo otwarte o środku w punkcie (a, b) i promieniu R.

We wspó lrzȩdnych (r , θ) : x = a + r cos θ , y = b + r sin θ ma
prostszy opis r ∈ [0,R) , θ ∈ [0, 2π).
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Opis ko la otwartego

Ko lo otwarte (x − a)2 + (y − b)2 < R2 we wspó lrzȩdnych
(r , θ) : x = a + r cos θ , y = b + r sin θ ma prostszy opis

r ∈ [0,R) , θ ∈ [0, 2π).
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