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Pochodne czastkowe

Jedli funkcja f jest okre$lona w pewnym otoczeniu B(a, r) C R”

punktu a = (a1, ...,a,) i istnieje granica wtasciwa
i (@ 31,3 4 A%y 3, an) = F(aLs 3 30)
Axi—0 Ax;

to te granice nazywamy pochodna czastkowa rzedu pierwszego
funkcji f wzgledem zmiennej x; w punkcie a i oznaczamy:

of

—(a) = f.(a).

(@)= £(2)
Pochodna czastkowa %(a) to pochodna w punkcie a; funkg;ji
jednej zmiennej x; — f(a1,...,aj-1,Xi,3j+1,---,an)-

A
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Pochodne czastkowe
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Uwaga:

W definicji %(a) wszystkie zmienne poza x; sa state i w taki sam
sposéb traktuje sie je przy obliczaniu pochodnych czastkowych.
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Uwaga:

W definicji %(a) wszystkie zmienne poza x; sa state i w taki sam

sposéb traktuje sie je przy obliczaniu pochodnych czastkowych.

Przyktady:

(1) f(x,y,2z) = x*y3 + e’ 4 x-sinz
% =23+ e . y2 +sinz

,%C =3x%y? 4 e’ 2xy

of _
E_X Cos z
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(4) Sprawd2|c czy funkcja z = x - In £ spetnia réwnanie
X ax ty- W =Z
Jz X

z=x-(Iny—Inx)= % =Iny—Inx—1=In% -1, =3

xg§+y8y—x(ln§—1)+
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Pochodne czastkowe rzedu drugiego

Jesli pochodna czastkowa af (X) istnieje dla kazdego

x=(x1, " ,x) €EQC ]R" gdZ|e Q jest zbiorem otwartym to w
zbiorze € okre$lona jest nowa funkcja
of
Qax——(x)eR
ax,( x)
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Pochodne czastkowe rzedu drugiego

Jesli pochodna czastkowa af (x) istnieje dla kazdego
x=(x1, " ,x) €EQC ]R" gdZ|e Q jest zbiorem otwartym to w
zbiorze € okre$lona jest nowa funkcja

an—>g:l( )eR

Pochodne czastkowe rzedu pierwszego pochodnych czastkowych

gf( ) dla 1 <7 < nnazywamy pochodnymi czastkowym/ rzedu

drugiego funkgcji f(xy,...,x,) i oznaczamy 6xj8x, (x) = fex;(x) czyli
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Pochodne czastkowe rzedu drugiego

Jesli pochodna czastkowa af (x) istnieje dla kazdego
x=(x1, " ,x) €EQC ]R" gdZ|e Q jest zbiorem otwartym to w
zbiorze € okre$lona jest nowa funkcja

an—>g:l( )eR

Pochodne czastkowe rzedu pierwszego pochodnych czastkowych

gf( ) dla 1 <7 < nnazywamy pochodnymi czastkowym/ rzedu

drugiego funkgcji f(xy,...,x,) i oznaczamy 6xj8x, (x) = fex;(x) czyli

P y= 2 (2
Ox;0x; X) = Ox; \ Ox; x
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Pochodne czastkowe rzedu drugiego

Jesli pochodna czastkowa af (x) istnieje dla kazdego

x=(x1, " ,x) €EQC ]R" gdZ|e Q jest zbiorem otwartym to w
zbiorze € okre$lona jest nowa funkcja
of
Qax——(x)eR
ax,( x)

Pochodne czastkowe rzedu pierwszego pochodnych czastkowych

gf( ) dla 1 <7 < nnazywamy pochodnymi czastkowym/ rzedu

drugiego funkgcji f(xy,...,x,) i oznaczamy 6xj8x, (x) = fex;(x) czyli

P y= 2 (2
Ox;0x; X) = Ox; \ Ox; x

Stosujemy oznaczenie tez g g(x) = %(X).
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Pochodne czastkowe wyzszych rzedéw

Ogodlnie: pochodna czastkowa rzedu pierwszego pochodne;j
czastkowej rzedu k — 1 funkcji f nazywamy pochodna czastkowa
rzedu k tej funkcji czyli

okf 0 ok—1f
Ox;0x;, Oxj, - - OX; (x) = Ix; \ Ox;, 0x;, - - - Ox; (x)
J n ] Ik—1 J n ] Ik—1
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Pochodne czastkowe wyzszych rzedéw

Ogodlnie: pochodna czastkowa rzedu pierwszego pochodne;j
czastkowej rzedu k — 1 funkcji f nazywamy pochodna czastkowa
rzedu k tej funkcji czyli

okf 0 ok—1f
Ox;0x;, Oxj, - - OX; (x) = Ix; \ Ox;, 0x;, - - - Ox; (x)
J n ] Ik—1 J n ] Ik—1

okf
8xl.k

Stosujemy oznaczenie (x) na k-krotna pochodna czastkowa po
X; oraz

okf
oo 0

(x), gdzie S Jjiir = k,
1=1

na k-krotna pochodna czastkowa, gdzie ji-krotnie rozniczkujemy
po zmiennej x; dla [ =1,--- ,m.
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Pochodna czastkowa mieszana funkcji f(xi,...,x,) jest to

pochodna czastkowa rzedu k > 2, ktéra nie jest pochodna
Ke .

czastkowa %, i=1...,n.

i
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Pochodna czastkowa mieszana funkcji f(xi,...,x,) jest to

pochodna czastkowa rzedu k > 2, ktéra nie jest pochodna
Ke .

czastkowa gxf; ,i=1

sy N

Jesdli funkcja f(x,...,x,) ma w pewnym obszarze D C R" ciagte
pochodne mieszane rzedu k > 2 rdézniace sie kolejnoscia
rézniczkowania wzgledem zmiennych, to te pochodne mieszane sa
sobie réwne.

W szczegdlnosci:
Jedli f € C?(D), to V (x,y) € D £y (x,y) = fx(x, ).
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Pochodna czastkowa mieszana funkcji f(xi,...,x,) jest to

pochodna czastkowa rzedu k > 2, ktéra nie jest pochodna
Ke .

czastkowa gxf; ,i=1,...,n.

Jesdli funkcja f(x,...,x,) ma w pewnym obszarze D C R" ciagte
pochodne mieszane rzedu k > 2 rdézniace sie kolejnoscia
rézniczkowania wzgledem zmiennych, to te pochodne mieszane sa
sobie réwne.

W szczegdlnosci:
Jedli f € C?(D), to V (x,y) € D £y (x,y) = fx(x, ).

Uwaga: f € C?(D) oznacza, ze wszystkie pochodne czastkowe
rzedu 2 funkcji f sa ciagte.
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Uwaga:
Ciagtos¢ pochodnych w tw. Schwarza jest istotna, bo np. dla
funkgji

oy v s dia (xy) #(0,0
: ’”‘{ 0 da (xy) = (0.0

~—

pochodne mieszane sa nieciagte w (0,0) i nie sa sobie réwne w tym
punkcie:
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Uwaga:

Ciagtos¢ pochodnych w tw. Schwarza jest istotna, bo np. dla
funkgji

ey | v da () #(0,0)
f( ,}/)—{ 0+}’ dia (X’y):

pochodne mieszane sa nieciagte w (0,0) i nie sa sobie réwne w tym
punkcie:

X67 6 x4 2 X2 4
f;d/(xv)/):ﬂ/X(Xay): y(J)r<2+;/2)39 Y dla (X7y)7é(070)

pochodne te nie sa ciagte w (0,0), bo nie istnieja granice
lim(x.y)=(0,0) iy (X, ¥) 1 1im(se 1) (0.0 Fyx (X, ¥)
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(5,0) = (0,0) : y(% 0) = fix (5 )—>1
(0,5) = (0.0) = £y (0,5) = £ix (0.7) = =
PF 02f

Ox0y (O 0)

Wyznaczymy teraz 5 5 (0,0) i

97(0,0)

o2 f o [of _SE0,y) -

dy \ Ox

y—0

2 (0,0)

02 f o (of o7 (x,0) -
== (0,0 _<8y>(0 0) = lim

8x6y(7 ) Ox
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97 (0,0) = lim,p FCOFO _ i

97(0,0) = limy_o HOFOD — jim, 49 =0

<o Xlo

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz)

Analiza, Wykfad: Funkcje wielu zmiennych czes¢ 2



9r(0,0) = limy_yo "0 -7(00)
2(0,0) = lim, o 0X-(00)
90, y) = limy_yp (EN=FO0)

(Xv}/)ff(xvo)

ay(x 0) = limy_o 5

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz)

= limy_02=0
— i 0 _
. x2_y2
_||mx—>0}"x72+y2—_)/7 yeR
. 22
:Ilmy_>0x~x2+§2:x, x€eR
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97(0,0) = limy_o HOFOD — jim, 49 =0

90(0,y) = limyoyo LXTON —fim 5y . 520 =~y yeR
ay(x 0) = limy_o M =limy_,0x - §2;§2 =x, x€R
Stad:

25(0,0) =limy 0¥ = -1, £1(0,0)=lim 0% =1=

2 9%f
= 8?/5)( (0 0) # axay( )
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Przyktady:

(1) Wyznaczy¢ pochodne drugiego rzedu funkgji
(a) z(x,y) = x3 — 2x2y + 3y? € C?(R?)
ze=3x> —4xy, z,=—2x*>+06y

Zw =6bx—4y, zy, =2z,=—4x, z, =0
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Przyktady:

(1) Wyznaczy¢ pochodne drugiego rzedu funkgji

(a) z(x,y) = x3 — 2x2y + 3y? € C?(R?)

ze=3x> —4xy, z,=—2x*>+06y

Zw =6bx—4y, zy, =2z,=—4x, z, =0

(b) u(x,y,t) = 9t € C3(R?)

Uy = ytet . uy, = xte¥,  up = xye?"

U = Y2120y, = X2y = X2y 2t

Uxy = Uyx = t(1 4 xyt)e¥", ue = up = y(1 + xyt)e¥*,

uye = upy = x(1 + xyt)e¥*
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., o R 2 .
(2) Sprawdzi¢, czy zachodzi réwnanie 8?/5)( = aiazy dla funkgji

(a) z = cos(ax — by)
z, = —asin(ax — by), 2z, = bsin(ax — by)

z,, = abcos(ax — by), zy = abcos(ax — by) = z, = zx
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., o R 2 .
(2) Sprawdzi¢, czy zachodzi réwnanie 8?/5)( = aiazy dla funkgji

(a) z = cos(ax — by)
z, = —asin(ax — by), 2z, = bsin(ax — by)

z,, = abcos(ax — by), zy = abcos(ax — by) = z, = zx

(b) z=In(x>+y? +1)

Zi= 52— oz, = 2t
X X2+y2+1 9 Yy — x2+y2+1

_ 4xy _ 4xy _
Zxy = Gty2+1)2 Zyx = 2 ty2+1)2 = Zxy = Zyx
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(3) Sprawdzié, czy funkcja z = 2 cos? (y — %) spetnia réwnanie

&Px
252 0x2 + 8X8y =0

% =2-2cos (y— %) : [—sin (y— %)] : (—%) = sin(2y — x)

92z

Ox?
2 2 .

z€ C3(R?) = aiazy = 8‘382)( = %[sm(Zy —x)] =2cos(2y — x) =

= 2Z + Zyx = —2cos(2y — x) +2cos(2y —x) =0

= —cos(2y — x)
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Ptaszczyzna styczna do powierzchni z = f(x, y)

Niech D C R? bedzie podzbiorem otwartym, (xo, yo) € D i
f:D—R.

Stwierdzenie

Zatézmy, ze istnieje ptaszczyzna styczna do wykresu f (powierzchni
z = f(x,y)) w punkcie (o, yo, f (x0, ¥0))-

Wtedy réwnanie ptaszczyzny stycznej do powierzchni z = f(x,y) w
punkcie (xo, yo, f(x0, ¥0)) ma postaé

z = f(x0, Y0) + £ (%0, ¥0) (x — x0) + fy(x0, Y0)(¥ — ¥0)- (1))
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Ptaszczyzna styczna do powierzchni z = f(x, y)
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Ptaszczna styczna powinna zawieraé proste styczne do wykreséw
funkgcji x — f(x, yo) oraz y — f(xo,y). Sa one dane wzorami

{y = ¥
z = f(x0,y0) + f(x0,¥0)(x — x0)

{X = X0
z = f(x0,¥0) + fy(x0, ¥0)(y — y0)

Jedyna ptaszczyzna zawierajaca obie proste jest (1).[]

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz)
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Ptaszczyzna styczna do powierzchni

Nie do kazdej powierzchni istnieje ptaszczyzna styczna. Niech

z=—/x2+y2dla (x,y) € R2. W punkcie (0,0,0) nie ma
ptaszczyzny stycznej do tej powierzchni. Dlaczego? Zauwazmy, ze

f(x,0) = =Ix[, £(0,y) = =yl
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Rézniczkowalnos¢ funkeji wielu zmiennych

Niech D C R" bedzie podzbiorem otwartym, a = (a1, -+ ,a,) € D,
x=(x1, -+ ,x) €Dif:D—R

Funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie a jesli istnieja pochodne
czastkowe f,.(a) dla i =1,--- ,n oraz

i T = 1(0) = S, £u(a) s — 1)
x—a Do (i — ai)?

Jezeli funkcja f jest rézniczkowalna w a to wielkosé

df(a) = Y7, fi;(a)dx; nazywamy rézniczka funkcji f w punkcie a.
Jezeli funkcja f jest rézniczkowalna w zbiorze A C D jezeli jest
rézniczkowalna w kazdym punkcie tego zbioru.

~0. (2)
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Rézniczkowalnos¢ funkcji jednej zmiennej, a wielu

zmiennych

Uwaga. Granice (2) mozna zapisaé nastepujaco, gdzie
h=x—a=(h, -, hy)

Niech n=11i D C R bedzie podzbiorem otwartym, a € D,

f: D — R. Funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie a jesli istnieje
granica skofczona f'(a) = limy_,, %g(a)

Co jest réwnowazne temu, ze

0 s (&) 0 i A Falra) p g,
jest réwnowazne temu, ze limy_,, f)=f(a)—"(a)(x=2) " Ostatnia

[x—al
réwnos¢ jest doktadnie podstawieniem n =1 do (2) w definicji
rézniczkowalnos$ci funkcji n zmiennych .
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Rézniczkowalnos¢ funkcji wielu zmiennych (przyktad)

Sprawdzmy, czy funkcja f(x,y) = x? — 2y? jest rézniczkowalna w
punkcie (2,1). Warto$¢ f(2,1) = 2 Pochodne czastkowe

fe(x,y) = 2x, f,(x,y) = —4y. Stad £(2,1) =4 £,(2,1) = —
Musimy policzy¢ granice przy (u,v) — (0,0) wyrazenia
F(2rultv)—F(21)— () u—f,(21)v _ (24u)2—2(14v)2—2—4utdv

\/U2+V2 \/U2+V2
u?—2v? — u?4v2—3v? — P4v2-3v2 v2 —
\/u2+v2 \/u2+v2 \/U2+V2 \/u2+v2
Vu? + v2 u? + v2

<\/>—>0

= 0. Cate wyrazenie zbiega wiec do

lim( uv)ﬁoo) \/u2—i—v2 —OorazO <Vv

0 dla (u, v) —> (0,0) co dowod2| rézniczkowalnosci funkeji f w
punkcie (2,1).
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Rézniczkowalnos¢ funkcji wielu zmiennych a ciagtosé

Twierdzenie

Niech D C R", a € D bedzie punktem wewnetrznym D.
Jezeli funkcja f : D — R jest rézniczkowalna w a to f jest ciagta w
a.
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Rézniczkowalnos¢ funkcji wielu zmiennych a ciagtosé

Twierdzenie

Niech D C R", a € D bedzie punktem wewnetrznym D.
Jezeli funkcja f : D — R jest rézniczkowalna w a to f jest ciagta w
a.

Dowdd: Niech

P (xi—ai)?
0 dla x=a.

f(x)—f(a)=>i, fX,'(a)(Xi_ai) dl
c(x) = { a x#a

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 2



Rézniczkowalnos¢ funkcji wielu zmiennych a ciagtosé

Twierdzenie

Niech D C R", a € D bedzie punktem wewnetrznym D.
Jezeli funkcja f : D — R jest rézniczkowalna w a to f jest ciagta w
a.

Dowdd: Niech

P (xi—ai)?
0 dla x=a.

f(x)—f(a)=>i, fX,'(a)(Xi_ai) dl
c(x) = { a x#a

Funkcja f jest rézniczkowalna w a wiec limy_,,&(x) = 0 i funkcja ¢
jest ciagta w a.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 2



Rézniczkowalnos¢ funkcji wielu zmiennych a ciagtosé

Twierdzenie

Niech D C R", a € D bedzie punktem wewnetrznym D.
Jezeli funkcja f : D — R jest rézniczkowalna w a to f jest ciagta w
a.

Dowdd: Niech

P (xi—ai)?
0 dla x=a.

f(x)—f(a)=>i, fX,'(a)(Xi_ai) dl
c(x) = { a x#a

Funkcja f jest rézniczkowalna w a wiec limy_,,&(x) = 0 i funkcja ¢
jest ciagta w a.

Stad F(x) = F(3) + X0y Fu(a)(xs — a1) + £(x) /S04 0 — ).
Wiec limy_,, f(x) = f(a).[]

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 2



Rézniczkowalnos¢ funkeji wielu zmiennych

Twierdzenie

Niech D C R", a € D bedzie punktem wewnetrznym D i
f:D—R.

Jezeli dla kazdego i = 1,--- , n pochodne czastkowe g—)':’_(a) istnieja
i sa ciagte to funkcja f jest rézniczkowalna w a.

Przyktad: f(x,y) = sin(x?> 4+ y3). Df = R?.
Pochodne czastkowe %(X,y) = —cos(x? + y3)2x,
g—;(x,y) = —cos(x? + y3)3y? sa ciagte.

Stad f jest rézniczkowana w R2,
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Rézniczkowalnos¢ funkcji wielu zmiennych (przyktad)

Przyktad funkgji rézniczkowalnej w (0, 0), ktérej pochodne
czastkowe nie sa ciagte:
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Rézniczkowalnos¢ funkcji wielu zmiennych (przyktad)

Przyktad funkgji rézniczkowalnej w (0, 0), ktérej pochodne
czastkowe nie sa ciagte:

B (x2—i—y2)sinx271y2 dla (x,y) # (0,0)
f(x’”_{ o 7 4 (x,y) = (0,0)
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Rézniczkowalnos¢ funkcji wielu zmiennych (przyktad)

Przyktad funkgji rézniczkowalnej w (0, 0), ktérej pochodne
czastkowe nie sa ciagte:

B (x2—i—y2)sinx271y2 dla (x,y) # (0,0)
f(x’y)_{ o 7 4 (x,y) = (0,0)

: 1 2x 1
f(x.y) = { 2xsin 74 —52+y2 cos 747 dla (x,y) i (0,0)
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Rézniczkowalnos¢ funkcji wielu zmiennych (przyktad)

Przyktad funkgji rézniczkowalnej w (0, 0), ktérej pochodne
czastkowe nie sa ciagte:

f(x,y) = (x2 + y?)sin ﬁlﬁ dla (x,y) # (0,0)

’ 0 dla (x,y) = (0,0)
fy) = | 2Xsin T — P cos s dla (x,y) #(0,0)
x\X, Y 0 dla (x,y)=(0,0)
(A=,0) = (0,0) (A=, 0) = —2v2n7 — —c0.
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Rézniczkowalnos¢ funkcji wielu zmiennych (przyktad)

Przyktad funkgji rézniczkowalnej w (0, 0), ktérej pochodne
czastkowe nie sa ciagte:

B (x2—i—y2)sinx271y2 dla (x,y) # (0,0)
f(x’y)_{ o 7 4 (x,y) = (0,0)

f(x.y) = 2xsin x241ry2 - X2+y2 cos x2—|1ry2 dla (x,y) #(0,0)

’ 0 dla (x,y) =
(% 0) — (0,0) f, ((ﬁ%’ 0) = —2v2n1 — —0c0.
Stad £, nie jest ciagta w (0,0).
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Rézniczkowalnos¢ funkcji wielu zmiennych (przyktad)

Przyktad funkgji rézniczkowalnej w (0, 0), ktérej pochodne
czastkowe nie sa ciagte:

[ P+ yP)sin )(2712 dla (x,y) # (0,0)
f(x’y)_{ o 7 dla (xy)=(0,0)
: 1
f(x,y) = { 2xsin X241ry2 _0x2+y2 €S 57,2 ::: Ei i; i Eg 8;

(A=,0) = (0,0) (A=, 0) = —2v2n7 — —c0.
Stad f nie jest ciagta w (0,0). Ze wgledu na symetrie
f(x,y) = f(y, x) f, tez nie jest ciagta w (0,0)
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Rézniczkowalnos¢ funkcji wielu zmiennych (przyktad)

Przyktad funkgji rézniczkowalnej w (0, 0), ktérej pochodne
czastkowe nie sa ciagte:

B (x2—i—y2)sinx271y2 dla (x,y) # (0,0)
f(x’y)_{ o 7 4 (x,y) = (0,0)

fy) = | 2Xsin T — P cos s dla (x,y) #(0,0)
o 0 dla (x,y) =

(A=,0) = (0,0) (A=, 0) = —2v2n7 — —c0.
Stad f nie jest ciagta w (0,0). Ze wgledu na symetrie

f(x,y) = f(y,x) f, tez nie jest ciagta w (0,0)
0< ‘f(xyy)f(o,o) £(0,0)x—f; ( oO)y‘ m ‘sm el

VxPty?
Vx2+y2—0

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 2



Rézniczkowalnos¢ funkcji wielu zmiennych (przyktad)

Przyktad funkgji rézniczkowalnej w (0, 0), ktérej pochodne
czastkowe nie sa ciagte:

Flx,y) = (x* + y?)sin ﬁlyz dla (x,y) # (0,0)
0 dla (x,y) =(0,0)
f(xy) = 2x sin x241ry2 — X2+y2 cos x2—|1ry2 dla (x,y) #(0,0)
’ 0 dla (x,y)=(0,0)
1 1 — _ _
Stad f, nie jest ciagta w (0,0). Ze wgledu na symetrie
f(x,y) = f(y,x) f, tez nie jest ciagta w (0, 0)
f(x,y)—£(0,0)—£(0,0)x—£, (0,0
Og‘w) ( \)/xziy) )y‘ (25 2 |sin k| <
VX2 +y2—=0
Stad lim(, ,)—(0,0) f(x,y)—f(o,o\)/;i(roy,;))x—fy(o,o)y =0 czyli f jest

rézniczkowalna w (0, 0).
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Gradient i pochodne kierunkowe

Niech funkcja f bedzie funkcja rézniczkowalna w D C R".

Definicja gradientu

Gradientem funkcji f w punkcie a € D nazywamy wektor

gradf(a) = Vf(a) = (f4(a), -~ , £,(a))-

\.

Definicja pochodnej kierunkowe;j

Niech v € R". Pochodna kierunkowa funkcji f w punkcie a € D w
kierunku wektora v okreslamy nastepujacym wzorem
of . f(a+1tv)—f(a)

E(a) - tl_r;no t '

A\
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Pochodna kierunkowa

1.0
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lloczyn skalarny w R”

lloczyn skalarny wektoréw v, w € R" to liczba

n

vV-w = E Viw;.

i=1

Jesli wektory sa prostopadte to v - w = 0.

A
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Gradient i pochodne kierunkowe

Uwaga. Pochodna czastkowa g—; to pochodna kierunkowa w

kierunku wektora ¢; = (0,---,0,1,0,---,0) czyli § 37 = gg,— .

Twierdzenie

Jezeli funkcja jest rézniczkowalna w punkcie a to istnieja pochodne
kierunkowe w a w kierunku dowolnego wektora v = (vq,- -+, vp) i
sa réwne

of of
= zax, vi = VFf-v.
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Niech v € R" bedzie wektorem . Funkcja f jest rézniczkowalna w
a wiec istnieje granica

lim;_so fla+tv)—f(a)—3 7, i (a)ty; _
T ()2
. Flartv)- ()t o

ﬁ lim¢ o =

i=1Yi

ﬁ (HmHOM S fo(a)v ) 0.

Stad otrzymujemy, ze lim;_q M =31 f.(a)v czyli

of
E(a) = Vf(a)-v.

O
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Wiasnosci gradientu

Twierdzenie

Niech f bedzie funkcja rézniczkowalna w D i a € D oraz
Vf(a) # 0. Wtedy

@ Gradient wskazuje kierunek najszybszego wzrostu funkcji f w
punkcie a, a jego dtugos¢ okresla bezwzgledna wartosc tej
zmiany.

@ Gradient jest prostopadty do poziomic funkgcji .

A
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Wiasnosci gradient

-1.0 -05 0.0 05 1.0
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dowdd twierdzenia dla n =2

(1) Rozwazmy wektory w R? o dtugosci 1. Maja one postaé
= (cos t,sin t). Pochodna kierunkowa f w a w kierunku wektora
v jest réwna

of of OFf _
E(a) =Vf(a)-v= a(a) cost + @(a) sint = g(t).
Policzmy
g ... _ Of of B
dt()_ 8x()smt+6y()COSt_O'

Stad () = B (a)/ (o)

Cayli v = w2 Weedy 97 (a) = VF(a) - ordds = [VF(a)].
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dowdd twierdzenia dla n =2

(2) Niech a = (a1, a2) i ciag Vn € N (xu, yn) € f1(f(a)) oraz
(Xn, ¥n) — a. Wtedy f(xn, yn) = f(a). Rozwazmy granice ciagu
f(xn.yn)—f(a)—K(a)(xn—a1)—fy(a) (yn—a2) _

v/ (xn—a1)*+(yn—a2)?

—Vf(a) (xn—a1.yn—22) _ ika, 2
\/(Xna—a1)2+é(’§’ny 823)22 =0 Stad Wymka, *

iMoo VF(a) - L7252 — T f(a) - limy o Lo=2020222) —
)

limp o0

limp 0o

|(xn—a1,yn—a2)| — (xn—a1,yn—a2)|

Ciag % zbiega do wektora stycznego w a do f~1(f(a)

bo (xn, yn) € f~1(f(a)) dla kazdego n € N i (xp,ys) — a. Stad
V£(a) jest prostopadty do f~1(f(a)) w a. [
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Ciagtos¢ a pochodne kierunkowe

Przyktad funkcji, ktéra nie jest ciagta w punkcie, a ma pochone
kierunkowe w tym punkcie w dowolnym kierunku.

_ ] $5s dia (xy) #(0,0)
f(X’y)_{ 0 dia (xy)=(0.0)
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Ciagtos¢ a pochodne kierunkowe

Przyktad funkcji, ktéra nie jest ciagta w punkcie, a ma pochone
kierunkowe w tym punkcie w dowolnym kierunku.

xy3
f(X y): #}/6 dla (X,y)#(0,0)
’ 0 dla (x,y)=(0,0)
f(2 1)2%—) % oraz £(0,%) = 0 — 0. Stad granica f(x,y) w

mn n

(0,0) nie istnieje czyli f nie jest ciagta w (0, 0).
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Ciagtos¢ a pochodne kierunkowe

Przyktad funkcji, ktéra nie jest ciagta w punkcie, a ma pochone
kierunkowe w tym punkcie w dowolnym kierunku.

X_y3
)= | For () £00
0 dla (x,y)=(0,0)
f(n—13, %) = % — % oraz f(0, %) =0 — 0. Stad granica f(x,y) w
(0,0) nie istnieje czyli f nie jest ciagta w (0, 0).
Niech (u, v) bedzie dowolnym wektorem w R2.
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Ciagtos¢ a pochodne kierunkowe

Przyktad funkcji, ktéra nie jest ciagta w punkcie, a ma pochone
kierunkowe w tym punkcie w dowolnym kierunku.

_ ] $5s dia (xy) #(0,0)
f(X’y)_{ 0 dia (xy)=(0.0)

f(n—13, %) = % — % oraz f(0, %) =0 — 0. Stad granica f(x,y) w
(0,0) nie istnieje czyli f nie jest ciagta w (0, 0).
Niech (u, v) bedzie dowolnym wektorem w R?. Wtedy dla u # 0

df T f(0+tu,0+tv)—£(0,0) _ . tuvd
d(u,v)(o’ 0) = lim¢o : = lim¢so s =0
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Ciagtos¢ a pochodne kierunkowe

Przyktad funkcji, ktéra nie jest ciagta w punkcie, a ma pochone
kierunkowe w tym punkcie w dowolnym kierunku.

X 3
f(X y): #}/6 dla (X,y)#(0,0)
’ 0 dla (x,y)=(0,0)
f(n—13, %) = % — % oraz f(0, %) =0 — 0. Stad granica f(x,y) w
(0,0) nie istnieje czyli f nie jest ciagta w (0, 0).
Niech (u, v) bedzie dowolnym wektorem w R?. Wtedy dla u # 0
(O O) _ ||mt_> f(0+tu, 0+tv) f(0,0)

— i _twd
= lim¢_0 Pts = 0 oraz

d(u v)
dla v =0 g v)(O 0) = I|mt_>0 w = lim¢_0 % =0
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Ciagtos¢ a pochodne kierunkowe

Przyktad funkcji, ktéra nie jest ciagta w punkcie, a ma pochone
kierunkowe w tym punkcie w dowolnym kierunku.

X_y3
)= | For () £00
0 dla (x,y)=(0,0)
f(n—13, %) = % — % oraz f(0, %) =0 — 0. Stad granica f(x,y) w
(0,0) nie istnieje czyli f nie jest ciagta w (0, 0).
Niech (u, v) bedzie dowolnym wektorem w R?. Wtedy dla u # 0

d(u V) (O O) — ||mt_> f(0+tu 0+tv) f(O 0) _ Ilmt_>0 #‘{43‘/6 — 0 oraz
\4 . 33
dau=0 0. v)(O 0) = ||mt_>0 w — lim; o 0;\/6 —0

czyli pochodnia kierunkowa w (0,0) w kierunku dowolnego wektora
istnieje i jest réwna 0.
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Ciagtos¢ a pochodne kierunkowe

Przyktad funkcji, ktéra nie jest ciagta w punkcie, a ma pochone
kierunkowe w tym punkcie w dowolnym kierunku.

_ ] $5s dia (xy) #(0,0)
f(X’y)_{ 0 dia (xy)=(0.0)

f(n—l37 %) =1- % oraz f(0, %) =0 — 0. Stad granica f(x,y) w

(0,0) nie istnieje czyli f nie jest ciagta w (0, 0).
Niech (u, v) bedzie dowolnym wektorem w R?. Wtedy dla u # 0

d(u V) (O O) — ||mt_> f(0+tu 0+tv) f(O 0) _ Ilmt_>0 #‘{43‘/6 — O oraz
\4 . 33
dau=0 0. v)(O 0) = ||mt_>0 w — lim; o 0;\/6 —0

czyli pochodnia kierunkowa w (0,0) w kierunku dowolnego wektora

istnieje i jest réwna 0. Ale
_ f(X7y)_f(Ovo)_fX(o7O)X_f:V(07O)y _ Xy3

€(X;y) - \/X2+y2 (X2+y6)\/X2+y2'
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Ciagtos¢ a pochodne kierunkowe

Przyktad funkcji, ktéra nie jest ciagta w punkcie, a ma pochone
kierunkowe w tym punkcie w dowolnym kierunku.

_ ] $5s dia (xy) #(0,0)
f(X’y)_{ 0 dia (xy)=(0.0)

f(n—l37 %) =1- % oraz f(0, %) =0 — 0. Stad granica f(x,y) w
(0,0) nie istnieje czyli f nie jest ciagta w (0, 0).

Niech (u, v) bedzie dowolnym wektorem w R?. Wtedy dla u # 0
(O O) _ ||mt_> f(0+tu 0+tv) f(O 0)

— i _twd
= lim¢_0 Pts = 0 oraz

d(u v)
dla v =0 g v)(O 0) = I|mt_>0 w = lim¢_0 % =0

czyli pochodnia kierunkowa w (0,0) w kierunku dowolnego wektora
istnieje i jest réwna 0. Ale
_ flxy)—f(0,0)—£(0,0)x—£(0,0)y _ xy*

e(x,y) = \/X2+y (x2+y0)\/x21y?
Stad (2 el n) = — 400, wiec funkcja f nie jest
2\/;

rézniczkowalna w (0, 0).
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Przyktady

(1) Obliczy¢ gradient i pochodna kierunkowa funkcji

f(x,y,z) = x> + 3xyz + yz> w punkcie (5,2,1) w kierunku
wektora (3,3, 3)

Vf(x,y,z) = (2x + 3yz,3xz + z3,3xy + 3yz?)

Vf(5 2,1) = (16,16, 36)

d(333)(5 2,1)=Vf(5,2,1)-(3,3,3) = (16,16,36) - (3,3,3) =
16-3+16-3+36-3 =204

(2) Dla funkcji f(x,y) = x2 + xy i punktu (2,1) znalezé wektor, w
kierunku ktérego szybkos$¢ wzrostu f(x, y) w punkcie (2,1) jest
najwieksza, napisa¢ réwnania parametryczne pétprostej
wychodzacej z (2,1) w tym kierunku.

%(2)1):(2)(—’_)/)‘(2,1) :5) %(27 1):X|(2,1) =2

VFf(2,1) = (5,2), |Vf(2,1)] =29
{(x,y): x=2+1t-5, y=1+t-2, t >0}
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Pochodne funkcji ztozonych

Tw. (o pochodnej funkgji ztozonej dla n = 2)

Jedli funkcje x, y : (a, b) — R sa rdézniczkowalne w punkcie
to € (a, b), punkt (x(to),y(to)) jest punktem wewnetrznym
D c R? i funkcja f : D — R jest rézniczkowalna w punkcie

(x(to0), y(to)), to funkcja ztozona z(t) = f(x(t), y(t)) jest
rézniczkowalna w ty oraz

(o) = fi(x(to), y(t0)) - X'(to) + £, (x(t0), ¥(t0)) - ¥'(to)

d Ix d
i (X0, y (1)) e=o = Rk AL

dx
— Vf(x(to), y(to)) - ( g () )
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Niech (xo, y0) = (x(t0), y(t0)), Ax = x(to + At) — x(to),
Ay = y(to + At) — y(to).
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Niech (xo, y0) = (x(t0), y(t0)), Ax = x(to + At) — x(to),
Ay = y(to+ At) y(to). Wtedy limar—0 Ax = limar0 Ay =

0, limasso & A =X(t0), limarso 2t =y'(to).
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Niech (x0,y0) = (x(t0), ¥(t0)), Ax = x(to + At) — x(to),
Ay = y(to + At) — y(to). Wtedy limar—0 Ax = limar0 Ay =
: Ax _ 1 : Ay _
0, limar—o 37 = X'(t0), limar—so 37 = ¥ (o).
Z rézniczkowalnosci f otrzymujemy
z(to + At) — z(to) = f(x(to + At), y(to + At)) — f(x(t0), y(t0)) =

fx (X0, Y0) Ax + f,(x0, yo) Ay + e(Ax, Ay)+/(Ax)? + (Ay)?, gdzie
limat—o0e(Ax,Ay) =0.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 2



Niech (xo, y0) = (x(t0), y(t0)), Ax = x(to + At) — x(to),
Ay = y(to + At) — y(to). Wtedy limar—0 Ax = limar0 Ay =

: Ax _ 1 : Ay _
0, limar—o 37 = X'(t0), limar—so 37 = ¥ (o).
Z rézniczkowalnosci f otrzymujemy
z(to + At) — z(to) = f(x(to + At), y(to + At)) — f(x(t0), y(t0)) =
fe(x0, o) Ax + f,(x0, Yo) Ay + £(Ax, Ay)/(Ax)? + (Ay)?, gdzie
limat—o0e(Ax,Ay) = 0. Dzielac przez At otrzymujemy
Z(tO+AAt2._Z(tO) _

fe(x0, Y0) 35 + £, (x0, Y0) 2% + e(Ax, Ay) [ (BX)2 + (5%)?
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Niech (xo, y0) = (x(t0), y(t0)), Ax = x(to + At) — x(to),

Ay = y(to + At) — y(to). Wtedy limar—0 Ax = limar0 Ay =

0, limaeso 525 = X(to), limarso 2% = ¥'(to)-

Z rézniczkowalnosci f otrzymujemy

z(to + At) — z(to) = f(x(to + At), y(to + At)) — f(x(t0), y(t0)) =
fe(x0, o) Ax + f,(x0, Yo) Ay + £(Ax, Ay)/(Ax)? + (Ay)?, gdzie
limat—o0e(Ax,Ay) = 0. Dzielac przez At otrzymujemy

z(to+At)—z(ty) _
At -

fe(X0, Yo) B2 + fy(Xoy)/o)% +e(Dx, Ay)\ (B2 + (R2)?
Prechodzac do granicy At — 0 mamy
Z'(tp) = lima¢—o w = f(x0, y0)x'(to) +

fy (%0, %0)y'(to) + limae—so e(Ax, Ay) /(¥ ()2 + (v'(t0))?,

>
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Niech (xo, y0) = (x(t0), y(t0)), Ax = x(to + At) — x(to),

Ay = y(to + At) — y(to). Wtedy limar—0 Ax = limar0 Ay =

0, limaeso 525 = X(to), limarso 2% = ¥'(to)-

Z rézniczkowalnosci f otrzymujemy

z(to + At) — z(to) = f(x(to + At), y(to + At)) — f(x(t0), y(t0)) =
fe(x0, o) Ax + f,(x0, Yo) Ay + £(Ax, Ay)/(Ax)? + (Ay)?, gdzie
limat—o0e(Ax,Ay) = 0. Dzielac przez At otrzymujemy

z(to+At)—z(ty) _
At -

fe(X0, Yo) B2 + fy(Xoy)/o)% +e(Dx, Ay)\ (B2 + (R2)?
Prechodzac do granicy At — 0 mamy
Z'(tp) = lima¢—o w = f(x0, y0)x'(to) +

fy(x0, ¥0)y'(to) + limat—o e(Ax, Ay)\/(x’(to))2 + (y'(t0))?,czyli

>

Z'(to) = f(x0, y0)X'(to) + £, (x0, y0)y'(to)-
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Przyktady:

(1) Obliczy¢ 9 dla funkeji z = f[x(t), y(t)] w to = 0 dla funkcji
z = f(x,y) = x2 + ysinx, gdzie x = x(t) = 2t + sinh t,
y=y(t)=e -t

xo=x(to) =0, yo=y(to) =1

f(x,y) =2x+ycosx, £(0,1)=1

f,(x,y) =sinx, £,(0,1)=0

x'(t)=2+cosht, x'(0)=3

y(t)=et—2t, y(0)=1

= 2/(0) = £(0,1) - X'(0) + £,(0,1) - y/(0) =1-3+0-1=3
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Sprawdzenie:
z(t) = f(x(t), y(t)) = (2t +sinh t)? + (et — t?) -sin(2t +sinh t) =

= 7/(t) = 2(2t 4+ sinh t) - (2 + cosh t) +
+ (et —2t)-sin(2t+sinh t)+ (et — t2)-cos(2t+sinh t)-(2+cosh t) =

= Z/(0)=3
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Sprawdzenie:
z(t) = f(x(t), y(t)) = (2t +sinh t)? + (et — t?) -sin(2t +sinh t) =

= 7/(t) = 2(2t 4+ sinh t) - (2 + cosh t) +
+ (et —2t)-sin(2t+sinh t)+ (et — t2)-cos(2t+sinh t)-(2+cosh t) =

= Z/(0)=3

(2) f(x,y) =x>+y?, x(t)=elcost, y(t)=etsint

Z/(t) = - X' (t)+ £, - y/(t) = 2x - (e' cos t) + 2y - (e'sint) =
= 2etcost(efcost — elsint) 4 2efsint(efsint + el cost) = 2e?t
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Sprawdzenie:
z(t) = f(x(t), y(t)) = (2t +sinh t)? + (et — t?) -sin(2t +sinh t) =

= 7/(t) = 2(2t 4+ sinh t) - (2 + cosh t) +
+ (et —2t)-sin(2t+sinh t)+ (et — t2)-cos(2t+sinh t)-(2+cosh t) =

= Z/(0)=3

(2) f(x,y) =x>+y?, x(t)=elcost, y(t)=etsint

Z/(t) = - X' (t)+ £, - y/(t) = 2x - (e' cos t) + 2y - (e'sint) =
= 2etcost(efcost — elsint) 4 2efsint(efsint + el cost) = 2e?t
Sprawdzenie:

o(t) = F(x(t),y(t)) = (et cost)? + (efsint)? = e’ =
= ¢/ (t) = 2%
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Pochodne wyzszych rzedéw, n = 2

Twierdzenie

Jezeli funkcje x, y : (a, b) — R sa 2-krotnie rézniczkowalne w
to € (a, b), punkt (x(to),y(to)) jest punktem wewnetrznym
D Cc R?i f: D — R ma ciagte 2-gie pochodne czastkowe w

(x(t0), y(to)) to druga pochodna funkgji z(t) = f(x(t), y(t)) w to

jest réwna z"(ty) =

O2f (dx\? _ 0%f dx dy O*fF [(dy\? Of d’x Of d%
8x2<dt> T2 oxay dt dt 8y2(dt> Tox a2 oy a2l
Dowsd: G =5 (%) = & (5 %+ 5 %) -

— 4 (%) s+ s x v g (L) S+ =

= (%5 S+ 85 %) S+% -G+

+ (& S+5 %) %+8-%

= PE (%) po L g P () o o gy

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz)
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Pochodna funkcji ztozonej

Przeksztatcenie x = (x1,...,%,) : (8, b) — R" jest rézniczkowalne
w t € (a,b) jezeli x; : (a,b) — R jest rézniczkowalne w t dla
kazdego i =1, --- ,n.

Tw. (o pochodnej funkgji ztozonej)

Jedli x = (x1,...,%q) : (a, b) — R" jest rézniczkowalne w

to € (a, b), x(to) jest punktem wewnetrznym D oraz f : D — R
jest rézniczkowalna w x(tp) to funkcja z(t) = f(x(t)) jest
rézniczkowalna w ty oraz

% (1) = 3 o (x(10) - () = VF(x(10)) - (1)
%4 (1)
dt
— (o) peteon) |
X1 Xn dx
dtn(tO)
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Tw. (o pochodnych czastkowych funkcji ztozonej dla n, m = 2)

Jesli funkcje x, y : D — R sa rézniczkowalne w (up, vo) € D,

(x0, ¥0) = (x(uo, v0), y(uo, vo)) jest punktem wewnetrznym

Q C R?, funkcja f : Q — R jest rézniczkowalna w (xg, yo) to
funkcja z(u, v) = f(x(u,v), y(u, v)) jest rézniczkowalna w (up, vo)
oraz

8z of Bx of By
a(uo, Vo) = a(xo,)/o) ' %(Uo, Vo) + a*y(xo,)/o) ' a(uo, Vo)
9z of B of By
E(Uo, V) = a(XO;YO) ' E(Uo, vo) + a*y(xo,)/o) ' E(Uo, Vo)
_ . Vx(ug, vo)
VZ(U[), Vo) = Vf(Xo, Vo) < Vy(Uo, Vo) ) .
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Niech D C R™. Przeksztatcenie x = (x1,...,%) : D — R" jest
rézniczkowalne w a = (a1, -+ ,am) € D jezeli x; : D — R jest
rézniczkowalne w a dla kazdego i =1,--- ,n.

Tw. (o pochodnych czastkowych funkcji ztozonej)

Jedli x = (x1,...,xn) : D — R" jest rézniczkowalne w

ae D CR™, x(a) jest punktem wewnetrznym Q C R” oraz
f:Q — R jest rézniczkowalna w x(a) to funkcja z(u) = f(x(u))
jest rézniczkowalna w a oraz

8X,
8uj Z@X, uj( S ela =1,

Vxl(a)
Vz(a) = Vf(x(a)) - :
Vxn(a)
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Pochodne wyzszych rzedéw dla n =2, m =2

Zatézmy, ze fukcje f, x, y sa klasy C?. Wtedy
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Pochodne wyzszych rzedéw dla n =2, m =2

Zga’féimy, ze fukcje f, x, y sa klasy C?. Wtedy

ou?
_ 82F  (9x)2 9f  9x #2f  (oy of  9°x | Of %y
(5u)" +2 SR '(a toxow T oy o

— 9x2 " \ou Oxdy  Ou

Pz _

ov2 )

_ Pf (9x)\2 2f 9x Oy | 8f (9dy of 8°x | of &y
=50 (&) t2%50 o o (o) v sat 8y an

Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 2
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Pochodne wyzszych rzedéw dla n =2, m =2

Zatézmy, ze fukcje f, x, y sa klasy C2?. Wtedy

&z

oudv —

of
+ ox

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz)

Ox 0*f  Ox
(%) 28X<9y " du
dx )2 Pf Ox
’ (W) +28x8y " ov
— ﬂ . Ox J + >2f .
8x2 ov Ox0y
8f 82
Buav + dy 8u8v

Oy

" du

82f dy . of Py
+ (6u> + ax 8u2 + Ay 6u2
82f dy of  Px | of 9y
T (m) +ax o Ty ot
Ox | O 0x Oy | 3 Oy Oy
vt oy0x o on T o oy ov T

Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 2



Zamiana zmiennych w wyrazeniach rézniczkowych
Przyktady:

1) Przeksztatci¢ wyrazenie rézniczkowe x22 + y 92 w rowadzajac
y ax T Ya, WP J
wspdtrzedne biegunowe x = rcosf, y = rsind.
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Zamiana zmiennych w wyrazeniach rézniczkowych

Przyktady:

(1) Przeksztatci¢ wyrazenie rézniczkowe xax + y(9 wprowadzajac
wspdtrzedne biegunowe x = rcosf, y = rsind.

z2(x,y) = z[x(r,0),y(r,0)]
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Zamiana zmiennych w wyrazeniach rézniczkowych

Przyktady:

(1) Przeksztatci¢ wyrazenie rézniczkowe xax + y(9 wprowadzajac
wspdtrzedne biegunowe x = rcosf, y = rsind.

z2(x,y) = z[x(r,0),y(r,0)]

0z _ 0z - COS 9+i sinf
ar  Ox oy
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Zamiana zmiennych w wyrazeniach rézniczkowych

Przyktady:

(1) Przeksztatci¢ wyrazenie rézniczkowe xax + yay wprowadzajac
wspdtrzedne biegunowe x = rcosf, y = rsind.

z2(x,y) = z[x(r,0),y(r,0)]

0z _ 0z - COS 9+i sinf
ar ~ ox oy

0z 0z . 0z
56 &-(—rsm0)+8fy - rcosf
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Zamiana zmiennych w wyrazeniach rézniczkowych
Przyktady:

(1) Przeksztatci¢ wyrazenie rézniczkowe xax + yay wprowadzajac
wspdtrzedne biegunowe x = rcosf, y = rsind.

z2(x,y) = z[x(r,0),y(r,0)]

82_82 - Cos 9+i sin 6
or  0Ox dy
0z 0Oz 0z
= ox (= rsm0)+8fy r cos 6
Z powyzszego uktadu réwnan wyznaczamy:
9z _ cos 0 0z _sinb 0z
ox or ro 90
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Zamiana zmiennych w wyrazeniach rézniczkowych

Przyktady:

(1) Przeksztatci¢ wyrazenie rézniczkowe xax + yay wprowadzajac
wspdtrzedne biegunowe x = rcosf, y = rsind.

z2(x,y) = z[x(r,0),y(r,0)]

82_82 - Cos 9+i sin 6
or  0Ox dy

0z 0Oz 0z

= ox (= rsm0)+8fy r cos 6

Z powyzszego uktadu réwnan wyznaczamy:

0z _ cos 0 0z _sinb 0z
ox or r 00
0z . 0z cosf Oz
— =sinf - —+ S
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Stad:

X8x +y

—rc050(cosﬁ-%—s";9 92) 4+ rsinf (sing - 92 4 <0 Jz) —
—r. 0z

o or
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2 Wyraziéﬁwzmiennych uv): u=x+y,v=x+2y
JyOx
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(2) Wyrazi¢ % w zmiennych (u,v) : u=x+y,v=x+2y
z(x,y) = z(u(x,y), v(x,y))
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2 Wyraziéﬁwzmiennych uv): u=x+y,v=x+2y
JyOx

z(x,y) = z(u(x,y), v(x,y))

0z __ 0z +82 8v_82.1_’_g'1

ox — Ju

v Ox — Ou
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2 Wyraziéﬁwzmiennych uv): u=x+y,v=x+2y
JyOx

z(x,y) = z(u(x,y), v(x,y))

0z __ 0Oz 0z Ov _ 0z . 0z .

Ox — Ou +8v Ox — Ou 1+ v 1

Pz 9 (0z\ _ O (Oz 0z\ _
ay{“)x_aiy(a)_ay(u_{—av)_

— 9 (0z 4 9z\ Qu 4 0O (0z 4 0z) K 9v _

~ du u+8v) 8y+8v(u+8v) 8y_

_ ([ &*z &z &z 0%z _

- <W + 8u8v> -1 <8v u ov2 2= T +38u8v +28v2
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Uwaga:

Stosujac zamiane zmiennych mozna uproéci¢ wyrazenie
rézniczkowe (opisujace np. zjawisko fizyczne) lub opis obszaru, w
ktérym rozpatrywane jest wyrazenie rézniczkowe.
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Uwaga:

Stosujac zamiane zmiennych mozna uproéci¢ wyrazenie
rézniczkowe (opisujace np. zjawisko fizyczne) lub opis obszaru, w
ktérym rozpatrywane jest wyrazenie rézniczkowe.

Przyktad:

Dla danych (a, b) € R? i R > 0 obszar (x —a)? + (y — b)? < R? to
koto otwarte o srodku w punkcie (a, b) i promieniu R.

W. Domitrz (slajdy: E. Strézyna, W. Domitrz) Analiza, Wyktad: Funkcje wielu zmiennych czesé 2



Uwaga:

Stosujac zamiane zmiennych mozna uproéci¢ wyrazenie
rézniczkowe (opisujace np. zjawisko fizyczne) lub opis obszaru, w
ktérym rozpatrywane jest wyrazenie rézniczkowe.

Przyktad:

Dla danych (a, b) € R? i R > 0 obszar (x —a)? + (y — b)? < R? to
koto otwarte o srodku w punkcie (a, b) i promieniu R.

We wspétrzednych (r,0) : x =a+rcosf, y = b+ rsinf ma
prostszy opis r € [0, R), 6 € [0, 27).
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Opis kota otwartego

Koto otwarte (x — a)? + (y — b)? < R? we wspétrzednych
(r,0) : x=a+rcosf, y = b+ rsinf ma prostszy opis
re[0,R), 6 € [0,2n).

Y
vy - — 5

||
0 & x
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