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Pochodna czastkowa: definicja

Niech Q C R” bedzie zbiorem otwartym, a € ©, a f : 2 — R. Oznaczmy
przez e; wektor, ktérego i-ta wspdtrzedna wynosi 1, a pozostate sg réwne 0.

Pochodna wzgledem i-tej zmiennej

Jedli istnieje skonczona granica

_of . f(a+ he)—f(a)
B Bx;(a) B ilwino h ’

fo(a)
to nazywamy jg pochodna czastkowa f wzgledem x; w punkcie a.
Zmienia sie wytacznie i-ta wspotrzedna:
a+ he;=(a1,...,a3-1,3 +h ait1,...,an).

Otwarto$¢ dziedziny zapewnia, ze te punkty naleza do niej dla wszystkich
dostatecznie matych |h|.
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Pochodna czastkowa: przekréj wykresu

Dla funkcji z = f(x, y) ustalamy y = b i badamy funkcje jednej zmiennej
x +— f(x, b). Liczba f,(a, b) okresla nachylenie stycznej do tego przekroju w
punkcie (a, b, f(a, b)).
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Pochodne f(a, b) i f,(a, b) opisujg nachylenia stycznych w dwéch
przekrojach: przy ustalonym y = b oraz przy ustalonym x = a. Samo
istnienie obu pochodnych nie zapewnia rézniczkowalnosci.
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Obliczanie pochodnych czastkowych

Rézniczkujac wzgledem jednej zmiennej, pozostate traktujemy jako state.
Stosujemy znane reguty sumy, iloczynu, ilorazu i ztozenia.

Dla f(x,y,z) = x2y3 + e’ + xsin z, okreélonej na R3, otrzymujemy
f = 2xy° 4—y2e"y2 +sin z,
f, = 3x2y? + 2xy exyz,
fz

W pochodnych sktadnika wyktadniczego wystepuja czynniki

Axy®) _ Axy?)
O =y°, 7{3‘y = 2xy.

Sktadniki niezalezne od aktualnej zmiennej maja pochodng réwna zeru.

W. Domitrz
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Przyktad: suma ilorazéw

Niech

Liczymy po kolei:

Na przyktad przy rézniczkowaniu —z/x = —zx~1 wzgledem x liczba z jest
staty, wiec otrzymujemy zx 2.

Warunki x # 0, y # 0, z # 0 wynikaja juz z dziedziny funkcji i obowiazuja
réwniez w powyzszych wzorach.
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Przyktad: funkcja wyktadnicza z ilorazem

Dla
fix,y)=e"  x#0,

stosujemy regute tancuchowa. Najpierw rézniczkujemy wyktadnik:

dy__y Oy 1
oxx  x2’ dy x  x
Stad
1
ﬁ(:_éey/x, fy: ;ey/x.

Zmiennej y nie rézniczkujemy w pierwszym rachunku, a zmiennej x w drugim.

Funkcje wielu zmiennych, cz. 2

W. Domitrz



Przyktad: tozsamos¢ dla funkcji logarytmicznej

Niech z(x,y) = xIn(y/x). Dziedzing jest xy > 0: zmienne moga by¢ obie
dodatnie albo obie ujemne.

Bez rozdzielania logarytmu na niedozwolone sktadniki liczymy

zX:InX+x~i(—L):InX—1,
X

Wobec tego
xzx—&—yzy:x(lnz—l)—&—yi:xlnzzz.
X y X

Na catej dziedzinie mozna takze uzy¢ tozsamosci In(y/x) = In|y| — In |x].
Zapis bez modutéw wymagatby x,y > 0.
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Pochodne czastkowe drugiego rzedu

Jedli funkcja f,, jest okreslona w otoczeniu punktu a i ma w nim pochodna
wzgledem Xx;, definiujemy

o (of 0f
furl) = o (5 ) () = e

Konwencja kolejnosci: w indeksie fy,,; najpierw rézniczkujemy po x;, a
nastepnie po x;. W zapisie operatorowym jako pierwszy dziata operator
stojacy najblizej funkgji.

Dla dwéch zmiennych otrzymujemy cztery pochodne:

oo

Xy

f,

ey

Pochodne £, f,, s3 czyste, a £, f,x mieszane. Réwnosci pochodnych
mieszanych nie zaktadamy bez uzasadnienia.
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Pochodne wyzszych rzedéw

Pochodna k-tego rzedu powstaje po k kolejnych rézniczkowaniach:

0 0

T G o

f, ije{l,...,n}.

Jesli grupujemy rézniczkowania w bloki o liczebnosciach ji, ..., js, ich taczny
rzad wynosi

Jt s =k

Numery zmiennych nie s3 wagami w tej sumie. Na przyktad dwukrotne
rézniczkowanie po x3 i jednokrotne po x; daje pochodng trzeciego rzedu.

Przed zastosowaniem twierdzenia o zamianie kolejnosci trzeba zachowad
faktyczna kolejno$¢ wykonywanych operacji.
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Klasa regularnosci i twierdzenie Schwarza

Niech Q C R” bedzie otwarty. Piszemy f € C*(Q), gdy f oraz wszystkie je]
pochodne czastkowe rzedéw od 1 do k istnieja i sg ciggte w 2.

Twierdzenie Schwarza

Jezeli f € CK(RQ), to kolejnoéé rézniczkowah nie zmienia wartoéci pochodnej
rzedu co najwyzej k, o ile kazda zmienna wystepuje tyle samo razy.

W szczegélnosci dla f € C?(Q):
f;qxj = ijx,--
Dla a = (a1, ..., @), a; > 0 catkowitych, rzad pochodnej oznaczamy przez

olelf

el =art-tan DY = e

Klasa C° oznacza istnienie ciggtych pochodnych wszystkich rzedéw.
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Dlaczego mozna zamienia¢ pochodne mieszane?

Dla f € C? w otoczeniu (a, b) rozwazmy przyrost prostokatny
Q(h) =f(a+h,b+h)—f(a+ h,b)— f(a,b+ h)+ f(a,b).

Dla matego h # 0 dwukrotnie stosujemy twierdzenie o wartosci Sredniej,
najpierw do zmiennej x, potem do y:

Q(h) = h[f(a+0h, b+ h) — fi(a+ 60h,b)]
= W’ fy(a+ 0h, b+nh),

gdzie 6,7 € (0,1) moga zaleze¢ od h.

W odwrotnej kolejnosci otrzymujemy
Q(h) = h*f(a+ 6h, b+ 7ih).

Dzielimy przez h? i przechodzimy z h do zera. Ciagtoé¢ obu pochodnych daje
f;O’(aa b) = f;/X(av b)
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Pochodne mieszane: rola zatozen

Rozwazmy funkcje

xy(x* = y?)
fooy) =4 2ty (x,y) #(0,0),

0, (x,¥) =(0,0).

Poza poczatkiem uktadu mianownik jest dodatni, wiec funkcja jest klasy C*°.
Reguta ilorazu daje tam

y(x* 4 4x2y? — y*)

- X(X4 _ 4X2y2 _ y4)
(X2 +y2)2 :

y - (X2+y2)2

ﬁ(:

)

Ponowne rézniczkowanie prowadzi do wspdlnej wartosci

X6 _ y6 + 9X4y2 _ 9X2y4
fry = fyx = CENDE , (x,y) # (0,0).

W punkcie (0,0) trzeba wréci¢ do definicji pochodnych.

W. Domitrz Funkcje wielu zmiennych, cz. 2



Brak ciggtosci pochodnych mieszanych

Dla x # 0 oraz y # 0 wzdr z poprzedniej strony daje
oy (%, 0) = fix(x,0) =1, £y(0,y) = £x(0,y) = —1.
W szczegdlnosci dwa ciagi zbiezne do (0,0) prowadza do réznych wartosci:
f(1/k,0) =1, fiy(0,1/k) = —1.

Zatem ani f,,, ani f,, nie ma granicy w poczatku ukfadu. Nie mogg by¢ tam
ciggte, niezaleznie od swoich wartoséci w tym punkcie.

Zatozenie C? twierdzenia Schwarza nie jest spetnione. Sama ta obserwacja
jeszcze nie oblicza pochodnych mieszanych w zerze; wykonamy ten rachunek
bezposrednio.
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Obliczenie pochodnych mieszanych w zerze

Poniewaz f(h,0) = f(0, h) = £(0,0) = 0, mamy

. f(h,0) B
£(0,0) = flgno = 0, f,(0,0) =0.
Dla ustalonego y # 0:
AOy) = fim == =M= =

Dla ustalonego x # 0 analogicznie:

2 _ h2
im 7X(X ) = X.

f000) = fim o

Wzory £,(0,y) = —y oraz f,(x,0) = x obejmuja takze zero, zgodnie z
pierwszym rachunkiem.
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Nieréwnos$¢ pochodnych mieszanych w zerze

Teraz rézniczkujemy funkcje otrzymane na osiach:

£ (0,h) = £(0,0) . —h
f(0,0) = lim ( )h ( ):h'l“oT:‘l*

_ £,(h0)—£(0,00  h
f;,x(070):fllin0 A )hy( ):llulnoﬁzl

£(0,0) = =1 # 1 = £,(0,0). |
Obie pochodne istnieja, lecz nie s3 réwne. Nie przeczy to twierdzeniu
Schwarza: brakuje jego zatozen dotyczacych ciggtosci.

W tym przyktadzie pochodne mieszane s3 réwne w kazdym punkcie réznym
od (0,0), ale nie w samym poczatku ukfadu.

Funkcje wielu zmiennych, cz. 2
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Drugie pochodne: wielomian

Dla z(x,y) = x> — 2x%y + 3y? mamy
z, = 3x% — 4xy, z, = —2x2 + 6y.
Rézniczkujac kazda z tych funkcji po obu zmiennych, otrzymujemy

Zy = bx — 4y, Zxy = —4x,

z, = —4x, z,, = 0.

Wielomian jest klasy C* na R?, wiec réwno$¢ z,, = z,, wynika réwniez z
twierdzenia Schwarza.

Macierz drugich pochodnych, nazywana hesjanem, ma postaé
_ [(bx —4y —4x
Hz(Xay)_( —4x 6 )

Jest symetryczna.
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Drugie pochodne: trzy zmienne

Niech u(x,y,t) = e¥*. Funkcja jest klasy C>°(R3). Jej pierwsze pochodne to

uy=yte¥, u,=xte¥, u=xyeV

Pochodne czyste drugiego rzedu:

2 2xyt

2xyt t2xyt us = x2y°e

Uy = y t°e Uy, = X
W pochodnych mieszanych trzeba rézniczkowaé oba czynniki, np.
Usy = te¥" + yt - xte™" = t(1 + xyt)e¥".

Podobnie
U = y(1 + xyt)e, uye = x(1 4 xyt)e?*.

Twierdzenie Schwarza daje Uy, = Uy, U = Uy | Uy = Uyy.

W. Domitrz Funkcje wielu zmiennych, cz. 2



Pochodne mieszane: funkcja cosinus

Niech z(x,y) = cos(ax — by), gdzie a, b € R sg statymi. Mamy
z, = —asin(ax — by), z, = bsin(ax — by).
Stad
z,, = —acos(ax — by) - (—b) = abcos(ax — by),
2, = bcos(ax — by) - a = abcos(ax — by).

W obu rachunkach uwzgledniamy pochodna argumentu funkgji
trygonometrycznej. Dwa znaki minus w pierwszym rachunku znosz3 sie.
Funkcja jest klasy C> na R?, zatem zgodnoé¢ wynikéw jest takze
konsekwencja twierdzenia Schwarza.
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Pochodne mieszane: logarytm

Niech z(x,y) = In(1 4+ x2 + y?). Argument logarytmu jest dodatni dla kazdej
pary (x,y), wiec dziedzing jest R2.

2x 2y

ST Iy YT Iy

Przy rézniczkowaniu z, po y licznik 2x jest staty:

5 2y 4xy
Zyg=2X |- | = —————— .
Y (1+x24y2)2 (14 x2 4 y?)?

Analogicznie
4xy
Zyx = — 7 5 . oo — Zxy-

(14 x2+y?)?
Funkcja nalezy do C*°(R?).
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Sprawdzenie réwnania rézniczkowego

Sprawdzmy, ze z(x,y) = 2cos?(y — x/2) spetnia réwnanie

0%z  0°z
A )
Ox2  Ox Oy
Korzystamy z 2 cos? a = 1 + cos(2a):

z=1+4cos(2y — x), z.=sin(2y —x), z,=—2sin(2y —x).

Zatem
Z = —cos(2y — x), 2y = 2cos(2y — x).

Po podstawieniu do réwnania:
2z + 2, = —2cos(2y — x) + 2cos(2y — x) = 0.

Tozsamo$¢ zachodzi na catej R?; réwniez z,, = zy.

W. Domitrz Funkcje wielu zmiennych, cz. 2



Ptaszczyzna styczna do wykresu

Niech f bedzie rézniczkowalna w punkcie (a, b). Pojecie rézniczkowalnosci
zdefiniujemy dokfadnie za chwile; oznacza ono mozliwo$¢ przyblizenia
przyrostu funkcji przez funkcje liniowa z odpowiednio matym btedem.

Réwnanie ptaszczyzny stycznej

Do wykresu z = f(x, y) w punkcie P = (a, b, f(a, b)):

\z = f(a, b) + f(a,b)(x — a) + f,(a, b)(y — b). \

Ptaszczyzna przechodzi przez P. Jej wspdtczynniki opisuja nachylenie
wykresu w kierunkach obu osi.

Wzér opisuje liniowe przyblizenie catego wykresu w otoczeniu punktu.
Istnienie samych dwéch pochodnych czastkowych nie zapewnia takiego
przyblizenia.
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Styczne do dwdch przekrojéw wspdtrzednosciowych lezg w jednej
ptaszczyznie. Przy rézniczkowalnosci jest ona przyblizeniem wykresu we
wszystkich kierunkach, a nie tylko wzdtuz tych przekrojéw.

Funkcje wielu zmiennych, cz. 2



Wyprowadzenie rownania ptaszczyzny

Styczna do przekroju y = b ma réwnania

y=b, z="f(a,b)+ f(a,b)(x — a),
a styczna do przekroju x = a:

x = a, z = f(a, b) + f,(a, b)(y — b).
Ich wektory kierunkowe

u=(1,0,f(a, b)), v=(0,1,f,(a, b))

sa liniowo niezalezne. Wektor N = (—f(a, b), —f,(a, b), 1) jest prostopadty
doobu, bo N-u=N-v=0.

Réwnanie ptaszczyzny przez P o wektorze normalnym N to
—fi(a,b)(x — a) — f,(a, b)(y — b) + z — f(a,b) = 0.

Rézniczkowalno$¢ uzasadnia, ze ta ptaszczyzna jest styczna do catego
wykresu.
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Stozek: wierzchotek bez ptaszczyzny styczne;

Dla f(x,y) = —/x? + y? przekroje przez poczatek uktadu maja ostre
wierzchotki. Nie otrzymujemy tam jednej ptaszczyzny stycznej przyblizajacej
wykres.

f(h,0) = £(0,0)  |n _[-1, h>0,
h h

- 1, h<o.
Pochodna £,(0,0) nie istnieje; tak samo f,(0,0).
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Rézniczkowalnosé: przyblizenie liniowe

Niech f : Q — R, gdzie Q C R” jest otwarty, i niech a € Q.

Definicja
Funkcja f jest rézniczkowalna w a, jesli istnieje odwzorowanie liniowe

L:R" — R takie, ze

fath)=f(a)+ L) +R(A),  lim m -0

Warunek graniczny zapisujemy takze R(h) = o(]|h||). Oznacza on, ze btad
jest maty w poréwnaniu z dtugoscia przyrostu, niezaleznie od kierunku
zblizania sie do zera.

Po podstawieniu h = te; i podzieleniu przez t otrzymujemy
f.(a) = L(e), i=1,...,n

Zatem rézniczkowalno$¢ pociaga istnienie wszystkich pochodnych
czastkowych.
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Rézniczka i réwnowazny zapis definicji

Liniowos¢ daje L(h) = >_7_; L(e;)h;. Dlatego
f(a+h)=f(a Z a)h; + o(||h|).

Odwzorowanie liniowe L jest jednoznaczne. Nazywamy je r6zniczka i
oznaczamy przez df(a) lub Df(a):

n

df(a)[h] = 3 £ (a)h

i=1

Zapis df =), £, dx; wyraza te sama zalezno$¢: dx; wybiera i-t3
wspbtrzedng przyrostu.

Dla dwoéch zmiennych btad przyblizenia ptaszczyzna styczng wynosi

F(a+u, b+ v)— f(a,b) — f(a,b)u— f,(a, b)v = o(\/u2+v2).

To wiasnie warunek dotyczacy catego otoczenia, a nie tylko osi.
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Jedna zmienna: zgodnos$¢ ze znang definicja

Dla funkcji jednej zmiennej istnienie pochodnej f/(a) oznacza

iy (A1 ) o

h—0
Po oznaczeniu R(h) = f(a+ h) — f(
R(h)
— 0.
h —

a) — f'(a)h jest to warunek

Poniewaz |R(h)/h| = |R(h)|/|h|, warunek ten jest réwnowazny

A wiec istnienie skonczonej pochodnej jednej zmiennej jest rownowazne
rézniczkowalnosci, a df (a)[h] = f'(a)h.

W wielu wymiarach same pochodne czastkowe badaja tylko wybrane kierunki,
wiec nie daja takiej réwnowaznosci.
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Przyktad rézniczkowalnosci: rozwiniecie przyrostu

Niech f(x,y) = x?> —2y%?ia=(2,1). Mamy
f(2,1) =2, (2,1) =4, f,(2,1) = —4.
Dla przyrostu (u, v) obliczamy doktadnie

F4+u,l+v)=(2+u)?—2(1+v)?
=4+4u+ v’ —2—4v -2/
=24+ 4u—4v+u® —2v2

Kandydatem na rézniczke jest L(u,v) = 4u — 4v, a reszta wynosi
R(u,v) = u® —2v%

Aby wykazac¢ rézniczkowalno$é, trzeba jeszcze poréwnad te reszte z dtugoscia
przyrostu.
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Przyktad rézniczkowalnosci: kontrola reszty

Niech r = vu?2 4+ v2 > 0. Poniewaz

|u? — 2v?| < u? 4 2v? < 2(? + V),

otrzymujemy
|R(u, v)|
0< ———L . <2r —0
T VuE v T

Mozna tez zapisaé

R 2 2
(u,V)_r_3L7 OSLSI’,

r r r

co prowadzi do tego samego wniosku. Funkcja jest rézniczkowalna w (2,1) i
df(2,1) =4dx —4dy.
Ptaszczyzna styczna ma réwnanie

z=2+4+4x-2)—4y—1)=4x—4y —2.
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Rézniczkowalnosé pociaga ciggtosé

Jezeli f jest rézniczkowalna w punkcie a, to jest w nim ciagta.

Dowédd. Mamy f(a+ h) — f(a) = L(h) + R(h). Dla h # 0 oznaczmy

Wtedy e(h) — 0 oraz

f(a+h)—Ff(a) = f(a)hi+e(h)|hl.

i=1
Kazda wspétrzedna h; dazy do zera, wiec skoficzona suma po prawej stronie
dazy do zera. lloczyn (h)||h|| réwniez dazy do zera.

Stad f(a+ h) — f(a), czyli ciagtos¢. W szczegdlnosci brak ciagtosci w
punkcie wyklucza rézniczkowalno$¢ w tym punkcie.
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Warunek wystarczajacy rézniczkowalnosci

Twierdzenie

Jezeli wszystkie pochodne czastkowe pierwszego rzedu istnieja w pewnym
otoczeniu punktu a i s3 ciagte w punkcie a, to f jest rézniczkowalna w a.

W szczegblnosci kazda funkcja klasy C! na zbiorze otwartym jest w nim
rézniczkowalna.

Przyktad. Dla f(x,y) = sin(x? + y®):

f = 2x cos(x? + y?), f, = 3y? cos(x* + y?).
Obie pochodne s3 ciagte na R?, wiec funkcja jest wszedzie rézniczkowalna.
W istocie nalezy do C*°(R?).

Twierdzenie wymaga istnienia pochodnych jako funkcji w otoczeniu. Same
wartosci pochodnych w pojedynczym punkcie nie maja wtasnosci ,,ciagtosci w
punkcie”.
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Dowod warunku wystarczajacego: podziat przyrostu

Wybierzmy mata kule wokét a, w ktérej istnieja wszystkie pochodne
czastkowe. Dla matego h = (hy, ..., h,) wprowadzamy

Po = a, Pi:a+(h1,-~~,hi70,-~~,0); Pn:3+h-

Suma teleskopowa daje

n

f(a+h)—f(a) =Y (f(p) — f(pi-1)).

i=1

Na odcinku od p;—; do p; zmienia sie tylko i-ta wspétrzedna. Z
jednowymiarowego twierdzenia o wartosci Sredniej:

f(pi) — f(pi-1) = £, (&)hi,

gdzie &; lezy na tym odcinku. Jesli h; = 0, oba wyrazy sa réwne, a & mozna
wybraé jako p;.

Wszystkie odcinki mieszcza sie w wybranej kuli i ||&; — a|| < ||4].
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Dowod warunku wystarczajgcego: oszacowanie

Po odjeciu czesci liniowej pozostaje

n

R(h) = Z(f;ﬂ(gl) - f;ﬁ(a))hl

i=1
Stad, z nieréwnosci Y, |hi| < /n||h|],

MS\ﬁmax

[[All 1<i<n

ﬁ(i(gl')_ f;ﬂ(a)|

Gdy h — 0, wszystkie punkty &; daza do a. Ciagtos¢ kazdej pochodnej w a
sprawia, ze kazde wyrazenie pod maksimum dazy do zera.

Jest ich skonczenie wiele, wiec maksimum takze dazy do zera. Otrzymujemy
R(h) = o(||h]]), co konczy dowdd.

W dowodzie wystarcza ciggtos¢ pochodnych w samym a; ich istnienie jest
potrzebne w catym matym otoczeniu, aby zastosowa¢ twierdzenie o wartosci
Sredniej.

W. Domitrz Funkcje wielu zmiennych, cz. 2



Rézniczkowalnos¢ bez ciggtosci pochodnych

Rozwazmy

(X2 =+ y2)5in m,
0, (x,y) = (0,0).

f(Xv)/):

Z definicji, korzystajac z |sint| < 1:
£.(0,0) = lim hsin(1/h*) =0, £,(0,0) = 0.
h—0

Kandydatem na rézniczke w zerze jest odwzorowanie zerowe. Dla

Y v

f(x,y) = £(0,0)|

= rlsin(1/r})| < r — 0.
;

Funkcja jest wiec rézniczkowalna w (0,0) i df (0,0) = 0.
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Pochodne moga by¢ nawet nieograniczone

Poza zerem oznaczmy s = x? + y?. Reguta iloczynu i reguta taicuchowa daja

f, = 2xsin(1/s) — 2?)( cos(1/s),
f, =2ysin(1/s) — 2?}/ cos(1/s).

Dla xx = 1/v/2km oraz yx = 0 mamy
1/sk = 2k, sin(1/s¢) =0, cos(1/sk) =1,

wiec

2

fi(xk,0) = —— = =2V2km — —o0.

Xk
Pochodna f, nie jest ciggta w zerze. Analogiczny cigg na osi y pokazuje brak
ciggtosci f,.
Ciagtos¢ pochodnych jest zatem warunkiem wystarczajgcym
rézniczkowalnosci, lecz nie jest warunkiem koniecznym.
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Gradient i pochodna kierunkowa

Jedli istnieja wszystkie pochodne czastkowe w a, ich wektor nazywamy
gradientem. Przyjmujemy zapis kolumnowy:

Vf(a) =gradf(a) = (f,(a),-.-, fxn(a))T.

Dla v € R"” pochodna w kierunku wektora v definiujemy, o ile istnieje
skonczona granica, przez

D,f(a) = %(a) = lim w_

Zaktadamy, ze f jest okre$lona w otoczeniu a. Dla v = 0 pochodna wynosi 0.

W tej definicji wektor nie musi by¢ jednostkowy. Gdy ||v|| = 1, parametr ¢
mierzy przemieszczenie z jednostkowa predkoscia. Dtugos¢ wektora wptywa
na warto$¢ pochodne;.
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Pochodna kierunkowa: przekréj wzdtuz prostej

W dziedzinie poruszamy sie po prostej a + tv. Odpowiada jej krzywa na
wykresie, a pochodna D, f(a) okresla tempo zmiany wysoko$ci wzgledem
parametru t.

Dla wektoréw bazowych D f(a) = f,(a).

W. Domitrz
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lloczyn skalarny i prostopadfosé

Dla u,v € R" iloczyn skalarny definiujemy wzorem

n
U'V:UTV: E uiVvi.
i=1

Jest on powiazany z norma: u- u = ||u||>. Dwa niezerowe wektory sa
prostopadte wtedy i tylko wtedy, gdy u - v = 0.

Nieréwnos¢ Cauchy'ego—Schwarza méwi, ze
u- v < [lul[ v
Dla niezerowych wektoréw i kata o miedzy nimi:
u-v=|ull|lv| cosc.

lloczyn skalarny jest najwiekszy przy zgodnych zwrotach, jesli dtugosci
wektoréw sg ustalone. Warunek ustalenia dtugosci bedzie istotny przy
badaniu najwiekszej pochodnej kierunkowe;.
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Pochodna kierunkowa funkcji rézniczkowalnej

Jezeli f jest rézniczkowalna w a, to dla kazdego v € R” istnieje pochodna

kierunkowa i

n

D,f(a) = Vf(a)-v=> fi(a)v.
i=1

Inaczej: D,f(a) = df(a)[v]. W szczegdlnosci pochodne czastkowe sg
pochodnymi w kierunkach wektoréw bazowych.

Dlav#0ie=v/||v] mamy
D,f(a) = [[v|| Def(a)-

Wzér z gradientem wynika z rézniczkowalnosci. Samo istnienie pochodnych
czastkowych, a nawet wszystkich pochodnych kierunkowych, nie wystarcza do

jego ogblnego zastosowania.

Funkcje wielu zmiennych, cz. 2
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Dowdd wzoru na pochodng kierunkowa

Z rézniczkowalnosci f w a:
f(a+ h) =f(a) + df(a)[h] + R(h), R(h) = o(||hl|)-
Dla v # 0 podstawiamy h = tv, t # 0, i dzielimy przez t:

fl(a+tv)—f(a R(tv

fattv)=fla) df(a)[v] + R(tv) )
t t

Poniewaz ||tv| = |t| ||v||, reszte szacujemy nastepujaco:

_IR(w)
lv]

|
v — 0.

’ R(tv)
t

Granica ilorazu réznicowego wynosi wiec df (a)[v] = Vf(a) - v. Oszacowanie
dziata zaréwno dla t > 0, jak i dla t < 0.

Dla v = 0 licznik jest identycznie zerowy, a prawa strona takze wynosi 0.
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Kierunek najwiekszego wzrostu i spadku

Niech f bedzie rézniczkowalna w a i niech g = Vf(a) # 0. Rozpatrujemy
wytacznie wektory jednostkowe v.

—llgll < D.f(a) =g - v <|lgll

g
max D,f(a) = ||g]|, Vinax = ——,
Ivil=1 (2)= llel lell

. g
min D,f(a) = —||g||, Vinin = ———.
Ivil=1 (2) = ~lel &

Gradient wskazuje kierunek najwiekszego wzrostu w pierwszym przyblizeniu.
Przeciwny zwrot daje najwigkszy spadek.

Jedli g = 0, wszystkie pochodne kierunkowe sg réwne zeru; nie wyrdzniaja
wtedy kierunku wzrostu. Nie rozstrzyga to jeszcze o istnieniu ekstremum.
Bez ograniczenia ||v|| = 1 i przy g # 0 wartosci D, f(a) nie maja maksimum:
mozna dowolnie zwiekszaé dtugosé v.

Funkcje wielu zmiennych, cz. 2
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Gradient a poziomice

Poziomica ma réwnanie f(x,y) = c. W punkcie regularnym, w ktérym
Vi # 0, gradient jest prostopadty do kierunku stycznej do poziomicy i
wskazuje strone wzrostu wartosci funkgcji.

Dla funkgcji wielu zmiennych analogiczna wtasnos¢ dotyczy zbioréw
poziomicowych {x : f(x) = c}.
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Najwieksza pochodna: dowdéd w dwoch wymiarach

Niech Vf(a) = (A, B)T i R = /A2 + B2 > 0. Kazdy wektor jednostkowy w
ptaszczyznie ma postac v(t) = (cos t,sin t).

D,)f(a) = Acost + Bsin t.
Wybierzmy kat ¢ tak, aby A= Rcosy i B = Rsinp. Wtedy
Acost + Bsint = Rcos(t — ¢).

Maksimum wynosi R i wystepuje dla t = ¢ modulo 27. Minimum —R
odpowiada t = ¢ + m modulo 2.
(A,B)

R

Vmax = (cos ¢, sin @) =

Dowdéd nie wymaga dzielenia przez A ani B, wiec obejmuje takze gradient
rownolegty do jednej z osi. Gdy R = 0, rozpatrywana funkcja jest identycznie
zerowa.
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Prostopadtos¢ gradientu: dowdd przez sieczne

Niech f bedzie rézniczkowalna w a, a gx # a niech spetniaja
gk — a, f(gx) = f(a).
Z przyblizenia liniowego otrzymujemy
0="Vf(a) (qx —a) + R(qk — a).
Dzielac przez ||qx — al|, mamy

Vi(a). =2 _ _Rla=a)
gk — al lqk — 2|

Jezeli kierunki siecznych ux = (qx — a)/| gk — a|| zbiegaja do u, to
Vif(a)-u=0.

Nie zaktadamy, ze kazdy taki cigg kierunkéw zbiega. Whniosek dotyczy kazdej
istniejacej granicy, w tym granicy dowolnego zbieznego podciagu.
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Prostopadtos¢ gradientu: krzywa na poziomicy

Niech rézniczkowalna krzywa ~ spetnia
70)=a,  f(y(t))=f(a), T=7(0).

Mamy ~(t) —a = t7 + o(|t

), a z rézniczkowalnosci f:
0="~(n(t)) — f(a) =t VF(a) 7+ o(|t]).

Po podzieleniu przez t # 0 i przejéciu do granicy:

[Vf(a)-7'(0)=0.]

Zatem gradient jest prostopadty do kazdego niezerowego wektora stycznego
takiej krzywej.

Jedli dodatkowo f € C! w otoczeniu a i Vf(a) # 0, twierdzenie o funkgji
uwiktanej zapewnia lokalnie gtadka poziomice (w R": powierzchnie wymiaru
n—1). Przy gradiencie zerowym réwnanie prostopadtosci nie wyznacza
stycznej.
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Wszystkie pochodne kierunkowe a ciggtosé

Rozwazmy
3

f(x,y) = %ye (x,y) #(0,0),

0, (x,y) =(0,0).
Dla px = (1/k%,1/k) mamy

1/k6 1

P = e 116 ~ 2

Natomiast dla gx = (0,1/k) zachodzi f(qx) = 0. Oba ciagi daza do (0,0),
wiec funkcja nie ma tam granicy i nie jest ciggta.

Z twierdzenia o ciagtosci funkcji rézniczkowalnej wynika, ze f nie jest
rézniczkowalna w zerze. Mimo to wszystkie jej pochodne kierunkowe w tym
punkcie istnieja.
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Obliczenie wszystkich pochodnych kierunkowych

Ustalmy w = (u, v). Jedli u# 0, to dla t # O:

f(tu,tv) — £(0,0) 1  t*u?
t t t2u? + tov0
. tuv3
BTy — 0.

2

Mianownik dazy do dodatniej liczby u~, a licznik do zera.

Jedli u =0, to f(0, tv) = 0 dla wszystkich t, réwniez wtedy, gdy v = 0.
lloraz réznicowy jest zatem identycznie zerowy.

| D,(0,0)=0 dia kazdego w € R2.

Kazda ustalong prosta badamy osobno. Brakuje kontroli jednoczesnego
zblizania sie¢ po wszystkich mozliwych drogach, wymaganej w definicji
rézniczkowalnosci.
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Dlaczego przyblizenie liniowe nie dziata?

W szczegélnosci £ (0,0) = f£,(0,0) = 0, wiec jedynym kandydatem na
rézniczke jest L = 0. Warunek rézniczkowalnosci wymagatby
f(x,y)

N

Jednak na ciagu px = (1/k3,1/k) otrzymujemy

f 1/2 k
(P) _ / = — +o0.

okl VES+k2 201tk 2

— 0.

Btad nie jest maty wzgledem dtugosci przyrostu. Zerowe pochodne w kazdym
ustalonym kierunku nie zapewniaja warunku R(h) = o(||hl|).

Ten przyktad pokazuje takze, ze istnienie wszystkich pochodnych
kierunkowych nie pociaga nawet ciagtosci.
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Wykres kontrprzyktadu

Na krzywej x = y3, poza zerem, funkcja xy®/(x2 + y®) ma wartoé¢ 1/2. Na
osi y ma warto$¢ 0.

Rysunek ilustruje réznice miedzy zachowaniem na ustalonych prostych a
zachowaniem w petnym otoczeniu poczatku uktadu. Warto$¢ w samym (0, 0)

wynosi 0.

Funkcje wielu zmiennych, cz. 2
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Przyktad: pochodna w zadanym kierunku

Dla f(x,y,z) = x> + 3xyz + yz® wyznaczamy gradient:
Vit = (2x + 3yz, 3xz + 2%, 3xy + 3yz2)T.
W punkcie a = (5,2,1):
Vf(a) = (16,16,36)'.

Funkcja jest wielomianem, a wiec jest rézniczkowalna. Dla podanego wektora
v=(3,3,3):

|D,f(a) =16-3+16-3+36-3 = 204.|

Jezeli chodzi o tempo zmiany na jednostke drogi, normalizujemy wektor:

v (1,11 oo 08
T v = E

Sa to rézne parametryzacje tej samej skierowanej proste;.
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Przyktad: kierunek najszybszego wzrostu

Dla f(x,y) = x> + xy oraz a = (2,1):
Vilx,y)=@x+y,x)",  VF2,1)=(52)7,  [VF(2,1)]=v29.

Jednostkowy kierunek najszybszego wzrostu i odpowiadajace mu tempo to

(5,2)
Vimax = , max D,f(2,1) = v29.
> V29 lIvl|=1 (2.1)

Ten sam zwrot opisuje potprosta
(x,y) =(2,1)+ t(5,2), t>0.

Wozdtuz tej parametryzacji pochodna w t = 0 wynosi 29, poniewaz predko$¢
ruchu to v/29, a nie 1.

Kierunek najszybszego spadku to —(5,2)/+/29, z pochodna —+/29.
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Regutfa tancuchowa: krzywa na ptaszczyznie

Niech f : Q — R, gdzie Q C R? jest otwarty. Niech v(t) = (x(t), y(t))
bedzie okreslona w otoczeniu ty i przyjmowata wartosci w €.

Zatbézmy, ze x,y sa rézniczkowalne w ty, a f jest rézniczkowalna w a = y(tp).
Dla z(t) = f(x(t), y(t)) zachodzi

Pochodna funkcji ztozonej

Z(to) = A(2)X'(t0) + fy(a)y'(t0). |

W zapisie wektorowym:

Z'(to) = VI(7(t0)) - 7' (to)-

Pochodne f obliczamy w punkcie krzywej, a pochodne x, y w odpowiadajacej
mu wartoéci parametru. Oba sktadniki uwzgledniaja wptyw zmieniajacych sie
wspotrzednych na warto$¢ f.
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Dowod reguty tancuchowej: przyrosty

Oznaczmy a = (x(tp), y(to)) oraz
Ax = x(ty + At) — x(to), Ay = y(to + At) — y(to), h = (Ax, Ay).
Rézniczkowalno$é f daje

z(to + At) — z(to) = fi(a)Ax + f,(a)Ay + R(h).

Dla h # 0 niech e(h) = R(h)/||h||, a dla h = 0 przyjmijmy £(0) = 0. Wtedy
e(h) — 0.
Po podzieleniu przez At # 0:
z(ty + At) — z(tp) Ax Ay  R(h)
=f(a)— +f(a)— + ——.
At (@7 T 5@ + 3y

Pierwsze dwa ilorazy daza do x'(to) i y'(to). Pozostaje wykazaé zanikanie
ostatniego sktadnika.
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Dowdd reguty tancuchowej: kontrola btedu

Rézniczkowalno$é x, y pociaga ich ciagtosé, wiec h — 0, gdy At — 0. Mamy

-on(5:)+ (31’

Pierwszy czynnik dazy do zera, a drugi do skonczonej liczby

R(h)
At

x'(t0)? + y'(t0)?.

lloczyn dazy zatem do zera. R6wno$¢ z modutem pozostaje poprawna takze
dla ujemnego At oraz dla przyrostéw h = 0.

Przechodzac do granicy w poprzednim wzorze, otrzymujemy
7'(to) = £(a)x'(to) + £,(a)y’(to).

Nie trzeba zaktada¢d, ze predkos¢ krzywej jest niezerowa.
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Reguta tancuchowa: przyktad w punkcie

Niech
f(x,y) =x*>+ysinx, x(t)=2t+sinht, y(t)=e" -t

Szukamy z'(0) dla z(t) = f(x(t), y(t)). Poniewaz x(0) =0, y(0) =1,
obliczamy pochodne f w (0, 1):

fi = 2x + y cos x, £(0,1) =1,

f, =sinx, f,(0,1) =0.
Pochodne wspétrzednych wynosza

x'(t) =2+ cosht, x'(0)=3, y'(t)=e"—2t, y'(0)=1.

Zatem

Z(0)=1-3+0-1=3|

Wszystkie uzyte funkcje sa gtadkie, wiec zatozenia reguty tancuchowej sa
spetnione.
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Ten sam przyktad: bezposrednie sprawdzenie

Po wstawieniu x(t) i y(t) do wzoru na f:
z(t) = (2t + sinh t)? + (e’ — t?)sin(2t + sinh t).
Rézniczkujemy sume oraz iloczyn:
Z'(t) = 2(2t + sinh t)(2 + cosh t)
+ (e' — 2t)sin(2t + sinh t)
+ (e* — t?) cos(2t + sinh t)(2 + cosh t).
Podstawiajac t = 0, korzystamy z

sinh0=0, cosh0=1, e’ =1, sin0=0, cosO=1.

Otrzymujemy
Z/(0)=0+0+1-1-3=3.

Wynik jest zgodny z obliczeniem przy uzyciu pochodnych czastkowych.
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Przyktad: spirala i suma kwadratéw

Niech f(x,y) = x?>+ y2, x(t) = et cost, y(t) = e'sint. Wtedy
fi=2x, f, =2y, x =e'(cost—sint), y =e'(sint+ cost).
Z reguty tancuchowe;j:

7' = 2" cos t(cos t — sint) 4 2e®* sin t(sin t + cos t)

= 2e?*(cos® t +sin’ t) = 2&?".
Mozna tez najpierw uproéci¢ funkcje ztozona:
2(t) = e** cos® t + e*'sin’ t = e*,

wiec od razu Z/(t) = 2€°t.

Oba sposoby uwzgledniaja zmiane obu wspdtrzednych; sktadniki mieszane w
pierwszym rachunku wzajemnie sie redukuja.
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Druga pochodna funkcji wzdtuz krzywe;j

Zatézmy, ze f jest klasy C2 w otoczeniu krzywej, a x(t), y(t) sa klasy C2.
Dla z(t) = f(x(t), y(t)) mamy

Z=fx' + 1y
Pochodne £, f, s3 tu funkcjami ztozonymi. Dlatego
d

SO0, 0(1)) = X' + B,

d
SR, (0) = fux' +
Stosujemy dodatkowo regute iloczynu:

Z/l — (ﬁ(XX/ + ﬁ(yyl)xl + f;(X//
+ (haX + 1y )y + £y

Wszystkie pochodne f s3 obliczane w (x(t), y(t)), a pochodne
wspdtrzednych w t.
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Druga pochodna: wzér koncowy i hesjan

Poniewaz f € C2, mamy fy = f,x. Po zebraniu sktadnikéw:

2" = fu (X )+ 26Xy + £, (V)P + X+ £y

Pierwsze trzy sktadniki uwzgledniaja drugie pochodne funkcji f, a dwa
ostatnie przyspieszenie ruchu po krzywej.

Dla v = (x, )" i

mozemy zapisa¢ ten sam wzér jako
2"(t) = 7' (£) " Hr(v(£))7'(8) + VF((2)) - 7" (2)-

Jesdli krzywa jest prosty parametryzowang ze staty predkoscia, to v/ = 0'i
drugi skfadnik znika.

W. Domitrz Funkcje wielu zmiennych, cz. 2



Krzywa w przestrzeni wielowymiarowe;

Dla y(t) = (x1(t), ..., xa(t))" rézniczkowalnoé¢ oznacza istnienie granicy

wektorowe;j

,_Yl(to) _ Ilino 7(t0 + hz, - ’Y(tO) )

Jest ona réwnowazna istnieniu wszystkich pochodnych wspétrzednych.
Woéwczas

7 (to) = (x1(to), - - -, xa(t0)) "
Jezeli £ : Q C R" — R jest rézniczkowalna w (tp), to

n

(f o) (to) = Y fu(3(t0))x{ (1) = VF(7(t0)) - 7/ (to)-

i=1

Dowdd jest taki sam jak w dwdch wymiarach: zamiast dwéch sktadnikéw
wystepuje skonczona suma n sktadnikéw.
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Ztozenie zalezne od dwdch parametréw

Niech D C R? i Q C R? bedj otwarte, X(u,v) = (x(u, v), y(u,v)) € Q dla
(u,v) € D, oraz
Z(u,v) = f(x(u,v),y(u,v)).

Jezeli X jest rézniczkowalne w (u,v), a f w X(u, v), to

‘Zu = f><Xu‘|’nyua Z, = f><Xv+nyV-

Przy obliczaniu Z, ustalamy v i stosujemy regute tancuchowa do krzywe;j
u+ X(u,v). Dla Z, postepujemy analogicznie.

Pochodne £, f, w powyzszych wzorach oznaczaja wartosci w punkcie
(x(u, v),y(u, v)). Pochodne x,, x,, yu, v sa obliczane w punkcie (u, v).
Rézne litery f i Z pozwalaja rozréznié funkcje w starych zmiennych od jej
zfozenia w nowych zmiennych.

W. Domitrz Funkcje wielu zmiennych, cz. 2



Reguta tancuchowa: zapis macierzowy

Macierz Jacobiego odwzorowania X = (x, y)T ma postaé

Ix(u,v) = <;” ;") .

Przy przyjetej konwencji gradientéw kolumnowych:
Zy _ [ Xu Yu fi
Z,)  \x w)\f)’

VZ(u,v) = Jx(u,v)TVF(X(u,v)).

czyli

Transpozycja jest istotna: wiersz odpowiadajacy parametrowi u zawiera
pochodne obu wspétrzednych wzgledem wu.

Rézniczka funkcji skalarnej jest w zapisie macierzowym wierszem
Df = (VF)T; stad réwniez D(f o X) = Df DX.

W. Domitrz Funkcje wielu zmiennych, cz. 2



Ogolne odwzorowanie i jego pochodna

Niech D C R™ bedzie otwarty, a X : D — R". Méwimy, ze X jest
rézniczkowalne w a, gdy istnieje macierz A rozmiaru n x m taka, ze

X(a+ h) = X(a) + Ah+ r(h), |T|(:”) 0.

Réwnowaznie kazda funkcja sktadowa X; jest rézniczkowalna. Macierz
A = DX(a) = Jx(a) sktada sie z pochodnych

Ix(a) = (fﬁ(a)) 1<i<n

15jSm

Wiersze odpowiadaja funkcjom sktadowym, a kolumny zmiennym
wejsciowym. Przyrost h € R™ jest przeksztatcany w przyrost liniowy Ah € R”.

Réwnowaznos¢ z rézniczkowalnoscia sktadowych wynika z poréwnania normy
reszty wektorowej z modutami jej skonczenie wielu wspdtrzednych.
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Ogolna reguta tancuchowa

Niech X :DCR™ - QCR"if:Q — R, gdzie D, sg otwarte. Jesli X
jest r6zniczkowalne w a, a f w X(a), to Z = f o X jest rézniczkowalna w a i

| DZ(a) = Df(X(a)) o DX(a). |

Wspétrzednosciowo, dla j =1,..., m:
0z " of 0X;
—(a) = —(X(a))=—(a).
5, () = 2 5, X 7, @

W zapisie gradientowym:
VZ(a) = Jx(a)TVF(X(a)).

Wymiary s3 zgodne: macierz m x n mnozymy przez wektor n x 1, otrzymujac
gradient m x 1.
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Dowdd ogodlnej reguty tancuchowej
Oznaczmy b = X(a), A= DX(a) i L = Df(b). Mamy
X(a+ h)=b+ Ah+r(h), r(h)=o(|hl),

f(b+k)=1f(b)+ L(k) +s(k), s(k)=o(|lk])

Podstawiamy k = Ah + r(h). Wtedy | k|| = O(]|h]]), czyli dla matego h
zachodzi ||k|| < C||h|| z pewna stata C.

Z(a+ h) — Z(a) = L(Ah) + L(r(h)) + s(k).
Liniowe odwzorowanie L jest ograniczone, wiec L(r(h)) = o(||h||). Dla k # 0:

s Is(K) 41
el Ikl e

Dla k = 0 reszta wynosi zero. Pozostaje cze$¢ liniowa Lo A, a wiec
DZ(a) = Df(b) o DX(a).
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Drugie pochodne ztozenia: pochodna czysta

Niech Z(u,v) = f(x(u,v), y(u, v)), gdzie wszystkie funkcje sa klasy C? na
odpowiednich otwartych dziedzinach. Zaczynamy od

Z, = fixy + f;/}/u
Rézniczkujac jeszcze raz po u, stosujemy reguty iloczynu i fancuchows:

Ly = (&XXU + f;(y}/u)xu + Xy
+ (fyXXu + fyy}’u))/u + fyyuu~

Poniewaz £, = f,,:

Zuy = focxy + 26 Xuyu + iy 4 FixXuu + fy Yuu-

Pochodne f s3 obliczane w (x(u, v), y(u, v)). Nie sa statymi podczas
kolejnego rézniczkowania.
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Drugie pochodne ztozenia: druga zmienna

Z wzoru Z, = f,.x, + f,y, otrzymujemy analogicznie

Zy = (fXXXV + fxy}/v)xv + fiexw
+ (f,-)’XXV + fyy)/v))/v + f;/)/vv-

Po zebraniu wyrazéw:

Zn = f;(XXE + 2fxva)/v + f;/yys + fexow + fy)/vv~

W obu wzorach wystepuja dwie grupy sktadnikéw: drugie pochodne f
pomnozone przez pierwsze pochodne wspdtrzednych oraz pierwsze pochodne
f pomnozone przez drugie pochodne wspdtrzednych.

Jezeli zmiana zmiennych jest afiniczna, to xuu, Xuv, Yuu, Ywv Sa zerowe. Wtedy
pozostaja wytacznie sktadniki pierwszej grupy.
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Drugie pochodne ztozenia: pochodna mieszana

Rézniczkujemy Z, = fix, + f,y, wzgledem v:

ZUV = (fXXXV + 7‘;<y.yV)Xu + 7‘;<Xuv
+ (f:VXXV + fyy.yV).yu + fy.yuv~

Stad

Zuy = focxuXy + oy (XuYy + Yuxy)
+ fyyuyv + fexow + i Yuy-

Zatozenia C? zapewniaja zaréwno fy = fx, jak i réwnos¢ mieszanych
pochodnych x,y, Z.

W przeciwienstwie do pochodnej czystej sktadnik przy £, jest sumg dwéch
réznych iloczynéw. Nie mozna go bez dodatkowego powodu zastgpié
dwukrotnoscia jednego z nich.
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Wspétrzedne biegunowe: rozréznienie funkc;ji

Niech z = z(x, y) i wprowadzmy
x = rcos#f, y =rsinf, Z(r,0) = z(rcosf, rsin@).
Dla funkgji rézniczkowalnej reguta tancuchowa daje

Z, =z, cos0 + z,sin 0,

Zo = —rzsin@ + rz, cosf.

Pochodne z, z, s3 liczone w (r cos 6, rsin §).

Macierz Jacobiego tej parametryzacji i jej wyznacznik:

sind rcosf

_ (cos& —rsin 6) 7 det S — r.

Dla r > 0 mozna lokalnie odwrécié¢ zmiane zmiennych. W r = 0 wyznacznik
znika, a kat nie jest wyznaczony jednoznacznie.
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Wspétrzedne biegunowe: wzory odwrotne

Dla r > 0 dzielimy drugie réwnanie przez r:

Z
Z, = z,cos0 + z,sin 0, —Gz—zxsinﬁ—&—zycos@.
r

Pierwsze réwnanie mnozymy przez cos 6, drugie przez —sin 6 i dodajemy.
Sktadniki z z, sie redukuja:

zZ, =cosbf Z, — ﬂze.

Analogicznie, mnozac przez sin # oraz cos 6:

cosf
r

z, =sinfZ, + Zy.

Wzory wykorzystuja cos? @ + sin># = 1. Nie wolno stosowaé ich w r = 0,
poniewaz zawieraja dzielenie przez r.
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Przeksztatcenie wyrazenia z pochodnymi

Wyrazmy xz, + yz, we wspbtrzednych biegunowych. Dla r > 0 podstawiamy
wzory odwrotne:

inf
Xz + yz, = rcosf (cos@ Z, — SI: Z@)

+ rsiné <sin02, + cosezo)

r
= r(cos® 6 +sin’0)Z,

+ (—cosfsin @ + sinf cos 0) Zy
=rZ.

Otrzymujemy

‘sz +yz, = rZ,.

Krétsze sprawdzenie polega na pomnozeniu przez r wzoru
Z, = z,cos + z,sin 0. Wyrazenie opisuje zmiane w kierunku promieniowym.

W. Domitrz Funkcje wielu zmiennych, cz. 2



Liniowa zmiana zmiennych

WoprowadZzmy u = x + y, v = x + 2y. Wyznacznik tej zmiany wynosi 1, wiec
jest ona odwracalna:

X =2u—v, y=v-—u
Dla z = z(x, y) oznaczmy
Z(u,v) =z(Q2u—v,v — u), z(x,y) = Z(x + y,x + 2y).
Z reguty tancuchowe;j:
ze=2,+ 2, z,=2,+22,.
Symbolicznie, przy dziataniu na funkcje zapisane w nowych zmiennych:
Ox = 0y + 0y, 0y = 0, + 20,.

Pochodne Z w pierwszych wzorach s3 obliczane w (u, v) = (x + y, x + 2y).
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Liniowa zmiana: pochodna mieszana

Zatézmy, ze z jest klasy C2. Rézniczkujemy z, = Z, + Z, wzgledem y:

zy = 0y(Zu+ Z,)
= (Zuutly + Zuvy) + (Zuutly + Zyyvy)
= Zuu + 2Zuv + Zvu + 2Zvv~

Poniewaz Z € C?, twierdzenie Schwarza daje Z,, = Z,,,. W rezultacie

Zxy = Ly + 32y +22,,.

To samo wynika z rozwinigcia iloczynu operatoréw
(0u +20,)(0, + 0,).

Wspétczynniki tej zmiany s3 state, wiec ich pochodne nie wnosza
dodatkowych sktadnikéw.
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Przesuniete wspétrzedne biegunowe

Dla kota otwartego o $rodku (a, b) i promieniu R > 0:
D ={(x,y): (x—a)*+ (v — b)* < R*}

wygodna jest parametryzacja

X =a+ rcosb, y=b+rsinf,
| |

0<r<R, 0<0<o2nm
Rzeczywiscie,
(x —a)®> + (y — b)? = r*(cos® 0 +sin? ) = r* < R°.

Odwrotnie, kazdy punkt kota ma odlegtos¢ r < R od $rodka i moze by¢ tak
przedstawiony. Warto$¢ r = R odpowiada brzegowi, ktéry nie nalezy do kota
otwartego.
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Parametryzacja kota a lokalne wspétrzedne

W $rodku kota r = 0 wszystkie katy opisuja ten sam punkt (a, b).
Parametryzacja catego kota nie jest wiec réznowartosciowa.

Dla r > 0 przedziat 0 < 6 < 27 wybiera po jednym reprezentancie kata.
Jednak przy przejsciu przez promien odpowiadajacy 6 = 0 reprezentant
przeskakuje pomiedzy warto$ciami bliskimi 27 i 0.

Dlatego do rézniczkowania uzywamy lokalnego przedziatu katéw wokét

badanego punktu, bez takiego skoku. Wyznacznik Jacobiego nadal wynosi r i
jest niezerowy poza $rodkiem.

Warunek r > 0 w opisie parametréw nie oznacza, ze koto jest domkniete:
jego $rodek jest punktem wewnetrznym. O brzegu decyduje réwnanie r = R.

Wozory zawierajace 1/r obowiazuja tylko dla r > 0; zachowanie funkcji w
srodku trzeba badac oddzielnie.
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Przesuniete wspétrzedne: interpretacja geometryczna

|
0 * X x

Promien r jest odlegtoscia punktu (x,y) od $rodka (a, b), a kat & mierzymy
wzgledem dodatniego kierunku osi poziomej wychodzacej ze $rodka.

X —a=rcos#, y —b=rsind.

Na schemacie okrag o promieniu R wyznacza brzeg kota; punkty dziedziny
opisane sg warunkiem r < R.
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