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ANALIZA. ZESTAW 11.

Zad. 1. Wyznaczyć gradient funkcji f(x, y) = 1√
x2+y2

dla (x, y) ̸= (0, 0)

oraz pochodna̧ kierunkowa̧ f w kierunku wektora [cos t, sin t] w punkcie (x, y) ̸=
(0, 0). Dla jakiej wartości t pochodna kierunkowa przyjmuje wartości ek-
stremalne?

Zad. 2. Przekszta lcić wyrażenie różniczkowe

a) u2
x + u2

y wprowadzaja̧c zmienne x = r cosϕ, y = r sinϕ.

b) (x+y)fx−(x−y)fy wprowadzaja̧c zmienne u = ln
√

x2 + y2, v = arctg y
x

Zad. 3. Wykazać, że funkcja u(x, y) = f
(
y
x

)
+ xg

(
y
x

)
, gdzie f, g ∈ C2(R)

spe lnia równanie
x2uxx + 2xyuxy + y2uyy = 0.

Zad. 4. Wykazać, że równanie

x2 − xy + 2y2 + x− y − 1 = 0

określa w pewnym otoczeniu punktu x = 0 dok ladnie jedna̧ cia̧g la̧ funkcjȩ
uwik lana̧ spe lniaja̧ca̧ warunek y(0) = 1. Obliczyć y′(0), y′′(0) oraz y′′′(0). Co
możemy powiedzieć o lokalnym zachowaniu funkcji y(x) w otoczeniu 0?

Zad. 5. Wykazać z definicji różniczkowalność funkcji f(x, y) = x3 − 2xy w
punkcie (1, 1). Policzyć gradient f w tym punkcie i pochodna̧ kierunkowa̧ w
kierunku wektora [−1, 2]. Określić kierunek najwiȩkszego wzrostu funkcji w
tym punkcie. Znaleźć równanie p laszczyzny stycznej do wykresu funkcji f w
punkcie (1, 1,−1).

Zad. 6. Policzyć ∂
∂u
fx(u3 − 4vu, v2 − 2uv3), gdzie f(x, y) jest funkcja̧ klasy

C2 na R2.

Zad. 7. Znaleźć ekstrema lokalne funkcji f : R3 → R,

f(x, y, z) = −1 − 8x + x2 − 12y + 4xy + 8y2 − 28z + 6xz + 8yz + 11z2.

Zad. 8. Znaleźć najwiȩksza̧ i najmniejsza̧ wartość funkcji
a) f(x, y) = x + 4

3
x3 + 4xy + 2y2 na zbiorze domkniȩtym obraniczonym
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prostymi x = 0, y = −1, x + y = 3,
b) h(x, y) = x2 − xy + y2 na kole domkniȩtym o środku w (0, 0) i promieniu
1.
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