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1 Trzy sposoby opisu krzywej

Przez I C R rozumiemy przedzial, a przez D C R? zbiér otwarty. Domy$lnie funkcje sa klasy C°°;
tam, gdzie wystarcza stabsza regularno$é¢, podajemy ja w zatozeniach. Gladko$é na przedziale
domknietym oznacza istnienie gtadkiego przedluzenia do jego otoczenia.

1.1 Wykres, rownanie uwikltane, parametryzacja

1. Wykres funkcji:
graph f = {(z, f(x)) ;z €1},  f:+I >R

Nie kazda krzywa jest globalnie wykresem jednej funkcji y = f(z). Na przyklad okrag 2% +y? =
1 ma dla —1 <z < 1 dwie wartosci y.

2. R6wnanie uwiklane:
C ={(z,y) € D: F(x,y) =0} = F1(0), F:D—R

Wykres f otrzymujemy dla F(z,y) = y — f(z). Sam warunek gladkosci F' nie gwarantuje,
ze F~1(0) jest krzywa regularna: moze to byé punkt, zbiér pusty, caly obszar lub zbiér
z osobliwosciami.

3. Parametryzacja:
il =R () = (x(t), y(t)).

Nalezy rozr6zniaé¢ odwzorowanie v od jego obrazu (1), zwanego $ladem. Ten sam $lad mozna
przebiegaé z rézna predkoscia, w przeciwnych kierunkach lub wielokrotnie.

1.2 Kiedy rownanie opisuje krzywa regularng?

Twierdzenie 1.1 (O funkcji uwiktanej, wersja dla krzywych). Niech F € C¥(D), k > 1, oraz
F(x¢,y0) = 0. Jezeli F,(xq,y0) # 0, to istniejg otoczenia I punktu x, i J punktu y, oraz
jednoznaczna funkcja f € C¥(I) taka, Ze

{F=0tn({IxJ)={(z, f(x)): x € I}.

Ponadto f'(z) = —F,(z, f(z))/F,(z, f(x)). Jezeli F,(xq,y,) # 0, analogicznie mozna rozwigzac
réwnanie w postaci x = g(y).

Uzasadnienie na podstawie twierdzenia o funkcji odwrotnej. Dla H(x,y) = (z,F(x,y)) mamy
det DH(7g,y9) = F,(%9,%y) # 0. Lokalna odwrotno$¢ H ma posta¢ (u,v) = (u,h(u,v)).
Wystarczy przyjaé¢ f(u) = h(u,0). Rézniczkujac F(z, f(z)) = 0, otrzymujemy wzor na f’. Drugi
przypadek wynika z zamiany wspétrzednych. O

Definicja 1.2. Punkt p € F~1(0) jest reqularny dla réwnania F = 0, gdy VF(p) # 0. Jezeli
VF(p) =0, jest osobliwy dla tego réwnania. Jedli gradient nie znika na calym F~1(0), zbiér ten
jest, o ile jest niepusty, gtadka jednowymiarowa podrozmaitoscia plaszczyzny. Moze mieé kilka
skladowych.

Zerowy gradient nie rozstrzyga o geometrii §ladu. Réwnania y = 0 oraz y?> = 0 opisuja
te sama gltadka prosta, lecz gradient drugiej funkcji znika w kazdym jej punkcie. Warunek
VF # 0 jest wystarczajacy do regularnosci $ladu; jego niespelnienie dla wybranego F' samo
w sobie nie dowodzi osobliwosci geometryczne;j.
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1.3 Klasyczne przyklady

Zakladamy a,b > 0. Wszystkie potegi i parametry w ponizszych wzorach sg ustalone tak, aby
opis uwiklany i parametryczny byly zgodne.

Krzywa Roéwnanie

Elipsa 2?/a® +y?/b? =1

Hiperbola v2/a? — 2 /b? =1

Lemniskata Bernoulliego (2% + 3?)? = a?(2? — ¢?)

Asteroida (a? — 22 — y?)3 = 27a%x%y?, réwnowaznie |z|?/3 + |y|?/3 = a?/3

2
O 3 > <

Elipsa: a =3, b =2 Hiperbola: a =2, b =1
Lemniskata: a = 2 Asteroida: a = 3/2

Rysunek 1: Klasyczne krzywe plaskie. W kazdym panelu skale osi sa jednakowe. Czerwone punkty
wskazujg samoprzeciecie lemniskaty i ostrza asteroidy.

Przyktad 1.3 (Lemniskata jako miejsce geometryczne). Niech A, = (+a/+/2,0) oraz P = (x,v).

Wtedy
2

2
|P—APIP—A_]*= <x2+y2+612> — 2a%22.

Warunek |P— A, ||P— A_| = a?/2 jest zatem réwnowazny réwnaniu lemniskaty. Kwadratujemy
tu liczby nieujemne, wiec nie wprowadzamy dodatkowych rozwigzan.
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2 Parametryzacje i osobliwosci

2.1 Regularnosé i zmiana parametru

Definicja 2.1. Krzywa parametryczna v € C(I,R?) jest reqularna w parametrze t,, jezeli
A(ty) # 0. Jest regularna na I, gdy warunek ten zachodzi dla kazdego ¢ € I. Parametr ¢,
z ¥(ty) = 0 nazywamy parametrem osobliwym.

Kropka oznacza pochodna wzgledem dowolnego parametru t. W kolejnych rozdziatach prim przy
krzywej parametryzowanej dtugoscia tuku bedzie oznaczal pochodna wzgledem s.

Przyktad 2.2 (Osobliwoéé parametryzacji a §lad). Parametryzacja v(t) = (¢3,0) ma 4(0) = 0, ale
jej $lad jest gladka prosta, ktéra mozna opisaé regularnie przez a(u) = (u, 0). Przejécie t > t3 nie
jest dyfeomorfizmem w otoczeniu zera: odwrotnos$é nie jest tam rézniczkowalna. Z kolei regularna
krzywa moze mieé¢ samoprzeciecia — przykladem bedzie lemniskata.

Definicja 2.3. Regularna zmiana parametru to dyfeomorfizm ¢ : J — I. Nowa parametryzacja
ma posta¢ ¥ = v o . Jesli ¢ > 0, zachowuje orientacje; jesli ¢ < 0, odwraca ja. Na sp6jnym
przedziale znak pochodnej dyfeomorfizmu jest staty.

7 reguly tancuchowej ‘
Y(u) = F(p(u))e’ (u),

wiec taka zmiana parametru zachowuje regularno$é. W szczegélnosci wykres f € C'!' ma zawsze
regularna parametryzacje (¢, f(t)).

2.2 Okrag: parametryzacja trygonometryczna i wymierna

Okrag jednostkowy ma parametryzacje «(f) = (cosf,siné). Dla 6 € [0,27] otrzymujemy jeden
obieg, z utozsamieniem koncéw przedziatlu. Podstawienie ¢ = tan(6/2) daje

1—t2 2t
t) = ——5,——= teR. 2.1
= (1o s ) e (2.)

Bezposrednio sprawdzamy z(t)? + y(t)? = 1 oraz |[y(t)| = 2/(1 + t?) > 0. Ta parametryzacja
pomija punkt (—1,0), osiagany jedynie jako granica dla ¢ — 400. Dla pozostalych punktéw
odwrotno$é to t = y/(1 + z).

P = (z,y)
P
1+«
t=t f
= tan —
§ 2

B=(—1,0)

Rysunek 2: Konstrukcja parametryzacji wymiernej: prosta przez B i P przecina o§ y w punkcie (0,t).
Punkt B jest wylaczony.
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2.3 Elipsa i obie galezie hiperboli
Elipsa ma parametryzacje
v(t) = (acost,bsint), t € |0,2], H’yHQ = a®sin’t + b2 cos®t > 0.
Hiperbole opisuja dwie parametryzacje
v, (t) = (acosht,bsinht), ~v_(t) = (—acosht,bsinht), teR.

Tozsamosé cosh’t — sinh®t = 1 sprawdza réwnanie hiperboli. Zadna ciagla parametryzacja
z jednego przedziatu nie opisze obu roztacznych galezi, gdyz ciagly obraz zbioru spéjnego jest
spojny.

2.4 Lemniskata: regularna parametryzacja z samoprzecieciem

acost asintcost
y(t) = ( —5 — ) t €0, 2m]. (2.2)
1+4+sin“t 1+sin“t
Po podstawieniu dostajemy
2 .2 2 .4
a“ cos“t a“cos™t
.%'2+y2: L 2,0 532—1/2: 2 g0
1+sin“t (1 +sin”t)

a wiec (22 +y?)? = a?(2? — y?). Réiniczkowanie daje

asint(3 —sin’t) . a(l1—3sin’t) I a >0
—~ —— I=——=>0
(1 + sin® )2 1+4sin’t

T = Y=
(1+sin®t)2

Mimo regularnosci vy(7/2) = v(37/2) = (0,0). Odpowiednie wektory styczne to (—a/2,—a/2)
i(a/2,—a/2): galezie przecinaja sie poprzecznie, ze stycznymi y =z iy = —z.

Dla funkcji F = (22 + 3?)? — a?(2? — y?) poprawne pochodne wynosza
F, = 4z(2? + y?) — 2a’x, F, = 4y(z* + y?) + 2a%y.

Jedynym punktem zbioru F' = 0, w ktérym obie znikaja, jest (0,0). Tutaj osobliwo$¢ Sladu jest
rzeczywista: dwie poprzeczne galezie nie tworza lokalnie jednej gtadkiej podrozmaitosci.
2.5 Asteroida i toczacy sie okrag
Asteroida ma parametryzacje

v(t) = (acos®t, asin’ t), t €0, 27]. (2.3)
Spelnia réwnanie z rozdziatu 1, poniewaz 1 — cos®t — sin® ¢ = 3 cos? ¢ sin? t. Ponadto

A(t) = 3asint cost (—cost,sint), |[¥(t)| = 3al|sint cost|.

Pochodna znika doktadnie dla ¢ € (7/2)Z. Odpowiadaja im cztery ostrza (+a,0) i (0,+a).

Geometrycznie jest to tor punktu okregu o promieniu a/4, toczacego sie bez poslizgu wewnatrz
okregu o promieniu a. Gdy $rodek ma kat biegunowy t, potozenie zaznaczonego punktu wynosi

3 3
(Za cost + % cos 3t, Za sint — %Sin 3t> = (acos®t,asin’t).
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Kat obrotu zaznaczonego promienia ma przeciwny zwrot i warto$¢ 3t; wynika to z warunku
toczenia oraz ilorazu (a —a/4)/(a/4) = 3.

|OC| = 3a/4
Q r=a/4

S t=m/6

Rysunek 3: Konstrukcja asteroidy dla a = 2. Czerwony punkt nalezy do toczacego si¢ okregu i kresli
turkusowsa krzywa.

2.6 Zwyktle ostrze i kryterium pochodnych

Definicja 2.4. Gladka krzywa ma w parametrze t, zwykle ostrze (ang. ordinary cusp), jesli
po lokalnej dyfeomorficznej zmianie parametru ¢t = ¢(u), ¢(0) = t,, i lokalnej dyfeomorficznej
zmianie wspétrzednych ® na plaszczyznie otrzymujemy

(I)<7(90<u))) - <u27u3>7 ‘I’(’Y(to)) = (0,0).

Zmiany wspéirzednych w tej definicji nie musza by¢ izometriami.

Lemat Hadamarda (Wersja jednowymiarowa). Niech f € C*((—e,¢)) i f(0) = 0. Istnieje
dokladnie jedna funkcja gladka g na tym przedziale taka, Ze

f@)=tg),  g(0) = f0).

Ogdlniej, jesli dla pewnej liczby calkowitej m > 1 zachodzi f(0) = f(0) = - = fm=1(0) =0, to

f(t) = tmgm,(t)v Im € Coo(<_67€>)> gm<0) =

Dowdéd. 7 podstawowego twierdzenia rachunku catkowego, takze dla ¢ < 0,
t 1
£t =10~ £0) = [ Fdu=t [ Foar
0 0

Definiujemy wiec g(t) = Ll f(At) d\. Mozna ja rézniczkowaé dowolnie wiele razy pod znakiem
caltki:

1
g (t) = / N fUFD (L) d, j>0.
0

Stad gladkos¢ g oraz g(0) = f'(0). Dla t # 0 koniecznie g(t) = f(t)/t, a warto$¢ w zerze jest
wyznaczona przez ciaglo$é; dowodzi to jednoznacznosci.

Jedli znikaja pochodne f do rzedu m — 1, to powyzszy wzér daje gV (0) = fU)(0)/(j +1) =0
dla 0 < j < m — 2. Mozemy zatem powtdérzyé¢ rozumowanie i wylaczyé¢ lacznie m czynnikéw t.
Zrézniczkowanie f(t) = t™g, (t) m razy w zerze daje f'™(0) = mlg,,(0). O



GEOMETRIA ROZNICZKOWA Krzywe ptaskie

Twierdzenie 2.5 (Kryterium zwyklego ostrza). Gladka krzywa ma zwykle ostrze w t, wtedy
1 tylko wtedy, gdy

Y(tg) =0, det(%(to), 7(t)) # 0.

Dowéd. Dla modelu (u?,u?) druga i trzeciag pochodna w zerze sa (2,0) i (0,6). Przy zmianie
parametru, w punkcie z v = 0,

" "

(Vo) =42 (vou)” =9(¢)3+ 359 ¢".

Wyznacznik mnozy sie przez (¢’)° # 0. Przy dyfeomorfizmie plaszczyzny obie pochodne mnoza
sie przez D®, wiec wyznacznik mnozy sie przez det D® # 0. To dowodzi koniecznoéci.

Dla dostatecznosci przesuwamy parametr i punkt do zera. Liniowa zmiana wspolrzednych
zapewniamy x”(0) > 0, y”(0) = 0 i y”(0) # 0. Poniewaz x(0) = 2’(0) = 0, lemat Hadamarda
dla m = 2 daje z(t) = t?a(t) z gladka funkcja a oraz a(0) = 2”(0)/2 > 0. Po zmniejszeniu
otoczenia zera mamy a(t) > 0. Zmiana u = ty/a(t) ma w zerze pochodna +/a(0) > 0, jest wigc
lokalnym dyfeomorfizmem i daje = = u?. Dla drugiej wspotrzednej stosujemy standardowy lemat
o rozkladzie funkcji gtadkiej na czes¢ parzysta i nieparzysta: mozna zapisaé

y(u) = BE(u?) +u O(u?)

z gladkimi E, O w otoczeniu zera. Warunki na pochodne daja E(0) = E’(0) = O(0) = 0 oraz
O’(0) # 0. Ponownie stosujemy lemat Hadamarda: O(v) = vB(v), gdzie B jest gladka i B(0) =
O'(0) # 0. Zatem y(u) = E(u?) + v B(u?). Dyfeomorfizm

(X,Y) — (X, Y_E()())

B(X)
sprowadza krzywa do (u?,u?). O

Uwaga 2.6. Uzyty lemat moéwi, ze gladka funkcja parzysta h(u) jest lokalnie postaci H(u?)
z gladkim H (po przedluzeniu z poélosi). Stosuje sie go do [y(u) + y(—u)]/2 oraz do gladkiej
funkcji parzystej [y(u) — y(—u)]/(2u).

Przyktad 2.7. Dla y(t) = (t2,+3) mamy +(0) = 0 i wyznacznik réwny 12. Dla asteroidy w ¢ = 0:

3(0) = (=3a,0),  #(0) = (0,6a),  det(5(0),5(0)) = —18a* # 0.

Symetria daje taki sam typ osobliwo$ci w pozostatych trzech wierzchotkach.

Y(t) = (2,7

Rysunek 4: Zwykle ostrze. Obie czesci krzywej maja w poczatku te samag prosta styczna, ale
parametryzacja nie jest tam regularna.
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3 Dtlugosé krzywej i parametr dlugosci tuku

3.1 Definicja i wzor catkowy

Definicja 3.1. Dlugoscia ciaglej krzywej v : [a, b] — R? nazywamy

L(y) = sup Z () — vt 1),

gdzie supremum bierzemy po wszystkich podzialach P : a =t; < - <t, =b. Jezeli L(y) < oo,
krzywa jest prostowalna.

Twierdzenie 3.2 (Dtugo$é¢ krzywej klasy C1). Dia v € C([a,b], R?) zachodzi

b b
- / ()] dt = / VEOE T g2 dr. (3.1)

Regularno$é nie jest do tego wzoru potrzebna. Wzor obowigzuje tez dla krzywych kawalkami klasy
C', po zsumowaniu calek.

Dowdéd. Poniewaz ~y(v) — f A(t) dt, nier6wnoséé tréjkata daje, dla dowolnego podziatu
P a:t0<-~<tn:b

n no et b
> htt) ot <Y [ Bwla= [l

Po wzieciu supremum po podzialach otrzymujemy L(vy) < f [4(t)] dt.
Dla nieréwnoéci odwrotnej uzywamy jednostajnej ciagltosci pochodnej na przedziale domknietym
[a, b]. Wprowadzamy jej modul cigglosci

w(6) = sup{[[y(u) = ¥(v)] s v, v € [a, 0], |u—v| <0}
Jednostajna ciaglo$é¢ oznacza, ze w(d) — 0, gdy 6 — 01: pochodna na krétkim przedziale zmienia
sie niewiele, a oszacowanie jest wspélne dla wszystkich miejsc na krzywej.

Jesli oczka podziatu maja dlugos$é co najwyzej d, to dla h; =t,—t,_; < d odejmujemy i dodajemy
w calce staty wektor 4(¢;,_;):

At — (1) = / () du

i—1

_hzfy i— 1)+R

R, = / £ 1)) du.

Pierwszy skladnik opisuje ruch ze stala prgdkoscmc rowna pochodnej na poczatku oczka; R, jest
wektorowym bledem tego przyblizenia. Dla kazdego w € [t;_;,t,;] zachodzi |u —t,_1| < h; < 4,
zatem z definicji w i nieréwnosci tréjkata dla catki otrzymujemy

IR < / "B — 4ty du < / " w(8) du = w(d)h;.

i—1 i—1

Teraz stosujemy odwrotng nieréwnosé trojkgta |A + B| > ||A| — || B||. Poniewaz h; > 0, mamy
Iv(t:) = vt = 1hiv(tio1) + Rl
> b [y (i)l = 1]
> )l (8 — i) —w(0)(t; — ;).
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Otrzymujemy wiec dolne oszacowanie dtugosci cieciwy przez dlugos$é ruchu ze stala predkoscia,
pomniejszona o kontrolowany btad.

Sumujemy po i. Oznaczajac dtugosé wpisanej tamanej przez ¢(P) i korzystajac z ZZ h; =b—a,
dostajemy

L(y) = U(?) = Z (i)l by = (b = a)w(d).

Wybieramy teraz ciag podzialow o maksymalnej dtugoéci oczka dazacej do zera, na przyktad
podzialy na n réwnych czesci, dla ktérych 6,, = (b —a)/n. Suma po prawej jest suma Riemanna

ciaglej funkcji t — |¥(¢)|, wiec dazy do jej calki. Jednoczeénie (b — a)w(d,) — 0. W granicy

n

otrzymujemy L(vy) > L ’ [¥(t)] dt, co wraz z pierwsza nieréwnoscia dowodzi réwnosci. O

Stwierdzenie 3.3 (Niezmienniczo$¢ dlugosci). Diugosé nie zmienia sie przy reqularnej zmianie
parametru, niezaleznie od tego, czy zachowuje ona orientacje.

Dowdéd. 7 reguly tancuchowej [(yo¢) (u)] = [H(p(w))||¢ (u)]. Teza wynika ze wzoru na
podstawienie w calce. ]

Uwaga 3.4. Dlugosé uwzglednia liczbe przebiegéw. Na przyklad ~(t) = (cos2t,sin2t) dla ¢t €
[0, 27r] ma dlugo$é 47, chociaz obwdd jej §ladu wynosi 27.

3.2 Wykres i wspoélrzedne biegunowe

Dla wykresu y = f(z) wzér (3.1) przyjmuje postaé

b
L:/ V1+ f/(z)?de.
Jesli v(0) = (r(0) cos b, r(f)sinh), to
Z=1r"cosf —rsinb, y=r"sinf + rcoséb,
stad 22 + 9% = (r')? + 72 i

B
L —/ r(0) +r(6)2 do.

Przyktad 3.5 (Dlugos¢ asteroidy). Ze wzoru na predkos$é asteroidy i z jej symetrii otrzymujemy
/2
L:4/ 3asintcost dt = 6a.
0

Ostrza nie przeszkadzaja w obliczeniu dlugosci.

Przyklad 3.6 (Krzywa laiicuchowa). Dla a > 0, ¢ > 0 rozwazmy y = o ! cosh(ax), z € [—c,c].

Wtedy
(& & 2
L= / 1+ sinh®(az) dz = / cosh(ax)dr = o sinh(ac).

Dla kazdej zadanej dtugosci £ > 2c istnieje dokladnie jedna a > 0, ktora spelnia ten wzér. Istotnie,
po podstawieniu z = ac badamy sinh z/z na (0, 00):

= >0,

22

(sinhz:)/ zcosh z — sinh z

z

gdyz licznik ma w zerze granice 0, a jego pochodna to zsinh z > 0. Ponadto sinhz/z — 1 dla
2z — 07 i dazy do nieskoniczonosci dla z — oo. Przypadek ¢ = 2¢ odpowiada granicznie odcinkowi
po odpowiednim przesunieciu pionowym; dla ¢ < 2c¢ rozwigzanie nie istnieje.



GEOMETRIA ROZNICZKOWA Krzywe ptaskie

y = a ! cosh(ax)

—C C

Rysunek 5: Krzywa laficuchowa miedzy podporami o jednakowej wysokosci. Na rysunku a = 1, ¢ = 3/2.

3.3 Parametryzacja dlugoscia tuku

Twierdzenie 3.7. Kazda regularna krzywa klasy C*, k > 1, dopuszcza parametryzacje diugoscig
tuku. Dla 7 : [a,b] — R? definiujemy

s(t) = / Bl du, L= s(b).

~

Funkcja s : [a,b] — [0, L] jest $cisle rosngca, ma odwrotnosé t = t(s), a ¥(s) = y(t(s)) spelnia
5" ()] = 1.

Dowdd. Mamy ds/dt = |¥(t)| > 0, wiec twierdzenie o funkcji odwrotnej daje gtadka odwrotnosé
odpowiedniej klasy. Regula lancuchowa prowadzi do

At 3(t(s)
ds — ()]

ktérej norma wynosi 1. O

7' (s) = 4(t(s))

Odwrotnie, przy jednostkowej predkos$ci dlugos¢ od parametru s, do s > s, wynosi s — s.
Parametr dtugosci tuku jest wyznaczony z dokladnoscia do przesuniecia, a przy dopuszczeniu
zmiany orientacji takze do zmiany znaku.

Przyklad 3.8 (Jawna zmiana parametru dla krzywej lancuchowej). Wybierajac poczatek
pomiaru tuku przy x = 0, otrzymujemy podpisany parametr s(z) = sinh(ax)/«. Stad

1 1
z(s) = — arsinh(as), y(s) = =1+ a2s2.

(07 (07

Sprawdzenie z’(5)2 +3'(s)? = 1 potwierdza jednostkows predkoéé. Dla s < 0 rzeczywista dtugosé
od punktu $rodkowego wynosi |s|.

4 Krzywizna ze znakiem

4.1 Styczna, lewa normalna i wzory Freneta
Niech v(s) = (z(s),y(s)) bedzie krzywa klasy C? parametryzowana dtugoécia tuku. Definiujemy
T=+"=(2",y), N=JT=(—y,2), J(u,v) = (—v,u).

Para (T, N) jest dodatnio zorientowana baza ortonormalna. Rézniczkujac (7v",7") = 1, dostajemy
(v",~") = 0. Zatem ~” jest wielokrotnoscia N.

10
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Definicja 4.1. Krzywizna ze znakiem rk(s) jest okreslona réwnaniem

~v" =T = kN. (4.1)
Krzywizna bez znaku wynosi ||7”|| = |&]|.
Poniewaz det(T,NN) = 1, otrzymujemy
[5(s) = det(y/(s),7"(s)). (4.2)

Drugi wzér Freneta wynika z N’ = JT = kJN:
T’ = kN, N = —xT.

Przy x > 0 kierunek stycznej obraca sie w lewo, a przy x < 0 — w prawo. Lewa normalna N
istnieje réwniez w punktach x = 0; nie nalezy jej utozsamiaé z wektorem ~v”/ |v”|, ktéry jest tam
nieokreslony.

k>0 k<0

Rysunek 6: Znak krzywizny przy ruchu w prawo. Normalna jest zawsze lewa normalna; przy ujemnej
krzywiznie przyspieszenie jest do niej przeciwne.
4.2 Wzér w dowolnym parametrze

Twierdzenie 4.2. Dla reqularnej krzywej v(t) = (x(t),y(t)) klasy C? krzywizna zgodna
z rosngcym parametrem t wynost

w(t) = LOWAW) 25— vE
()] (42 + §2)3/2

Dowéd. Niech v = || > 0. W parametrze dtugosci tuku d/ds = v—1d/d¢t, wiec

e Ao
/U, Ss °

’)l = =
5 v2 3

Drugi sktadnik jest réwnolegly do 7, i znika w wyznaczniku. Zatem det(v,,v,,) = det(%,5)/v3.
O

Stwierdzenie 4.3 (Wplyw orientacji). Dla 5 = 7y o ¢ zachodzi
ks (u) = sgn(p’(u))r, (p(u)).

Dowéd. W liczniku wzoru (4.3) pojawia sie czynnik (¢’)3, a w mianowniku |¢'[3. Skladnik
zawierajacy ¢” nie wnosi nic do wyznacznika. ]

Przesuniecia i obroty ptaszczyzny zachowujg . Odbicie plaszczyzny zmienia jej znak. Krzywizna
bez znaku jest niezmiennicza wzgledem wszystkich izometrii i regularnych zmian parametru.

11
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4.3 Przyklady obliczen

Przyktad 4.4 (Wykres). Dla v(z) = (z, f(x)), z orientacja zgodna ze wzrostem x,

/@)
T+ @)

W szczegdlnosci f(x) = x2/2 daje r(x) = (1 +22)732, a f(z) = 2° daje k(z) = 62/(1 + 9z*)3/2.

W drugim przyktadzie krzywizna zmienia znak w zerze — jest to punkt przegiecia. Samo k = 0

nie wystarcza do zmiany znaku, co pokazuje f(z) = z*.

k(z) = (4.4)

Przyktad 4.5 (Okrag). Dla R > 0 parametryzacja lukowa
v(s) = (Rcos(s/R), Rsin(s/R))

ma T = (—sin(s/R),cos(s/R)) oraz N = (—cos(s/R),—sin(s/R)). Poniewaz " = N/R,
krzywizna wynosi 1/R. Obieg w przeciwnym kierunku daje —1/R.

Przykltad 4.6 (Elipsa). Dla v(t) = (acost,bsint) licznik wzoru na krzywizne to ab, zatem
ab

(a2 sin® t + b2 cos? t)3/2

k(t) =
Jesli a > b, to

K w punktach (+a,0), Kopin = % w punktach (0, £b).
a

a
max big min

Wierzchotki dtuzszej osi sa wigc bardziej zakrzywione. Dla a = b elipsa staje si¢ okregiem o stalej
krzywiznie.
Przykltad 4.7 (Asteroida poza ostrzami). Uzupetnienie. Dla parametryzacji (2.3)

1

det(%,%) = —9a2sin’ t cos? t )=
et(%.%) @ Smreosh ~(t) 3a|sint cost|’

t¢ (r/2)Z.

Krzywizna bez znaku rosnie bez ograniczenia przy zblizaniu sie do ostrza. W samym ostrzu wzér
dla krzywej regularnej nie ma zastosowania.

4.4 Kat stycznej i odtwarzanie krzywej z krzywizny

Na przedziale parametréw mozna wybraé ciagly kat stycznej 0(s), tak aby T = (cos,sin6). Nie
trzeba ograniczaé¢ go do jednego przedzialu dlugosci 27. Rézniczkowanie daje

T =60 (—sinf,cosf) = §'N, k=10

Zatem caltka z krzywizny jest zmiana ciggle wybranego kata stycznej:

/ "i(s)ds = 0(s,) — O(sy)-

0

Twierdzenie 4.8 (Podstawowe twierdzenie o krzywych plaskich). Uzupetnienie. Ciggla funkcja
k:I— R, punkt py € R%, parametr s, € I i poczatkowy kgt 0, wyznaczajg jednoznacznie krzywq
klasy C? parametryzowanq dtugosciq tuku, z krzywizng k, punktem poczqtkowym py i styczng
o kaqcie 0.

12
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Dowdd. Definiujemy

0(s) = 0, —|—/ k(u) du, v(s) = py +/ (cos@(u),sinf(u)) du.

0 0

Wtedy |7 = 1 1 v” = kN. Odwrotnie, réwnania 6" = k i v = (cosf,sinf) z podanymi
wartosciami poczatkowymi wymuszaja wlasnie te wzory. Bez ustalenia punktu i stycznej
jednoznaczno$¢ zachodzi z doktadnoscia do przesuniecia i obrotu. O

Whniosek 4.9 (Stala krzywizna). Krzywa o k = 0 jest fragmentem prostej. Krzywa o stalej
k =k # 0 lezy na okregu o promieniu 1/|k|.

Dowdéd. W pierwszym przypadku v” = 0. W drugim (y+ N/k) =T —T =0, wiec ¢ = v+ N/k
jest stalym punktem i |y —¢| = 1/|k|. O

5 Okrag Scisle styczny

Okrag scisle styczny, zwany takze okregiem oskulacyjnym, odtwarza w punkcie krzywej jej
potozenie, styczna i krzywizne. Ponizej precyzujemy ten opis przez zgodno$¢ pochodnych do
rzedu drugiego.

Twierdzenie 5.1. Niech vy bedzie krzywq regularng klasy C? i niech k(sy) # 0. Istnieje dokladnie
jeden okrgg, ktory po zgodnym wyborze orientacji ¢ parametréow tukowych ma z vy to samo polozenie
oraz te same pierwszq i drugq pochodng w s,. Jego srodek q i promien p wynoszq

(5.1)

q= ’Y<SO> + Ii(S(])N(SO)’ p= |

Dowdd. Przesuwamy i obracamy uktad tak, by v(s,) = (0,0), T(sy) = (1,0) i N(s,) = (0,1).
Kazdy styczny okrag ma $rodek (0,7), gdzie r # 0 jest wspdlrzedng ze znakiem, oraz promienn |r|.
Jego rownanie to

F.(z,y)=2%+y?>—2ry =0.

Dla ¢,.(s) = F,.(v(s)) mamy

r

¢, (sg) = ¢7(s9) =0, cr(s9) =2 —2rx(s).

Warunek zgodnosci krzywizny wymusza r = 1/k(s,). Istnienie zgodnej parametryzacji mozna
sprawdzi¢ jawnie. Dla k = k(sy), h = s — sy, p = 7(s) przyjmujemy

() =+ T ) o LB ).

Wtedy |8’ =1, 5(0) = p, 8(0) = T(sy), 87(0) = kEN(s,), a jej slad jest okregiem z (5.1). O
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okrag oskulacyjny
y=1x2/2
q= (07 1)a p=1

p

Rysunek 7: Wszystkie pokazane okregi sa styczne do paraboli w poczatku, ale tylko czerwony ma tam te
sama krzywizne.

Uwaga 5.2 (Co sie dzieje przy zerowej krzywiznie?). Jezeli k(s,) = 0, zaden okrag o skoniczonym
promieniu nie ma kontaktu drugiego rzedu z krzywa. Role przyblizenia drugiego rzedu peini wtedy
prosta styczna:

V(80 + ) = (s0) + h'T(sq) + o(h?).

Nie nalezy w tym przypadku podstawia¢ xk = 0 do wzoru na $érodek.

Przyklad 5.3 (Elipsa w koncach osi). Dla a > b > 0 w punkcie (a,0) mamy N = (—1,0)

ik=a/b? wicc
b? b2
q:<a_70>7 p=—
a a

W punkcie (0,b) otrzymujemy N = (0,—1), x = b/a?, a zatem

Srodek okregu oskulacyjnego nie musi leze¢ wewnatrz elipsy.

6 Kontakt dwoéch krzywych

Nie zaktadamy z gory, ze rozwazana krzywa lezy na zbiorze F' = 0.
Niech C = F71(0), F € C*(D) i VF # 0 na C. Niech v bedzie krzywa regularna klasy C2.

Definiujemy funkcje kontaktu
Przestrzen styczna do poziomicy w p € C to
_ _ 2, _
T,C =kerdF, ={v e R : (VF(p),v) = 0}. (6.1)

Rzeczywiscie, dla lokalnej parametryzacji a poziomicy F(a(u)) = 0, wiec dF,(a’(ug)) = 0. Jadro
niezerowej formy liniowej i przestrzen styczna maja wymiar 1, stad sa réwne.

Stwierdzenie 6.1 (Punkt wspélny i stycznosé).
c(sg) =0 <<= ~y(sg) €C.

Ponadto
c(sg) =c'(s9) =0 <= 7(s9) €C @ (s € Ty, C-

So
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Dowdd. Pierwsza rownowaznosé to definicja poziomicy. Druga wynika z

'(s) = dE,5)(7'(s)) = (VF(1(s)), 7' (s))
oraz z (6.1). O

Twierdzenie 6.2 (Kontakt drugiego rzedu i krzywizna). Niech v bedzie parametryzowana
dlugoscig tuku i niech c(sy) = ¢’(sg) = 0. W punkcie p = y(s,) orientujemy C tak, aby jego
jednostkowa styczna zgadzala sie z T =~'(sy). Wowczas

c"(s9) =0 <= K, (s9) = kc(p)
Dowadd. 7 reguly lancuchowej drugiego rzedu

c"(5) = D*Fy (7 (5),7'(5)) + (VE(1(5)),7"(5)) - (6.2)

Niech a bedzie lokalna parametryzacja tukowa C' zgodnie zorientowana, z «(0) = p, o’(0) = T.
Mamy v”(sq) = £,N oraz a”(0) = kcN. Poniewaz F' o a = 0, odjecie odpowiednich réwnan daje

" (s9) = (k) — k) (VE(p),N).

Gradient jest niezerowy i prostopadly do T, zatem (VF(p),N) = £ |VF(p)| # 0. To koiiczy
dowdd. O

Orientacja jest czescia twierdzenia. Bez zgodnego wyboru stycznych nie wolno
poréwnywacé krzywizn ze znakiem. Na przyklad ten sam okrag przebiegany w przeciwnych
kierunkach ma identyczny §lad, ale krzywizny 1/R i —1/R.

6.1 Co dokladnie oznacza ,,rzad kontaktu”?

W tym opracowaniu kontakt co najmniej drugiego rzedu oznacza c(sy) = ¢’ (sg) = ¢”(sy) = 0. Jesli
c jest klasy C3, wynika stad c(s, + h) = O(h?); dla C? mamy o(h?). Doktadnie drugi rzad, w tej
konwencji, wymaga dodatkowo ¢”(s,) # 0. Niektére zrédla nazywaja rzedem kontaktu krotnosé
zera funkcji ¢; wtedy numer jest o jeden wiekszy.

Stwierdzenie 6.3 (Niezaleznosé od funkcji definiujacej). Uzupetnienie. Warunki zerowania ¢, ¢, c”
nie zalezg od wyboru reqularnego réwnania tej samej krzywej.

Dowadd. Jedli F' i G maja lokalnie ten sam zbidr zerowy oraz niezerowe gradienty, to lokalnie
G = hF, gdzie h jest niezerowa funkcja gladka (dla gladkich F', G). Aby to zobaczy¢, wybieramy
wspélrzedne (u,v) z v = F. Réwnanie G(u,0) = 0 daje G(u,v) = vfol G,(u, ) dr; czynnik
przy v nie znika w punkcie, bo G jest regularne. Po zlozeniu z v otrzymujemy G oy = (ho7)c.
Regula Leibniza pokazuje, ze przy zerowaniu nizszych pochodnych kolejna pochodna mnozy sie
tylko przez niezerowa warto$é h(p). Dla samych funkcji klasy C? to samo wynika z ich rozwinigé
Taylora do drugiego rzedu. O

W szczegblnosei nie mozna bez wyjasnienia zastepowaé F'(x, y) funkcja y— f(x) w rachunku funkcji

kontaktu. Funkcje te nie musza by¢ rowne; réwnowazne sa warunki zerowania odpowiednich
pochodnych.
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6.2 Krzywizna poziomicy bez wyznaczania parametryzacji

Uzupetnienie. Dla g = |V F| wybierzmy orientacje
ro vl _VE
g g

Dwukrotne rézniczkowanie F o o = 0 w parametrze tukowym daje 0 = D?F(T,T) — kg. Zatem

2 2
F,,F,—2F, F,F, +F, F; 6.3)

(F2 + F2)37

K =

Wszystkie pochodne obliczamy w rozwazanym punkcie poziomicy. Dla orientacji przeciwnej nalezy
zmienié znak. Dla F = 22 + 92 — R? wybrana styczna odpowiada obiegowi przeciwnemu do ruchu
wskazéwek zegara i wzor daje k = 1/R.

Przyktad 6.4 (Dwa rézne rzedy kontaktu). Niech y(t) = (¢,t2/2), a F(z,y) = 2% + y?> — 2y
opisuje okrag oskulacyjny w poczatku. Wowczas

t4
c(t) = F(t,t?/2) = T

Znikaja nawet pochodne do rzedu trzeciego. Zatem okrag oskulacyjny moze mie¢ kontakt wyzszy
niz drugi rzad. Po zastapieniu paraboli wykresem y = t2/2 + bt3, b #+ 0, otrzymujemy c(t) =
—2bt? + O(t*) — kontakt jest dokladnie drugiego rzedu w przyjetej konwencji. Parametr ¢ nie
jest tukowy, ale rzad zera zachowuje si¢ przy kazdej regularnej zmianie parametru.

7 Krzywe zamkniete, pole i nier6wnos¢ izoperymetryczna

7.1 Krzywa prosta i twierdzenie Jordana

Definicja 7.1. Krzywa na przedziale nazywamy prostqg (zwana takze ,zwykla”), jesli jej
parametryzacja jest réznowartosSciowa. Krzywa zamkniecta jest opisana odwzorowaniem z okregu
S, réwnowaznie mozna uzyé parametryzacji okresowej. Prosta krzywa zamknieta to ciggly,
réznowartosciowy obraz S'. W zapisie na [0, T'| dopuszczamy v(0) = «(T'), a poza ta identyfikacja
nie ma powtorzen.

Do uzyskania gladkiej parametryzacji okresowej nie wystarcza v(0) = ~(7T): na koncach
musza zgadzaé sie réwniez pochodne wymaganych rzedéw. ,Prosta krzywa” oznacza tu brak
samoprzecieé, niekoniecznie linie prosta.

Twierdzenie 7.2 (Jordana). Dopelnienie prostej krzywej zamknietej w R? sklada sie z dokladnie
dwoch spojnych skladowych otwartych: ograniczonego wnetrza ¢ nieograniczonego zewnetrza.
Krzywa jest brzegiem obu sktadowych.

Jest to twierdzenie topologiczne, prawdziwe juz dla krzywych ciaglych. Jego pelny dowdd

wykracza poza lokalng geometrie rézniczkowa i nie jest tu odtwarzany. W dalszych rachunkach
zakladamy gladko$é i regularnosé krzywej zamknietej.
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zewnetrze

dodatnia orientacja:
wnetrze po lewej stronie

Rysunek 8: Prosta krzywa zamknieta oraz jej wnetrze i zewnetrze.

7.2 Pole z calki po brzegu

Stwierdzenie 7.3 (Wzér Greena na pole). Uzupetnienie. Jesli gladka prosta krzywa zamknieta -y
jest zorientowana dodatnio, czyli wnetrze lezy po lewej stronie, to

v T
A= / (xy —yz)dt = / xy dt. (7.1)
2 Jo 0

Dowéd. Twierdzenie Greena dla pola (—y/2,z/2) daje pierwsza réwnosé, bo 9, (z/2)—0,(—y/2) =
1. Drugg otrzymujemy z calkowania przez czesci i okresowosci: [yzdt = — [ zydt. O

Orientacja przeciwna zmienia znak caltki. Dla krzywych z samoprzecieciami catka wyznacza pole
algebraiczne, a nie zawsze pole sumy ograniczonych obszaréw.

Przyklad 7.4 (Pole wnetrza asteroidy). Asteroida jest prosta krzywa zamknieta, kawaltkami
regularng, wiec mozna zastosowaé wzér Greena na jej regularnych tukach. Dla o = acos®t, y =

asin” t:

. . 3a® 3ma?
2y — yi = 3a® sin® ¢ cos? t, A= > / sin? ¢ cos? t dt = T
0

Wraz z L = 6a daje to przyklad écislej nieréwnosci 4mA < L2.

7.3 Nieré6wnos¢ izoperymetryczna z dowodem

Twierdzenie 7.5 (Nier6wnos$¢ izoperymetryczna). Jesli gladka regularna prosta krzywa
zamknieta ma diugo$é L i ogranicza obszar o polu A, to

ATA < L2, (7.2)

Rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy $lad krzywej jest okregiem. Twierdzenie jest prawdziwe
takze dla prostych krzywych zamknietych prostowalnych; poniiszy dowodd dotyczy przypadku
gtadkiego.

Lemat 7.6 (Nieréwnos¢ Wirtingera). Dla gladkiej L-okresowej funkcji f o sredniej zero zachodzi

/fds< /f

Réwnosé wystepuje dokladnie dla f(s) = acos(2ws/L) + bsin(2ws/L).
Dowdd. Rozwijamy f w szereg Fouriera bez wyrazu stalego. W tozsamosciach Parsevala catka

z f? zawiera sume %an(a% +b2), a calka z (f’)? sume %Zn>l(27m/L)2(a% + b2). Poniewaz

n? > 1, otrzymujemy teze; réwnoéé wymusza znikanie wszystkich wspétczynnikéw dla n > 2. O
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Dowdd nieréwnosci izoperymetrycznej. Wybieramy dodatnia parametryzacje tukowa v = (x,y)
i przesuwamy poczatek tak, by x, y miaty Srednia zero. Ze wzoru na pole, nieréwnoéci Cauchy’ego—
Schwarza i lematu:

L
2A=/ (J7,7') ds
0
1/2 I 1/2
12
/ I ds)
0
2
f— ﬂ-.

< ( / i ds> (

L [~ L
<or [ WP =5
T Jo

Jesli zachodzi réwnosé, lemat wymusza y(s) = u cos(ws)+vsin(ws), w = 2w /L. Warunek || =1
daje |lu| = |lv]| = 1/w i (u,v) = 0, wiec §lad jest okregiem. Odwrotnie, dla okregu L = 27 R
i A=mR2, co daje réwnosé. O
Wynik moéwi jednoczesnie, ze okrag ogranicza najwieksze pole przy zadanym obwodzie oraz ma

najmniejszy obwdd przy zadanym polu.

8 Zestaw wzorow i krotkie ¢wiczenia

8.1 Najwazniejsze wzory

Wielkosé Wzér i warunki

Predkosé ot) = [4(2)]

Dhugosé L= ["v(t)dt dla kezywej klasy C"

Parametr tukowy s(t) = j;z v(u) du, przy v > 0

Styczna i lewa normalna T =%/v, N=JT

Krzywizna ze znakiem k = det(¥,%) /v, przy v > 0

Wzory Freneta dT/ds = kN, dN/ds=—kT

Kat stycznej k=df/ds

Wykres y = f(z) k= f"/(14 (f)?)3?, orientacja w strone rosnacego x

Srodek i promien krzywizny qg=v+N/k, p=1/|k|, przy K # 0

Pole wnetrza A= % J(zy — yi) dt, dodatni jednokrotny obieg prostej
krzywej zamknietej

8.2 Cwiczenia z odpowiedziami

1. Wymierny okrag. Dla (2.1) oblicz dtugos¢ dla ¢t € [—1, 1] i krzywizne.
Odpowiedz: L = f_ll 2/(1+t%)dt = 7, k = 1. Jest to prawy pélokrag przebiegany od (0,—1)
do (0,1).
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2. Hiperbola. Znajdz krzywizne v, (t) = (acosht,bsinht) i okrag oskulacyjny przy ¢t = 0.
Odpowied?:
ab

_ _ 2 _ 32
wlt) = (a? sinh? ¢ + b2 cosh? t)3/2’ ¢=(a+b°/a,0), p=0b/a

W punkcie (a,0) styczna wskazuje w gore, a krzywa skreca w prawo.

3. Regularnosé nie zalezy od réwnania w prosty sposéb. Poréwnaj F = 22 + 32 — 1
iG=F2
OdpowiedZ: oba zbiory zerowe sa okregiem; VF = 2(x,y) # 0 na okregu, lecz VG = 2FVF = (.
Wzoru (6.3) nie wolno stosowaé¢ do G na tym zbiorze.

4. Ostrze czy samoprzeciecie? Poréwnaj (¢2,t3) i lemniskate (2.2).
OdpowiedZ: pierwsza parametryzacja ma zwykte ostrze w ¢t = 0. Druga jest wszedzie regularna,
ale ma dwa rézne parametry opisujace poczatek uktadu; odpowiadajace styczne sa niezalezne.

5. Kontakt z prosta. Dla v(t) = (¢,t3) i prostej y = 0 wyznacz funkcje kontaktu i krzywizne
W zerze.
Odpowieds: c(t) = t3, wiec kontakt ma dokladnie drugi rzad w konwencji rozdziatu 6; x(0) = 0.
Nie istnieje tam okrag oskulacyjny o skoniczonym promieniu.

19



	Trzy sposoby opisu krzywej
	Parametryzacje i osobliwości
	Długość krzywej i parametr długości łuku
	Krzywizna ze znakiem
	Okrąg ściśle styczny
	Kontakt dwóch krzywych
	Krzywe zamknięte, pole i nierówność izoperymetryczna
	Zestaw wzorów i krótkie ćwiczenia


