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1 Krzywe regularne i dtugosé¢ tuku

Przez I rozumiemy przedzial o niepustym wnetrzu. Domyslnie rozwazamy odwzorowania
gladkie, czyli klasy C°°; przy podstawowych wynikach wskazujemy réwniez wystarczajaca
klase rézniczkowalnosci. Dla przedzialu domknietego regularnos¢ na koncach rozumiemy przez
przedluzenie do otoczenia. lloczyn skalarny i norme euklidesowa oznaczamy przez (u,v) i |u].

1.1 Parametryzacja i zmiana parametru

Definicja 1.1. Krzywa parametryzowana w R™ to odwzorowanie v : I — R". Krzywa klasy C*
jest regularna, jezeli 4(t) # 0 dla kazdego t € I. Jej sladem jest zbiér v(I).

Definicja 1.2. Parametryzacje v : I — R™ i 5 : J — R"™ sa réwnowazne, jezeli istnieje
dyfeomorfizm ¢ : J — I taki, ze ¥ = 7 o . Klasa tej relacji to krzywa nieparametryzowana.
Jesli dopuszezamy tylko ¢’ > 0, otrzymujemy krzywa zorientowana.

Pochodna dyfeomorfizmu przedzialéw nie znika i ma staly znak. Zmiana parametru z ¢’ < 0
odwraca kierunek przebiegu krzywej. Sam $lad nie okresla parametryzacji ani liczby przebiegbw:
jednokrotne i dwukrotne obejscie okregu maja ten sam Slad, lecz rézne dlugodci.

1.2 Dlugosc i jej niezmienniczosé

Twierdzenie 1.3 (Wzér na dtugosé). Dla krzywej v : [a,b] — R" klasy C' dtugoéé, zdefiniowana
jako supremum diugo$ci wpisanych tamanych, jest réwna

b
- / ()] d. (1.1)

Dowdéd. Dla dowolnego podziatu a =1, < --- < t,, = b mamy

m m t; b
>t =t <> [ Bwnde= [ o)

Aby uzyskaé¢ nieréwno$é przeciwng, wybierzmy podziat tak drobny, by wahanie wektora 4 na
kazdym jego odcinku bylo mniejsze niz €. Dla &, € [t,_4,t;] zachodzi wtedy

() — (1) — YD =t < elt; — 1)

Suma dlugosci cieciw rézni si¢ od odpowiedniej sumy Riemanna o co najwyzej (b — a).
Przechodzac do granicy, otrzymujemy (1.1). O

Jezeli ¢ : [c,d] — [a,b] jest dyfeomorfizmem, to

taen) = [ Bl wide= [ o) a

Dla ¢' < 0 mamy ¢(c) = b, p(d) = a; modul pochodnej kompensuje odwrdcenie granic
catkowania.
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1.3 Parametr naturalny

Twierdzenie 1.4 (Parametryzacja dtugoécia tuku). Kazda reqularna krzywa klasy C* dopuszcza
parametryzacje diugoscig tuku, czyli parametryzacje o predkosci jednostkowej.

Dowdéd. Ustalmy t, € I i polézmy

(1) = / ()] du.

Poniewaz $(t) = |¥(¢)|| > 0, odwzorowanie s : I — s(I) jest dyfeomorfizmem. Dla a(s) = y(t(s))

otrzymujemy
, Y(t(s))
of(s) = == [al(s)] =1
13t (s))]
Dhugosc¢ odcinka krzywej pomiedzy parametrami s; < sy Wynosi s, — $;. O

Stwierdzenie 1.5 (Jednoznacznosé). Jezeli dwie réwnowazne parametryzacje majq predko$é
jednostkowq, to zmiana parametru ma postaé s = eu + ¢, gdzie € € {1,—1}. Dla parametryzacji
zgodnie zorientowanych pozostaje tylko przesuniecie s = u + c.

Dowdd. 7 a(u) = a(p(u)) wynika 1 = |& (u)| = |¢’(u)|. Na przedziale ciagla funkcja ¢’ ma staly
znak, zatem jest stale rowna 1 albo —1. Wystarczy scatkowac. ]

Przyktad 1.6 (Linia $rubowa). Niech a >0, b€ R i

~(t) = (acost,asint, bt), c=a2 + b2.

Wtedy |¥|| = ¢, wiec przy s(0) = 0 mamy s = ct oraz

s bs

a(s) = <acos§, asin —, —) . (1.2)

C C C

Jest to wzér na polozenie punktu, a nie na jego predkosé. Dla b # 0 krzywa lezy na walcu
2% +y? = a?; jeden obrét zwicksza wspétrzedna z o 27b i ma dtugoéé 2me. Dla b = 0 otrzymujemy
okrag.

27b

a

Rysunek 1: Linia srubowa o promieniu a i skoku 27b; na rysunku b > 0. Przerywane okregi sg przekrojami
walca.
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2 Krzywizna i reper Freneta

Od tej chwili krzywe leza w R3. Najpierw zakladamy, ze v : I — R3 jest klasy C? i |7/(s)| = 1.

Definicja 2.1. Jednostkowy wektor styczny i krzywizna to

T(s) =7'(s),  s(s) =T (s)] =" (s)ll- (2.1)
Jezeli k(s) > 0, definiujemy normalng gidwng i binormalng:
N(s) = TH(S)) B(s) = T(s) x N(s). (2.2)

Uporzadkowana tréjke (T, IN, B) nazywamy reperem Freneta.

Z rézmiczkowania (T, T) = 1 otrzymujemy (T, T) = 0. Stad T L N, a z wlasnosci iloczynu
wektorowego:
IT|=|N|=|B|=1, (T,N)=(T,B)=(N,B)=0.

Ponadto
det(T,N,B) = (T x N,B) = 1.

Reper Freneta jest wiec dodatnio zorientowana baza ortonormalna. Podstawowa zaleznos¢ ma
posta¢ T = kN.

Regularnosé 4 # 0 wystarcza do zdefiniowania stycznej. Krzywizna moze byé réwna zeru.
Do zdefiniowania normalnej gtéwnej, binormalnej i torsji w klasycznym reperze Freneta
potrzebujemy dodatniej krzywizny. Nie przypisujemy automatycznie torsji wartosci zero
w punktach, w ktorych ten reper nie istnieje.

Stwierdzenie 2.2. Regularna krzywa klasy C? na przedziale ma krzywizne identycznie méwng
zeru wtedy 1 tylko wtedy, gdy jej slad zawiera sie w prostej.

Dowdd. Przechodzimy do dlugosci tuku. Jesli k = 0, to T/ = 0, wiec v(s) = 7(sq) + (s —5¢) T (s¢)-
Odwrotnie, jednostkowa styczna regularnej krzywej lezacej w prostej jest na przedziale stala;
zatem k = 0. O

Przyklad 2.3 (Regularno$é¢ nie oznacza dodatniej krzywizny). Krzywa (t) = (t,t3,0) jest
regularna, gdyz pierwsza wspélrzedna 4 wynosi 1. Ze wzoru wyprowadzonego w rozdziale 4
dostajemy "
6|t

M= o
W punkcie ¢ = 0 krzywizna znika. Dla ¢ # 0 binormalna wynosi B(t) = (0,0,sgnt), wiec nie ma
nawet cigglego przedtuzenia przez zero.

2.1 Trzy plaszczyzny zwigzane z reperem

Niech p = ~(sy) i1 niech Ty, Ny, B, beda wektorami reperu w tym punkcie. Definiujemy
plaszczyzny afiniczne:

Nazwa Opis parametryczny Réwnanie

Scigle styczna  p + span(Ty, N;) (X —p,By) =0
Normalna p + span(N, By) (X—p,Ty) =0
Prostujaca p + span(Ty, By) (X —p,Ny) =0
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Plaszczyzne $cidle styczna nazywamy tez plaszczyzng oskulacyjng. Zawiera ona kierunek ruchu
i kierunek zmiany stycznej.

B B B

p p p

$cisle styczna normalna prostujaca

Rysunek 2: Trzy plaszczyzny w lokalnym ukladzie reperu Freneta. Wektory T,N,B sa wzajemnie
prostopadle w przestrzeni; rzut na kartke nie zachowuje katow.

3 Torsja i wzory Freneta—Serreta

Zakladamy teraz v € C3, |y/| =11 k > 0 na calym I. Wektory N i B sa wtedy klasy C*.
Definicja 3.1. Torsja krzywej to funkcja
7(s) = — (B'(s),N(s)) . (3.1)

Twierdzenie 3.2 (Wzory Freneta—Serreta). Reper Freneta spelnia uklad

| T'=kN, N =-—+T+7B, B =—7N. | (3.2)

Dowdd. Pierwszy wzér wynika z definicji N. Poniewaz |[N| = 1, mamy (N’,N) =0.Z (N,T) =0
otrzymujemy

(N',T) = — (N, T') = —r.

Z kolei (B’,B) = 0 oraz
(B, T) =—(B,T) = —x (B,N) = 0.

Zatem B’ jest wielokrotnos$cig N, a definicja torsji daje B = —7IN. Na konicu
(N’,B) = —(N,B) =,

co wyznacza wszystkie wspolrzedne N’ w bazie (T, N, B). O

3.1 Zapis macierzowy

Jezeli wektory reperu zapisujemy jako kolumny macierzy @@ = [T N B], to

0 —x O
Q = QA, A=k 0 —7/1, AT = —A. (3.3)
0 7 0

Dla macierzy R = QT, ktorej wierszami s wspéirzedne T, N, B, ten sam uklad ma postaé

0 k 0
R’ =CR, C=—A=|-x 0 71]. (3.4)
0O — 0

Potozenie macierzy wspoétczynnikow i jej znaki zalezg od tego, czy wektory zapisano w kolumnach,
czy w wierszach.
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3.2 Znaczenie geometryczne torsji

Binormalna jest jednostkowym wektorem normalnym do plaszczyzny $cidle stycznej. Réwnosé
[B’| = |7| méwi, ze modutl torsji mierzy szybko$é¢ zmiany tego wektora wzgledem dlugosci tuku.
Zmak okresla kierunek tej zmiany wzgledem wybranej orientacji przestrzeni.

Stwierdzenie 3.3 (Rozwinigcie lokalne, wzér Bouqueta). Niech sy € int I, p = vy(sq), kg = k(sg)
i Ty =T(sg). Wtedy

h2
Y(sg +h) :p+hTo+?’ioNo

h3
+ K(_”%To + KNy + rgToBg) + o(h?). (3.5)
Dowéd. Mamy v = T, v” = kN oraz, na mocy wzoréw Freneta, v = —r?T + «'N + x7B.
Podstawiamy te pochodne do wzoru Taylora z resztg Peana. O

W szczegoblnosci odleglo$é ze znakiem od plaszczyzny $cile stycznej w punkcie p wynosi
h) —p,By) = “C0p3 4 o(h? 3.6
(v(s0 +h) —p, By) = —c=h" + o(h?). (3.6)

Krzywizna opisuje zgiecie widoczne w drugim rzedzie, a torsja wplywa na odchylenie od tej
plaszczyzny w trzecim rzedzie. Samo 7(s,) = 0 nie oznacza, ze krzywa jest plaska w otoczeniu
SO.

3.3 Okrag scisle styczny

Definicja 3.4. W punkcie o ky > 0 okrgg Scisle styczny lezy w plaszczyznie p + span(Ty, Ny),
ma, promien i srodek

1
== =p+ —N,. .
P P q p+ﬁ0 0 (3.7)

Jego parametryzacja jednostkowa w poblizu p to

e(h) = p+ sin(kyh) T, + 1 — cos(kyh)

NO .
Ko Ko

Mamy ¢(0) = p, ¢’(0) = Ty i ¢"(0) = k,N,. Okrag ten zgadza si¢ z krzywa do drugiego
rzedu i jest jednoznacznie wyznaczony przez te trzy warunki. Istotnie, dla okregu jednostkowo
parametryzowanego przyspieszenie jest skierowane do Srodka i ma dlugos¢ réowng odwrotnosci
promienia.



GEOMETRIA ROZNICZKOWA Krzywe w R?

y=ax%/2

p

Rysunek 3: Parabola y = 22/2 i jej okrag &cidle styczny w wierzcholku. Tutaj ko = 1 i ¢ = (0,1).
W przypadku krzywej przestrzennej okrag réwniez lezy w plaszczyznie Scisle stycznej.

4 Wzory dla dowolnego parametru

Niech « : I — R? bedzie regularng krzywa klasy C3. Oznaczmy v(t) = ||4(t)|. Wartodci x(t) i 7(t)
oznaczaja niezmienniki geometryczne w punkcie o parametrze ¢, czyli ztozenia k(s(t)) i 7(s(t)).

Twierdzenie 4.1. Krzywizna reqularnej krzywej jest dana wzorem

—
H:Hv'yL (4.1)
1
Gdy ¥ x 4 # 0, mamy réwniez?
R
r = d8 A7) (4.2)
Iy = Al
oraz . . .
-7 B=1X7  N=BxT. (4.3)
%1 Iy > Al

Dowdod. Wybieramy rosnacy parametr dtugoéci tuku, zatem s = v > 0. Regula tancuchowa i wzory
Freneta daja

v =T,
4 =T + v?*kN,
3 = (1 —v*k?)T + (3vok + v*k’ )N + v3x7B. (4.4)

W ostatnim wierszu k" = dr/ds; w szczegblnosci & = vk’. Teraz

. . . .2
Yx g =vkB, [y x| =0

Poniewaz det(T, N, B) = 1, otrzymujemy

co dowodzi wzoru na torsje. Wzory na reper wynikaja z tych samych réwnosci i tozsamosci
BxT=N.

Wzor na krzywizne pozostaje prawdziwy takze dla x = 0: bez dzielenia przez x mozna zapisaé
A =0T + v®T’ i wykorzysta¢ T’ L T. Do samego wzoru na krzywizne wystarcza klasa C2. [
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Réwnowazna postaé wzoru na normalng gtéwna to
_ X)X
I <A1 1

Przypominamy tez tozsamosé det(u,v,w) = (u X v, w): pozwala ona liczy¢ torsje bez osobnego
rozwijania wyznacznika.

4.1 Przyktad: pelny rachunek dla linii Srubowej

Dla y(t) = (acost,asint,bt), a > 0, mamy
4 = (—asint,acost,b),
—acost,—asint,0),

5=
4 = (asint,—acost,0),
¥ =

A XA absint, —abcost,a?).
Stad, przy ¢ = Va2 + b?,
a b
"Ter T T 2t (4:5)

bo |4 x ¥|| = ac i det(¥,%,7%) = a?b. Reper wynosi

1 1
T = —(—asint,acost,b), N = (—cost,—sint,0), B = —(bsint,—bcost,a). (4.6)
c c

Normalna gtéwna wskazuje o§ walca. Zmiana b na —b zachowuje krzywizne i zmienia znak torsji.
Dla b = 0 otrzymujemy x = 1/a i 7 = 0.

Reper obraca sie wzdtuz krzywe;j.
N jest skierowana ku osi.
T TLIN T1LB, N.LB.

(0)

Rysunek 4: Reper Freneta linii Srubowej w punkcie o ¢t = 0. Strzatki maja jednakowa dlugoéé w przestrzeni;
ich rzuty mogg mie¢ rézne dlugosci.

4.2 Przyklad: krzywa szeScienna przestrzenna

Rozwazmy v(t) = (¢,t%,t3), t € R. Wéwczas
A= (1,26,32), 5=(0,2,6t), %=1(0,0,6), 4 x7=/(6t2,—6t,2).

Iloczyn wektorowy nigdy nie znika, zatem reper istnieje dla kazdego t. Obliczamy

) 2V9t4 + 9t2 + 1 ) 3

k(t) = T(t) = —/—————.
(1 + 412 + 9t4)3/2° 94 4+ 9t2 + 1

W punkcie ¢ = 0 mamy T = (1,0,0), N = (0,1,0), B=(0,0,1), K = 2 i 7 = 3. Plaszczyzna Scisle

styczna ma réwnanie z = 0, a okrag $cisle styczny ma srodek (0,1/2,0) i promiefi 1/2. Poniewaz

torsja jest dodatnia na calej krzywej, jej $lad nie lezy w plaszczyznie.

(4.7)
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5 Krzywe ptaskie i zerowa torsja

Definicja 5.1. Krzywa nazywamy plaskqg, jesli jej slad zawiera sie w pewnej plaszczyznie
afinicznej w R3.

5.1 Krzywizna przestrzenna a krzywizna plaska ze znakiem
Niech v(s) = (x(s),y(s),0) bedzie parametryzowana dlugoscig tuku. Lokalnie mozemy zapisaé
T(s) = (cosf(s),sinf(s),0), T'(s) = 0'(s)(—sinf(s),cos0(s),0).

W zorientowanej plaszczyznie xy krzywizna ze znakiem wynosi k, = 0’, natomiast krzywizna
przestrzenna to
_ _ /
K= |kl =10"]. (5.1)

Jesli 6" #+ 0, normalna gléwna jest réwna sgn(f”)(—sin 6, cos6,0). Nie zawsze jest to normalna
skierowana w lewo wzgledem ruchu.
Dla okregu
~v(s) = (rcosﬁ,rsinf,()), r>0,
r r
mamy
1
T= (—sinf,cos§,0> , N = —— <cos§,sinf,0> )
r r r r r
Zatem k = 1/r, N wskazuje $rodek okregu, B = (0,0,1) oraz 7 = 0.

Twierdzenie 5.2 (Kryterium ptaskosci). Niech v : I — R?® bedzie reqularng krzywq klasy C3 na
przedziale © niech k > 0 na calym I. Wiedy

v jest plaska <= T1=0.

Dowdd. Pracujemy w parametrze dlugosci tuku. Jesli $lad lezy w plaszezyinie (X, u) = d, gdzie
|u| = 1, to rézniczkowanie daje (T,u) = 0 i x(N,u) = 0. Poniewaz x > 0, wektor u jest
prostopadly do T i N, zatem B = 4u. Ciaglosé B i spdjnosé przedziatu wymuszaja statosé tego
znaku. Wobec tego B’ = 0, czyli 7 = 0.

Odwrotnie, jesli 7 = 0, to z B’ = —7IN wynika B(s) = B, gdzie By, jest staly. Dla ustalonego

sg € I mamy
L {1(5) ~1(50), Bo) = {T(s), B(s)) = 0

Wartos¢ tego iloczynu przy s = s, wynosi zero, wiec caly $lad lezy w plaszczyznie
(X —=7(s0), Bg) = 0.
O

Przyktad 5.3 (Zerowa torsja w jednym punkcie). Dla v(t) = (¢,t2,t*) iloczyn wektorowy
pochodnych wynosi (16t3, —12t2,2), a wiec nie znika. Ponadto

12¢

Tt) = ————, 7(0) = 0.

®) 64t6 + 364 + 1 (0)

Mimo to krzywa nie jest ptaska w zadnym otoczeniu zera. Gdyby At+ Bt? 4 Ct* = D na pewnym
otwartym przedziale, to identyczno$¢ wielomiandéw wymuszalaby A = B = C = D = 0, co nie

jest réwnaniem plaszczyzny.
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Uwaga 5.4 (Dlaczego zalozenie dodatniej krzywizny jest istotne). Warunek ,,7 = 0 wszedzie tam,
gdzie torsja jest okreslona” nie wystarcza do globalnej ptaskosci, jesli dopuszczamy punkty x = 0.
Niech

0, t <0,
Jest to gladka, regularna krzywa. Dla t < 0 lezy w plaszczyznie z = 0, a dla t > 0 w plaszczyznie
y = 0. Poniewaz f”(t) = e Y (4 —6t2)/t° > 0 dla 0 < t < 1/2, na obu tych czesciach £ > 0
iT=0.W zerze kK = 0. Cala krzywa nie lezy w jednej ptaszczyznie: kazda z jej zakrzywionych

e 1/t?
f<t>={ SO S ), —h<t<d

potéwek wyznacza inng plaszczyzne. Gladkosé w zerze wynika z tego, ze wszystkie pochodne f
w zerze znikaja.

6 Izometrie i zmiana orientacji

6.1 Postaé izometrii przestrzeni euklidesowej

Twierdzenie 6.1. Odwzorowanie F : R? — R zachowuje odleglosci wtedy i tylko wtedy, gdy ma
postac

F(x) = q+ Lz, L'L =1,. (6.1)

Jest ono izometria wlasciwa, czyli ruchem zachowujgcym orientacje, gdy det L = 1.

Dowdd. Jedli F' zachowuje odleglosci, potézmy ¢ = F(0) i G(x) = F(z) — q. Wtedy G(0) = 0,
[G(x)|| = |z|, a tozsamosé¢ polaryzacyjna daje

(G, Gy = IGI T1GWI = [6() ~ Gl

Dla standardowej bazy ey, e,, e5 wektory G(e;) sa wigc baza ortonormalna. Wspéirzedne G(x)
w tej bazie to (G(z),G(e;)) = z;, zatem G(z) = ) 2,G(e;) = L, gdzie L ma kolumny G(e;)
i jest ortogonalna. Odwrotnie, macierz ortogonalna zachowuje norme, a przesuniecie nie zmienia
réznic punktéw, wiee (6.1) zachowuje odleglosci. O

2

=(z,y).

6.2 Wplyw izometrii na krzywizne i torsje

Dla macierzy ortogonalnej L zachodzi
(Lu) x (Lv) = (det L) L(u x v). (6.2)
Wystarczy pordéwnadé iloczyny skalarne obu stron z dowolnym wektorem Lw. Sa one rowne, gdyz
det(Lu, Lv, Lw) = (det L) det(u, v, w).
Stwierdzenie 6.2. Jesli ¥ = q+ Ly i L jest ortogonalna, to
R =k, T = (det L)7.
Przy dodatniej krzywiznie repery spetniajg

~

T=LT, N=LN, B=(detL)LB.

Dowdd. Tzometria zachowuje dlugosé tuku. Dla jednostkowej parametryzacji T=LTiT =LT,
skad K = k i N = LN. Wzér (6.2) wyznacza binormalna. Z definicji torsji dostajemy

7 = —((det L)LB’, LN) = (det L)7.

10
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Krzywizna jest niezmiennikiem wszystkich izometrii. Torsja zachowuje warto$¢ przy
izometriach wlasciwych 1 zmienia znak przy izometriach odwracajacych orientacje
przestrzeni, na przyktad przy odbiciu w plaszczyznie.

6.3 Odwrécenie parametru nie zmienia torsji

Stwierdzenie 6.3. Dia dyfeomorfizmu ¢ : J — I i 5 = 7o ¢ zachodzg
Ru) = k(p(w)),  7(u) =7(p(u)).

Obie réwnosci obowigzujq takze dla ¢" < 0.

Dowdd. Niech e = sgn¢’ i zal6zmy k > 0. Regula taricuchowa daje

”fstocp, ﬁ:Nogo, ﬁszogp.

W szczegdlnodei, gdy obie parametryzacje sa jednostkowe, p(u) = eu 4+ ¢. Wowczas

% = 2B/ (ip(u) = —7((w) N(u),

co dowodzi niezmienniczosci torsji; analogicznie nie zmienia si¢ krzywizna. Ogoélny przypadek
sprowadza sie¢ do parametryzacji jednostkowych. W punktach x = 0 niezmienniczo$¢ krzywizny

wynika bezposrednio ze wzoru (4.1). O
Operacja Krzywizna Torsja
Odwrécenie przebiegu krzywej bez zmiany  bez zmiany
Obrét i przesuniecie przestrzeni bez zmiany  bez zmiany
Odbicie przestrzeni w plaszczyznie bez zmiany zmiana znaku
Jednokladnosé o skali A > 0 KA T/A

W pierwszym wierszu poréwnujemy wartoéci w odpowiadajacych sobie punktach. Ostatni wiersz
wynika z poteg skali we wzorach (4.1)—(4.2).

7 Podstawowe twierdzenie teorii krzywych

Funkcje x i 7 jako funkcje dlugosci tuku okreslaja ksztalt krzywej o dodatniej krzywiznie.
Potozenie w przestrzeni ustala sie przez wybér punktu i reperu poczatkowego.

Twierdzenie 7.1 (Istnienie i jednoznacznos$¢ z danymi poczatkowymi). Niech I bedzie
przedziatem, k,7 € C®(I) i k(s) > 0 dla wszystkich s € I. Ustalmy s, € I, punkt p, € R3
i dodatnio zorientowang baze ortonormalng (T, Ny, By). Istnieje dokladnie jedna gladka krzywa
~v: I — R3 taka, Ze:

(@) [y ()l =15

(i) jej krzywizng @ torsjg sq odpowiednio k(s) i 7(s);

(iil) v(sg) = py oraz (T(sq),N(sg), B(sg)) = (Ty, No, By)-
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Dowdd. Krok 1: rozwigzanie ukladu dla reperu. Niech A(s) bedzie macierza z (3.3). Rozwazmy
liniowy uktad réwnan rézniczkowych

Q = QA, Q(s9) = Qo = [Ty Ny By (7.1)

Liniowy uklad z ciagltymi wspotczynnikami i zadanym warunkiem poczatkowym ma doktadnie
jedno rozwigzanie na calym I. Uzasadnienie globalnego zakresu jest nastepujace: na kazdym
zwartym podprzedziale wspélczynniki sa ograniczone, a oszacowanie Gronwalla wyklucza
nieograniczony wzrost rozwiazania w skoniczonym czasie wewnatrz I. Gladkosé wspotezynnikdw
daje gtadko$é¢ rozwigzania.

Krok 2: ortonormalno$é i orientacja. Poniewaz AT = —A,
(QQT) =QAQT +QATQT = 0.

7 QOQOT = I; wynika QQT = I, a wiec réwniez QTQ = I;. Kolumny @ sa ortonormalne. Ponadto
det @ € {1,—1}; ciagloé¢ i warunek det @, = 1 daja det Q = 1 na calym przedziale. Oznaczajac
kolumny przez T, N, B, otrzymujemy zatem B = T x N.

Krok 3: odtworzenie krzywej. Definiujemy

v(s) = py + /s T (u) du. (7.2)

0

Wtedy v/ = T, wiec predkosé jest jednostkowa. Z ukladu (7.1) mamy T = kN. Poniewaz
[N =11k >0, krzywizna skonstruowanej krzywej jest rébwna zadanej x, a jej normalna gtéwna
jest rzeczywiscie N. Réwnosé B” = —7N pokazuje, ze torsja jest zadanym 7. Warunki poczatkowe
sg spelnione.

Krok 4: jednoznacznosé. Reper kazdej krzywej spelniajacej te warunki rozwiazuje ten sam uktad

(7.1) z tymi samymi danymi poczatkowymi. Jednoznaczno$é uktadu daje ten sam @, a wzor (7.2)
daje te sama krzywa. O

Twierdzenie 7.2 (Krzywizna i torsja wyznaczaja krzywa z dokladnoscia do ruchu). Niech ~,7 :
I — R3 bedg krzywymi klasy C3 parametryzowanymi diugoscig tuku, o dodatnich krzywiznach.
Nastepujgce warunki sg réwnowazne:

(i) k(s) =R(s) i 7(s) =7(s) dla kazdego s € I;

(ii) istnieje izometria wlasciwa F(x) = q+ Lx taka, Ze 4(s) = F(y(s)) dla kazdego s € 1.
Dowdd. Implikacja (ii)=-(i) to stwierdzenie 6.2. Zatézmy (i) i ustalmy s, € I. Niech @, 50 beda
macierzami poczatkowych reperéw, z wektorami w kolumnach. Potézmy

L =QQy, q="(sg) = L(sg)-

Mamy L € SO(3), gdzie SO(3) = {L : LTL = I5, det L = 1}. Krzywe ¢+ Lv i 7 maja te same
niezmienniki, punkt poczatkowy i reper poczatkowy. Ich repery rozwiazuja identyczny liniowy
uktad Freneta. Jednoznaczno$é tego ukladu, a nastepnie calkowanie stycznej daja q + Ly = 7.
Ten argument wymaga tylko ciagtosci wspotczynnikow uktadu, ktora wynika z zatozonej klasy
C? i dodatniej krzywizny. O

Uwaga 7.3. Poréwnujemy niezmienniki jako funkcje tego samego parametru diugosci tuku. Jesli
poczatek lub orientacja parametrow sg inne, najpierw trzeba dokonaé¢ odpowiedniej zmiany s =
4u 4 ¢. Réwnosé samych zbioréw wartosci krzywizny i torsji nie wystarcza.
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Wnhiosek 7.4 (Stala krzywizna i stala torsja). Krzywa jednostkowa o k =k > 0 i 7 =t jest,
z dokladnoscig do izometrii wiasciwej, krzywag

k k ) t
a(s) = (M cos(ws), msm(ws), ao)s) , w=/k%+ 3. (7.3)

Dla ty = 0 jest to okrag o promieniu 1/k; dla ty # 0 — linia Srubowa.

Dowdd. We wzorach dla linii §rubowej wybieramy a = k/(k* + t3) i b = t,/(k* + t2). Wtedy
a? +b? = 1/w?, a wzér (1.2) przyjmuje postaé (7.3). Bezposérednie obliczenie daje k = k i 7 = t,,.
Teza wynika z twierdzenia 7.2. 0

8 Zestawienie wzorow i zadania

8.1 Najwazniejsze wzory

Parametr dlugosci tuku: || =1, k > 0.

v

T=+, k=[], N=1, B=TxN, r=—(B,N).
K

T’ = kN, N’ = —«T + 7B, B’ = —7N.
Dowolny parametr: v = |§] > 0.
d _1d _ v x4l _ det(9,%,%)
ds _ wvdt’ =5 T L2
ds "~ i v <1
Wzér na torsje wymaga v x 4 % 0.

Przy obliczeniach warto zachowaé kolejnos¢: sprawdzi¢ regularnosé, obliczy¢ v x 7, ustalié¢, gdzie
jest niezerowy, a dopiero potem wyznaczaé reper i torsje. Do obliczenia x i 7 nie trzeba jawnie
odwraca¢ funkcji dhugosci tuku.

8.2 Zadania

1. Dla ~(t) = (2 cos 3t, 2sin 3t, 3t) oblicz predkos$é, krzywizne, torsje i dlugos$é jednego zwoju.
2. Rozwaz ~(t) = (cost,sint,—t). Poréwnaj krzywizne i torsje krzywych ~(t), v(—t) oraz

(cost,sint,t).

3. Dla () = (t,t2,t3) wyznacz w zerze wszystkie trzy plaszczyzny reperu Freneta i réwnania
okregu $cisle stycznego.

4. Zrekonstruuj, z doktadnoécia do ruchu, krzywa o stalych niezmiennikach x = 2, 7 = 1. Podaj
jej promien i skok.

5. Wykaz, ze v(t) = (t,cosht,0) ma dodatnia krzywizne i zerowa torsje. Oblicz k(t) oraz jej

maksimum.

6. Niech (s) bedzie krzywa klasy C* parametryzowang dtugogcia tuku i niech £ > 0. Udowodnij,
ze iloraz 7/k jest staly wtedy i tylko wtedy, gdy styczna T tworzy staly kat z pewnym stalym
jednostkowym wektorem .
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8.3 Odpowiedzi i wskazowki

1.

v=23V5, k =2/5, 7 = 1/5. Jednemu zwojowi odpowiada przedzial parametru dtugoéci 27 /3,
wiec jego dlugosé to 2mv/5.

. We wszystkich trzech przypadkach x = 1/2. Dla pierwszych dwéch krzywych 7 = —1/2, dla

trzeciej 7 = 1/2. Trzecia krzywa jest odbiciem pierwszej w plaszczyznie z = 0.

Odpowiednio: z =0, z =01y = 0. Okrag spetnia 2 = 01 2% + (y — 1/2)? = 1/4.

. Mozna wybraé

2 (s) = @ cos(\/53>,§sin<\/53), ;5) |

Promien wynosi 2/5, a skok 27/5.

. % = (1,sinht,0) i ¥ x 5 = (0,0,cosht). Stad x = 1/cosh®¢ > 0 oraz 7 = 0. Maksimum

krzywizny wynosi 1 i wystepuje przy t = 0.

. Jesli 7/k = ¢, to

cT+B
V1+c2

jest staly, bo v = (ck — T)N/V1+c¢? =0, i (T,u) = ¢/V1+ 2. Odwrotnie, z (T,u) =
a = const wynika (N,u) = 0, zatem u = aT + bB. Wspdlczynnik b tez jest staly, gdyz
b = (B’,u) = —7(N,u) = 0. Nie moze by¢ b = 0: wtedy v = +£T i x = 0. Rozniczkujac
u = aT + bB, dostajemy axk — br = 0, czyli 7/k = a/b. To kryterium opisuje uogélnione linie
srubowe; nie wymaga statosci samej krzywizny ani samej torsji.

u =
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