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GEOMETRIA ROZNICZKOWA Powierzchnie

1 Wykresy i powierzchnie uwiktane

Pracujemy w przestrzeni euklidesowej R? ze standardowym iloczynem skalarnym (X,Y) i norma
[ X|. Domyslnie wszystkie odwzorowania sa gladkie, czyli klasy C°°. Podstawowe definicje
regularnosci, plaszczyzny stycznej, pola i pierwszej formy podstawowej wymagaja jedynie klasy
Ct.

1.1 Wykres funkcji dwéch zmiennych

Niech D C R? bedzie otwarty i niepusty, a f : D — R gladka. Jej wykres

graphf = {(x,y,f(x,y)) : ([IZ,y) € D}

jest podstawowym przyktadem powierzchni. Opisuje go parametryzacja p(u,v) = (u,v, f(u,v)).

Przyktad 1.1. Wykres funkcji f(z,y) = ax + Py + 6 jest plaszczyzna. Dla stalych a,b > 0

wykresy
2 2 2 2
x Y x Yy

=4+ L =" -
a? = b2’ a2 b2

to odpowiednio paraboloida eliptyczna i paraboloida hiperboliczna. Druga ma ksztalt siodla:
przekroje plaszczyznami y = 0 i « = 0 sa parabolami wygietymi w przeciwne strony.

paraboloida eliptyczna paraboloida hiperboliczna

Rysunek 1: Siatki parametryczne dwéch wykreséw. Na siodle wyrézniono dwa prostopadle przekroje
przez wierzchotek.

1.2 Rodéwnanie uwiklane

Niech 2 C R? bedzie otwarty. Dla funkcji ® :  — R rozwazamy poziomice
S=d710)={qgeN: d(q) =0}.

Twierdzenie 1.2 (Twierdzenie o regularnej poziomicy). Jezeli ®(q,) = 0 i grad ®(qy) # 0, to
w otoczeniu qy zbior S jest wykresem gladkiej funkcji dwich zmiennych, po ewentualnej zamianie
rol osi wspolrzednych. Jezeli gradient nie znika w Zadnym punkcie niepustej poziomicy, to jest
ona powierzchnig reqularng.

Dowdd. Co najmniej jedna pochodna czastkowa jest niezerowa. Zalézmy, ze ®,(q,) # O.
Twierdzenie o funkcji uwiklanej daje otoczenia, w ktérych réwnanie ®(z, y, z) = 0 jest rbwnowazne
z = f(z,y) dla pewnej gladkiej funkeji f. Ponadto
(I)z (I)y
fm = _aza fy = _aza
gdzie pochodne @ obliczamy w punkcie (z,y, f(z,y)). Przypadki @, # 01ub ®, # 0 sa analogiczne.
O
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Przyklad 1.3 (Kwadryki). Dla a,b,c > 0 otrzymujemy nastepujace powierzchnie:

Réwnanie Powierzchnia

ar+ py+vz+6 =0, (o, 8,7) # 0 Plaszczyzna

2?/a® + y? )b + 22/t =1 Elipsoida

22/a® + 2 /b — 22/t =1 Hiperboloida jednopowltokowa
2?/a® + y? b — 22 )c? = —1 Hiperboloida dwupowlokowa

W kazdym przypadku gradient funkcji definiujacej nie znika na poziomicy. Dla elipsoidy
i hiperboloid moégltby zniknaé¢ jedynie w zerze, ktére nie nalezy do tych zbioréw. Jesli
a=0b=c =R, elipsoida jest sfera S% o promieniu R; sfera jednostkowa to S? = S%.

Warunek grad ®(q) = 0 oznacza, ze g jest punktem krytycznym danego réwnania. Sam
w sobie nie dowodzi osobliwosci zbioru ®1(0). Na przyktad ®(z,y,2) = 22 ma zerowy
gradient w kazdym punkcie poziomicy z = 0, a poziomica ta jest gladka ptaszczyzna. To

samo miejsce opisuje regularne réwnanie z = 0.

2 Parametryzacje i regularnos¢ powierzchni

Definicja 2.1. Gladkie odwzorowanie p : D — R3, gdzie D C R? jest otwarty, jest regularne
w (ug,vy), jezeli wektory
Dy = (xuayquzu)ﬂ Py = (xvvyvazv)

sg w tym punkcie liniowo niezalezne. Réwnowaznie,
rank Dp =2 << p, xp,#0. (2.1)

Odwzorowanie regularne w kazdym punkcie dziedziny nazywamy immersja.

Definicja 2.2 (Plat i powierzchnia regularna). Plat powierzchni jest obrazem regularnej
parametryzacji p : D — R3, ktéra jest homeomorfizmem na swdj obraz. Zbiér S C R3
jest powierzchnig regularng, jesli kazdy jego punkt ma otoczenie w S bedace takim platem.
Parametry u,v sa wtedy lokalnymi wspélrzednymi, a odwzorowanie p~! przypisuje punktom
plata ich wspéirzedne.

Warunek homeomorfizmu obejmuje réznowartoéciowosé i ciggltosé odwrotnoéci w topologii
odziedziczonej z R3. Nie wymagamy, by calyg powierzchnie dalo sie opisaé jednym platem.

Twierdzenie 2.3 (Regularna parametryzacja jest lokalnie wykresem). Jezeli p,(ug,vy)
i py(ug,vy) sq lintowo niezaleine, to po ograniczeniu p do dostatecznie matego otoczenia punktu
(ug,vy) otrzymujemy plat bedacy wykresem gladkiej funkcji wzgledem pewnej pary wspdlrzednych
przestrzent.

Dowdd. Macierz Dp ma rzad 2, wiec jeden z jej minoréw stopnia 2 nie znika. Po zamianie
wspoéirzednych mozemy zatozyé

det (% 5”) (1, vg) % 0.

Yu Yo
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Twierdzenie o funkcji odwrotnej zastosowane do h(u,v) = (z(u,v),y(u,v)) daje otoczenie U, na
ktérym h jest dyfeomorfizmem na otwarty zbiér V. Zapiszmy b~ (z,y) = (u(z,y), v(z,y)). Wtedy

pbe h_l(xay) = (maymf(may))? f(xay) = z(u(w,y),v(x,y)).

Jest to wykres funkcji gltadkiej. Odwrotno$¢ p|;; otrzymujemy, rzutujac na wspélrzedne (z,y)
i stosujac h™!; jest ona ciggla. O

Uwaga 2.4. Warunek rzedu zapewnia opis lokalny. Nie wyklucza samoprzecieé¢ calego obrazu
immersji. Na przyktad
p(u,v) = (sinu, sin 2u, v)

ma rzad 2 wszedzie, poniewaz cosw i cos2u nie znikaja jednocze$nie. Jednak obrazy punktéw
(0,v) i (m,v) pokrywaja sie, a odpowiadajace im platy przecinaja sie¢ wzdluz osi pionowej. Caly
obraz nie jest powierzchnia regularng w sensie powyzszej definicji.
2.1 Przyklady i dziedziny parametréw
1. Wykres. Dla p(u,v) = (u,v, f(u,v)) mamy
pu:(l)o)fo,)’ p’U:(O’]‘7f’U>7 puxp'l]:(_fu’_fl)71>'
Parametryzacja jest regularna i réznowartosciowa, a odwrotnosé jest rzutem (x,y, z) - (z,y).

2. Elipsoida. Parametryzacja
p(u,v) = (acosucosv, bcosusinv, csinu) (2.2)

jest regularna dla —7/2 < u < 7/2. Aby otrzymaé plat, wybieramy otwarty przedzial v, <
v < vy + 27. Pomijamy w ten sposéb jeden potudnik i oba bieguny. W otoczeniu biegunéw
stosujemy wykresy

z=+c/1—22/a% — 2 /b2, z?/a?® +y?/b* < 1.
Zanik p, dla u = +7/2 jest wada wspdlrzednych, a nie osobliwoscia elipsoidy.
3. Hiperboloida jednopowlokowa. Wzor

p(u,v) = (acoshucosv, bcoshusinwv, csinhu)

daje regularng immersje dla u, v € R. Do uzyskania plata wystarczy ograniczy¢ v do otwartego
przedziatu dlugosci 27. Regularnosé¢ wida¢ takze z tego, ze p,, ma niezerows sktadowa pionowa
ccoshu, a niezerowy p, ma sktadowa pionowa réwna zeru.

4. Hiperboloida dwupowlokowa. Gorng powloke poza wierzchotkiem opisuje
p(u,v) = (asinhucosv, bsinhusinv, ccoshu), u > 0.

Znowu wybieramy otwarty przedzial katowy dla v. Przy u = 0 zanika p,, ale punkt (0,0, c)
jest regularny. Cala gérna powloka ma prostszy opis jako wykres

z=c\/1+a2/a® + y2/b2.

Dolna powloke otrzymujemy przez zmiane znaku z.
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Dziedzina pojedynczego uktadu wspélrzednych jest otwarta. Zakres 0 < v < 27 jest wygodny
do opisania okresowosci, lecz nie jest otwarta dziedzing ptata. Przy calkowaniu mozna uzywac
domknietych zakreséw i pomija¢ szwy o zerowym polu, o ile wnetrze nie pokrywa powierzchni
wielokrotnie.

2.2 Przyklad rzeczywistej osobliwosci

Niech a > 01
D(x,y,2) = (2% + 3% + 22)? — a? (2% — 22 — o?). (2.3)

Poziomica zerowa powstaje przez obrét lemniskaty wokot osi z. Opisuje ja wzor

asinucosucosv asinucosusinv acosu

1+sin2u ’ 1+sin2u ’ 1+sin2u

p(u,v):< ) 0<u<m. (2.4)

Bezposrednie podstawienie daje ®(p(u,v)) = 0. Przy u = 7/2 caly réwnoleznik zapada sie do
poczatku uktadu. Sam zanik gradientu grad ®(0) = 0 nie bylby jeszcze dowodem osobliwosci, ale
tutaj mozemy wykazaé, ze nie istnieje jedna plaszczyzna styczna.

Dla ustalonego v krzywa u + p(u, v) przechodzi przez zero i ma w nim pochodna
a .
Dy (7/2,v) = —§(COS v,sinwv, 1).

Dla v = 0,7, 7/2 otrzymujemy trzy liniowo niezalezne wektory. Gdyby poziomica byla w zerze
powierzchnig regularng, wszystkie te predkosci musialyby leze¢ w dwuwymiarowej przestrzeni
stycznej, co jest niemozliwe. Poczatek ukladu jest wiec rzeczywista osobliwos$cia. Natomiast
punkty (0,0, +a) sa regularne, bo gradient ® jest tam niezerowy; degeneracja wzoru (2.4) przy
u = 0, 7 dotyczy tylko wspotrzednych.

3 Przestrzen styczna i wektor normalny

Niech ¢ = p(ugy, vy) bedzie punktem plata powierzchni S.

Definicja 3.1. Przestrzen styczna w punkcie g to
TqS = Span{pu(u07UO)apv(um’UO)} - [RS‘ (31)

Afiniczna plaszczyzna styczna przechodzi przez q i jest zbiorem ¢+7T,S = {q+&p, +np, : {,n € R}.

Wektory p,,, p,, sa predkosciami krzywych wspélrzednych u = p(u,vy) i v = p(ug,v).

Stwierdzenie 3.2. Przestrzen T,S jest doktadnie zbiorem predkosci v/ (0) krzywych gladkich na
S spelniajgcych v(0) = q. W szezegdlnosci nie zalezy od wyboru lokalnej parametryzacii.

Dowdd. W malym otoczeniu zera krzywa zapisujemy jako v (t) = p(u(t),v(t)). Regula laicuchowa
daje

7'(0) = w(0)p,, (ug, vo) + 0(0)p,(ug, v) € T,,S.
Gladko$¢ wspélrzednych krzywej wynika z lokalnego opisu wykresowego z twierdzenia 2.3.

Odwrotnie, wektor &p,, + np, jest predkoscia krzywej t +— p(uy + t&, vy + tn) dla dostatecznie
malych [t|; korzystamy z otwartosci dziedziny. O
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Definicja 3.3. Parametryzacja wyznacza lokalny jednostkowy wektor normalny

X
y— PuPy (3.2)
[P > Py
Drugi mozliwy wyboér to —v. Plaszczyzna styczna ma réwnanie
(X —q,v(q) =0. (3.3)

Wybér kolejnoéci parametréw ustala znak normalnej. Zamiana v z v odwraca ten znak. Globalne
ciaglte pole normalne, jedli istnieje, wyznacza orientacje powierzchni; lokalny wzoér (3.2) nie
zapewnia jego istnienia na dowolnej powierzchni.

Stwierdzenie 3.4 (Poziomica i wykres). Dla regularnej poziomicy ® = 0 zachodzq

grad ®
T.5=kerd®, ={X: d®(q),X) =0 =4 -
S = Kerd®, = (X mad ®(q), X) =0}, v=22 0
Dla wykresu z = f(x,y) normalna skierowana ku gdrze wynosi
“Jxr T Jy 1

,M+ﬁ+ﬁ'

Dowéd. 7 ® oy = 0 wynika d®,(7/(0)) = 0. Dostajemy zawieranie 7,5 C kerd® , a obie
przestrzenie maja wymiar 2, wiec sa réwne. Wzér dla wykresu wynika z wyboru ®(z,y,2) =

z—f(z,y). H

Przyktad 3.5. Dla paraboloidy z = 22 + y* w punkcie ¢ = (1,1,2) mamy p, = (1,0,2), p, =
(0,1,2) i v = (—2,—2,1)/3. Plaszczyzna styczna ma réwnanie z = 2z + 2y — 2. Dla elipsoidy
w punkcie ¢ = (xq, Yy, 2p) Otrzymujemy

ToT | Yol .
w2 et Tt

Wzor dziala takze na biegunach, gdzie wspotrzedne katowe zawodza.

q+ 1,5

Rysunek 2: Powierzchnia i jej plaszczyzna styczna w wierzchotku. Wektory p,,, p, rozpinaja przestrzen
kierunkowa plaszczyzny, a v jest do niej prostopadty.
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4 Robzniczki i pierwsza forma podstawowa

4.1 Roébzniczka jako odwzorowanie liniowe
Dla funkcji f(u,v) rézniczka w ustalonym punkcie dziala na przyrost (£,7n) wedlug wzoru

df(§,m) = fu&+ fun-

Zapis df = f,du + f,dv wyraza te sama funkcje liniowa w bazie wspélrzednych. Wynika on
7 rozwiniecia

flu+ Au, v+ Av) — f(u,v) = f,Au+ f,Av+ o(y/(Au)? 4+ (Av)?).
Przy zmianie wspdlrzednych u = u(&,n), v = v(§,n) otrzymujemy
du = ug d§ + u, dn, dv = v d€ + v, dn.
Po podstawieniu i zastosowaniu reguty tancuchowej:
df = (fuue + fove) A€+ (fuu, + f,0,) dn.

Zmienily sie wspoélczynniki, ale nie odwzorowanie liniowe. Dla funkcji na powierzchni jej
zapis w parametrach to f o p; te same reguly pokazuja niezaleznos¢ rézniczki od wybranych
wspolrzednych.

Obowiazuja reguly
d(f +g)=df+dg,  d(fg)=gdf+fdg, d@ef)=4¢'(f)df.

Kazda z nich otrzymujemy, stosujac odpowiednia regute do pochodnych czastkowych.

Przyklad 4.1. Niech f(u,v) = u?*—v? é =u+v,n=u—v. Wtedy u = (£+n)/2, v = (£—n)/2
i f=¢&n. Zatem

df =nd§+&dn = (v —v)(du+ dv) + (v + v)(du — dv) = 2udu — 2vdv.

Oba zapisy opisuja te sama rézniczke.

4.2 Metryka indukowana na powierzchni
Rézniczka parametryzacji jest odwzorowaniem liniowym

Skrotowo piszemy dp = p,du + p,dv. Dlugoé¢ wektora stycznego mozna wiec oblicza¢ na
podstawie jego dwoch wspoédlrzednych w bazie p,,, p,,.

Definicja 4.2. Pierwsza forma podstawowa powierzchni jest iloczynem skalarnym przestrzeni
euklidesowej ograniczonym do wektoréw stycznych: I (X,Y) = (X,Y) dla X,Y € T,S.
W parametrach u, v jej macierz i wspdétczynniki maja postaé

g= (? g) E=p,p.), F=@u,0,), G=(p,p,)- (4.1)

W zapisie formy kwadratowej:

[=ds? = Edu® + 2F dudv + G dv? = (dp, dp) . (4.2)
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Symbol ds? oznacza tutaj forme kwadratowa. Nie jest kwadratem jednej globalnej wspotrzednej
s ani iloczynem zewnetrznym roézniczek. Jesli X = &,p,, + &p, 1Y = np, + 72p,,, to

(X,Y) = E&my + F(&ma + &am) + Géany

(6.6 (Z;) KPP = B 4 2R, + GEL. (4.3)

Stwierdzenie 4.3 (Dodatnia okreslonosé¢). Dla regularnej parametryzacji macierz g jest dodatnio
okreslona. W szczegdlnosci

E>0, G>0, EG—F2=|p,xp,|* >o0. (4.4)

Dowdd. Dla (&,,&,) # (0,0) regularnos¢ daje & p,, + &p, #F 0, wiec jego kwadrat normy jest
dodatni. To dowodzi dodatniej okreélonosci. Tozsamos¢ Lagrange’a

2 2 2 2
1A B|” = A" |B]" — (A, B)

otrzymujemy z sin® 6 + cos2 6 = 1 oraz wzoréw na iloczyn skalarny i wektorowy. Podstawienie
A =p,, B=rp, daje (4.4). O

Lemat 4.4 (Kryterium Sylvestera w wymiarze dwa). Dla symetrycznej macierzy A = (¢°)
nastepujgce warunki sg rownowazne:

(i) forma a&% + 2b&n + cn? jest dodatnio okreslona;
(ii) obie wartosci wlasne A sq dodatnie;

(iii) a >0 iac—b*>0.

Dowdd. Symetryczna macierz jest diagonalizowalna w bazie ortonormalnej, co daje rownowaznosé
(i) i (ii). Z (i), podstawiajac (£,n) = (1,0), otrzymujemy a > 0. Po uzupelnieniu kwadratu mamy

b \>  ac—b?
a£2+2b£n+cn2:a<£+gn> + 2

n-.

Dla ¢ = —b/a, n = 1 wynika stad ac — b? > 0. Ta sama réwnos$é¢ dowodzi (iii)=(i). O

4.3 Zmiana wspolrzednych

Niech ¢ : D—D bedzie dyfeomorfizmem, ¢(&,n) = (u(&,n),v(&,n)) i p = p o . Oznaczmy

JzDgpz(u5 u”).

Ve Up
Reguta laicuchowa daje [pe p,| = [p, p,)J. Stad otrzymujemy prawo transformacji macierzy
Grama:
g=J"(goy)J. (4.5)

Wspdlezynniki zapisane osobno wynosza

E= Eug + 2Fugve + Gvg,

F= Bugu, + F(ugv, +veu,) + Guev,,

S ) 2

G = Eu;, + 2Fu,v, + Gu;,. (4.6)

Po prawej stronie F, F', G sa obliczane w punkcie ¢ (&, n). Wspdlezynniki zmieniaja sie, ale wartosé
formy na danym wektorze stycznym pozostaje taka sama.
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Analogicznie dwuliniowo$¢ iloczynu wektorowego daje
Pe X by = det J (p, X p,) o . (4.7)
Normalna zachowuje wiec zwrot dla det J > 0, a odwraca go dla det J < 0. Ponadto

det g = (det J)? det(go ). (4.8)

4.4 Przyklad: stozek bez wierzchotka

Wykres z = /22 + y2 jest gladki dla (z,y) # (0,0). Wspdlrzedne x,y daja

2 2

x 2xy Y
I=(1 da? dzd 1 dy?.
( +w2+y2> ! +x2+y2 ! y+< +x2+y2) Y

Wspodlrzedne biegunowe x = rcos ¢, y = rsin ¢, z r > 0, prowadza do parametryzacji
p(r,¢) = (rcos¢,rsing,r).
Obliczamy p, = (cos ¢,sin¢, 1) i py = (—rsin¢,rcos ¢, 0), zatem
E =2, F =0, G =12, I =2dr? +r?de?. (4.9)

Oba zapisy opisuja te samg metryke. Punkt » = 0 jest wylaczony: nie jest to regularny punkt
stozka. Trzy kierunki jego tworzacych moga by¢ liniowo niezalezne, podczas gdy dla powierzchni
klasy C! wszystkie graniczne kierunki siecznych w punkcie naleza do jednej dwuwymiarowe;
przestrzeni stycznej.

5 Pole powierzchni

5.1 Element pola i niezaleznos¢ od parametrow
Przy malych przyrostach parametréw mamy
p(u+ Au, v+ Av) — p(u,v) = p,Au+ p,Av + o(v/(Au)? + (Av)?). (5.1)

Obraz malego prostokata w dziedzinie jest w pierwszym przyblizeniu réwnolegtobokiem rozpietym
przez p,Au i p,Av. Jego pole wynosi |p, X p,| |[AuAuv|.

Definicja 5.1. Dla regularnej parametryzacji element pola to

dA = |p, X p,|l dudv = VEG — F2 du dv. (5.2)

Jedli K C D jest mierzalny i p jest réznowartosciowa parametryzacja plata, jego pole nad K jest
rowne

A(p(K)) = //K VEG — F? dudv. (5.3)

W dalszych przyktadach wystarcza obszary o kawatkami gtadkim brzegu oraz granice takich
obszaréow.

Stwierdzenie 5.2. Wartosé calki (5.3) nie zalezy od wyboru regularnej parametryzacji tego
samego plata.
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Dowdd. Ze wzoru (4.8) wynika

Vdetg = |det J|\/det(go p).

Jest to doktadnie czynnik wystepujacy w twierdzeniu o zmianie zmiennych w calce podwdjne;j.

Modul wyznacznika zapewnia, ze pole nie zalezy rowniez od orientacji parametréw. ]
dp
Av —> p,Av
Au p“Au

Rysunek 3: Rézniczka parametryzacji zamienia prostokat przyrostow w réwnolegtobok w przestrzeni
stycznej. Wspolezynnik zmiany pola wynosi vV EG — F2.

Jezeli parametryzacja pokrywa fragment powierzchni kilka razy, catka po dziedzinie zlicza
pole z ta krotnoscia. Warunek rzedu 2 sam nie zapewnia, ze otrzymamy pole obrazu liczone
jednokrotnie. Na powierzchni pokrytej wieloma platami nalezy unikaé¢ podwdjnego liczenia
czesci wspolnych.

5.2 Wykres funkcji
Dla p(u,v) = (u, v, f(u,v)) mamy
E=1+fi, F=ff, G=1+f]

a wiec
A= // V14 f2+ f2dudo. (5.4)
D

Jest to pole czesci wykresu lezacej nad D.

Przyktad 5.3 (Paraboloida nad dyskiem jednostkowym). Dla f(x,y) = 2% + y? nad obszarem
K = {z? + y? < 1} wspéhrzedne biegunowe w calce daja

2r 1
A:/ / VIt ar2rdrdg = =(5v/5—1).
0 0 6

Uzyto podstawienia w = 1 + 4r2, dw = 8rdr.

5.3 Sfera
Dla sfery o promieniu R, w parametrach z (2.2),
E = R?, F =0, G = R?cos? u, dA = R? cosududv

przy —m/2 < u < w/2. Zatem

2w pm/2
A(S%) = / R? cosududv = 47 R
0 —m/2

Bieguny i szew parametryzacji maja zerowe pole. Caltke mozna rozumieé jako granice catek po
regularnych ptatach pomijajacych te zbiory.
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5.4 Torus

Niech a > b > 0. Obracajac okrag o promieniu b, ktérego érodek jest odlegty od osi obrotu o a,
otrzymujemy torus:

p(u,v) = ((a+bcosu)cosv, (a+bcosu)sinv, bsinu). (5.5)
Parametry u, v sa katami. Pochodne to

p,, = b(—sinwu cos v, —sinusin v, cos u),

p, = (a+ bcosu)(—sinv,cosv,0).

Stad
E=01} F=0, G=(a+bcosu)?), dA=b(a+ bcosu)dudv. (5.6)

Czynnik a + bcosu jest dodatni, bo a > b. Po jednokrotnym przebiegnieciu obu katow:

2w 27
A:/ / b(a 4+ bcosu) dudv
0o o

= (27)(2mab + b2[sinu)Z™) = . (5.7)

Whetrze kwadratu 0 < u,v < 27 jest dziedzing plata, a brakujace szwy nie wplywaja na pole
calej powierzchni.

Rysunek 4: Torus jako powierzchnia obrotowa. Wyrézniony okrag poludnikowy ma promien b, a jego
srodek zatacza okrag o promieniu a.

6 Dtlugosci, katy i wspélrzedne izotermiczne
6.1 Dtugos$é krzywej na powierzchni

Niech c¢(t) = (u(t),v(t)), o < t < B, bedzie krzywa w dziedzinie plata. Odpowiada jej krzywa
v = p o ¢ na powierzchni. Z reguty lancuchowej

Yy=dp,+0p, |3’ = Ed®+ 2Fu0 + Gi?.

Zatem

B
L(v) = / VEu? + 2Fui + Gi? dt. (6.1)

Wspélezynniki E, F,G obliczamy w (u(t),v(t)). Wzér obowiazuje réwniez dla krzywych
kawalkami klasy C'. Na ogél L(poc) rézni sie od euklidesowej dtugosci krzywej ¢ w plaszczyznie
parametréw.

Przyktad 6.1 (Krzywe wspodlrzedne na torusie). Na torusie z (5.5) potudnik v = v, ma dlugosc¢

f027rbdu = 27b. Rownoleznik v = u, ma dlugo$é¢ 2m(a + bcosuy). W szczegdlnosci zewnetrzny
réwnoleznik ma dlugosé 27(a + b), a wewnetrzny 27(a — b).
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6.2 Kat miedzy krzywymi

Niech dwie krzywe regularne na ptacie przecinaja sie w punkcie q. Wspétrzedne ich niezerowych
predkosci w tym punkcie oznaczmy przez £ = (&1,&5) i1 = (ny,1y). Woéwcezas kat 0 € [0, 7] miedzy
predkosciami spelnia

E&my 4 F(§my + &my) + GEony
VEE + 2F€, &, + GE\/Ent + 2Fnyn, + Gi3

Jest to zwykly wzér na cosinus kata, zapisany z uzyciem (4.3). Dla krzywych wspélrzednych daje

cosf =

(6.2)

P (6.3)
COSU = ———. .
VEG

Zatem siatka wspolrzednych jest ortogonalna dokladnie wtedy, gdy F' = 0.

6.3 Wspollrzedne izotermiczne
Definicja 6.2. Wspdélrzedne nazywamy izotermicznymi, jesli
E=G=X>0, F=0. (6.4)
Woéwezas I = \2(du? + dv?).
Wzér na kat upraszcza sie wtedy do

§1my + &M
VG +EVn+n3

Parametryzacja zachowuje katy: jest lokalnie konforemna. Dtugoséci wektoréw skaluje przez A,

cosf =

a pola przez A\?; czynnik ten moze zaleze¢ od punktu.

Stwierdzenie 6.3. Regularna parametryzacja zachowuje wszystkie kqlty miedzy wektorami
w punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy w tym punkcie zachodzi (6.4).

Dowdd. Wystarczalnosé wynika z uproszczonego wzoru na cosinus. Dla koniecznoéci stosujemy
zachowanie prostopadlosci najpierw do (1,0) i (0,1), co daje F' = 0, a nastepnie do (1,1) i (1,—1),
co daje E — G = 0. Regularnoé¢ zapewnia E > 0. O

Przyklad 6.4 (Sfera we wspdlrzednych stereograficznych). Dla sfery o promieniu R polézmy
r?=u?+0%i R

p(u,v) = 1—%77“2(2% 20,12 — 1), (u,v) € R2.
Jest to parametryzacja sfery bez bieguna (0,0, R). Jej odwrotnosé ma postaé (z,y, z) — (x/(R—
z),y/(R — z)). Rachunek pochodnych daje

(Pus Pu) = (Pvs D) = ( AR (Pus D) = 0.

1+ u2+0?)?’

Zatem )
4R 9 o

To wspdlrzedne izotermiczne. Zachowuja katy, lecz nie dtugosci: lokalny czynnik skali wynosi
2R/(1 + u* + v?).
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7 Lokalne izometrie i rozwijanie powierzchni

Twierdzenie 7.1 (Kryterium zachowania dlugoéci). Niech p : D — R3 bedzie regularng
parametryzacig na otwartym zbiorze D C R%. Nastepujgce warunki sqg réwnowazne:

(i) Dla kazdej gladkiej krzywej c : [, f] — D zachodzi L(p o c¢) = L(c), gdzie po prawej stronie
mierzymy diugo$é euklidesowq w plaszczyinie parametrow.

(ii) W kazdym punkcie D mamy E=G =11 F = 0.

Dowdd. Jedli (ii) zachodzi, wzér (6.1) staje sie faﬁ Vu? +02dt = L(c).

Zatézmy teraz (i). Ustalmy w, = (ug,v) € D i wektor h € R?. Otwarto$¢ D pozwala wybraé
e > 0 tak male, by odcinek c(t) = wy + th, 0 <t < ¢, lezal w D. Z réwnosci dlugosci mamy

/0 [Py en ()] dt = < 1]

Dzielimy przez ¢ i przechodzimy z e do zera. Ciaglosé rézniczki daje Hdpwo(h)” = |h|. Po
podniesieniu do kwadratu:

Wybory h = (1,0), (0,1) i (1,1) daja kolejno £ =1, G =1, F = 0. Punkt w, byl dowolny. [

Definicja 7.2. Odwzorowanie miedzy powierzchniami nazywamy lokalng izometrig, jesli jest
lokalnym dyfeomorfizmem i jego rézniczka zachowuje iloczyny skalarne wektoréw stycznych.
Parametryzacja spelniajaca £ = G =1, F = 0 jest lokalng izometrig z obszaru ptaszczyzny.

7 tozsamosci polaryzacyjnej wynika, ze zachowanie norm zapewnia zachowanie iloczynéw
skalarnych, a wiec réwniez katéw. Lokalna izometria zachowuje dlugosci wszystkich krzywych
oraz element pola. Izotermicznosé jest warunkiem stabszym: dopuszcza czynnik skali A rézny od
1.

Zachowanie dlugosci krzywych nie oznacza zachowania odlegtosci euklidesowych miedzy ich
koricami w R3. Odleglosé wewnetrzna na powierzchni jest infimum dtugosci krzywych na tej
powierzchni taczacych dwa punkty. Lokalna izometria zachowuje te geometrie lokalnie; sam
warunek na rézniczke nie daje globalnej réznowartosciowosci.

7.1 Walec jako zwinieta plaszczyzna

Niech R > 0
p(u,v) = (Rcos(u/R), Rsin(u/R),v), (u,v)€ (—7R,7R) x R. (7.1)
Woéwezas
p, = (—sin(u/R), cos(u/R),0), p, = (0,0,1),
wiecc F = G = 1, F = (. Parametryzacja opisuje walec rozciety wzdluz jednej tworzacej

i zachowuje dlugosci krzywych. Na przyklad odcinek v € [0,7R/2], v = 0, o dlugoséci 7R/2,
przechodzi w tuk okregu o tej samej dtugosci. Odleglosé jego koricow w przestrzeni wynosi jednak
V2R < 7R/2.

Jesli rozszerzymy u na cala prosta, wzor (7.1) nadal spelnia warunek metryczny, lecz staje sie
okresowy i wielokrotnie pokrywa walec. Otrzymujemy lokalna, ale nie globalng izometri¢ miedzy
calymi rozwazanymi zbiorami.
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plaszczyzna parametrow
walec

Rysunek 5: Lokalna izometria plaszczyzny i walca. Odcinek przechodzi w fragment linii $rubowej. Jego
dlugoé¢ pozostaje taka sama, cho¢ odlegtos¢ konicow mierzona cigciwa sie zmniejsza.

7.2 Rozwiniecie stozka

Dla stozka z (4.9) wprowadzamy nowe wspdlrzedne

p:\@r, 0=

S

Wtedy
I =dp? + p2de?, (7.2)

czyli otrzymujemy metryke plaszczyzny we wspolrzednych biegunowych. Rozcietemu stozkowi
0<r<ry, 0< ¢ <2m odpowiada wycinek kola o promieniu \/57“0 i kacie V2. Odwzorowanie
rozwijajace ma postac

(r,¢) — (\/57’ cos(¢/V/2),V2r sin(gzﬁ/ﬁ)).

Réwnosé metryk dowodzi zachowania dilugoéci. Wierzchotek jest wylaczony; aby otrzymaé
pojedynczy wycinek, trzeba tez wybra¢ szew. Pole czesci bocznej stozka wynosi

2T prg
/ / \/§Tdrd¢=\f27ﬂ"(2):%(‘/§7’o)2(\/§”>7
0 0

co zgadza si¢ z polem wycinka.

8 Zestawienie i zadania

8.1 Najwazniejsze wzory

Regularnosé i normalna:
pu X pv

Py Xp, #0,  T,S=span(p,,p,), V=t

Pierwsza forma podstawowa:
2 2 E F
E=bl F=tun). G=Inl. e= (7 ¢)-

I=Edu?+2Fdudv+Gdv?, E>0, EG—F2?>0.

Pole, dtugosé i zmiana wspélrzednych:

dA=vVEG—F2dudv, L= / VEW2 + 2Fud + Gi? dt,

E=JT(gow)J.
Izotermiczno$é: E =G >0, F =0. Izometria z plaszczyzny: E=G =1, F =0.
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8.2 Zadania

1.

Dla p(u,v) = (u + v,u — v,u? + v?) oblicz E, F,G i det g. Wyznacz plaszczyzne styczng oraz
normalna dana przez p, x p, w punkcie p(0,0).

. Dla elipsoidy z2/4 + y?/9 + 22/16 = 1 podaj regularna parametryzacje otoczenia punktu

(0,0,4). Wyznacz tam plaszczyzne styczna i normalna zewnetrzna.

Oblicz pole torusa z a = 3, b = 1 oraz dlugosci jego potudnika, réwnoleznika zewnetrznego
i wewnetrznego.

. Na walcu z (7.1) rozwaz krzywa c(t) = (At,Bt), 0 < t < 1, w przedziale mieszczacym si¢

w placie. Oblicz jej dtugoéé na walcu. Poréwnaj z odlegloscia konicéw w R3.

. Dla p(u,v) = (cosu,sinu,v), 0 < u < 47, 0 < v < h, oblicz calke elementu pola po dziedzinie

i pole obrazu. Wyjasnij réznice.

() o)

moze by¢ macierzg pierwszej formy podstawowej? Dla dopuszczalnej macierzy podaj przyktad
liniowej parametryzacji ptaszczyzny.

. Ktéra z macierzy

8.3 Odpowiedzi i wskazéwki

1.

p, = (1,1,2u), p, = (1,—1,2v). Stad
E=2+4u? F=4uw, G=2+4 detg=4+8u?®+ 8% >0.

W zerze plaszczyzna styczna to z = 0, a wskazana normalna jednostkowa wynosi (0,0, —1).

. Mozna wybraé

p(u,v):(u,v,4\/1—u2/4—1)2/9), u?/4+02/9 < 1.

Plaszczyzna styczna ma rownanie z = 4, a normalna zewnetrzna wynosi (0,0,1).

. Pole to 1272. Dlugo$ci wynosza kolejno 27, 87 i 4.

. Dlugo$é krzywej wynosi v A2 + B2. Odleglo$é koncéw to

\/ 4R?sin*(A/(2R)) + B2.

Jest nie wieksza od dlugosci krzywej; dla A # 0 jest mniejsza, poniewaz | sinz| < |z| dla z # 0.

Mamy F = G = 1, F = 0. Calka po dziedzinie wynosi 47h, natomiast pole obrazu wynosi
2mh. Prawie kazdy punkt jest pokryty dwukrotnie; wyjatek stanowi jedna tworzaca o zerowym
polu.

. det A = —1, wiec A nie jest dodatnio okreslona. Dla B mamy B;; =2 > 0idetB =3 > 0.

Odpowiednia parametryzacja jest

v 3
plu,v) = (\@u—i- E, \/;v,0> )

Jej wektory wspoélrzedne majg kwadraty dlugosci rowne 2 i iloczyn skalarny réwny 1.

15



	Wykresy i powierzchnie uwikłane
	Parametryzacje i regularność powierzchni
	Przestrzeń styczna i wektor normalny
	Różniczki i pierwsza forma podstawowa
	Pole powierzchni
	Długości, kąty i współrzędne izotermiczne
	Lokalne izometrie i rozwijanie powierzchni
	Zestawienie i zadania


