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GEOMETRIA ROZNICZKOWA Druga forma podstawowa

1 Druga forma podstawowa

Rozwazamy regularny plat powierzchni S C R? o parametryzacji p : D — S, gdzie D C R? jest
otwarty. Wektory p,,, p,, sa liniowo niezalezne. Wszystkie odwzorowania przyjmujemy jako gladkie;
do definicji drugiej formy podstawowej wystarcza regularnoéé klasy C?.

Ustalamy jednostkowe pole normalne v : D — S2:
lvl=1 " (puv)=(p,v) =0, S*={zeR%:|z]=1}

Lokalnie mozna wziaé v = (p,, Xp,)/ |Py X D] albo normalna przeciwna. Globalny wybér wymaga
orientowalnosci powierzchni. Przypomnijmy pierwszg forme podstawowa i jej macierz:

[ = Fdu?+2F dudv + G dv?, g = (? g) , (1.1)

gdzie E = (p,,p.), F = (0y:0y)s G = (py,p,,).- Macierz g jest dodatnio okreslona, zatem A :=
EG—F?>0.

1.1 Definicja i wspoétczynniki

Definicja 1.1. Druga forma podstawowa jest forma dwuliniowa na przestrzeni stycznej TS,
q = p(u,v), okreslong przez

I, (dp(€),dp(n)) = — (dp(&),dv(n)),  &neR™ (1.2)
Jej postaé¢ kwadratowa zapisujemy skrétowo jako IT = — (dp, dv).

Roézniczka dp : R? — T,S jest izomorfizmem, wigc wektory £, odpowiadajace zadanym wektorom
stycznym sg jednoznaczne.

Stwierdzenie 1.2. Druga forma podstawowa jest symetryczna. W parametrach u,v ma postaé

11 = Ldu? +2M dudv + N do?, | (1.3)

gdzie

<puu7 V) - <pu7 Vu> )
(Puos V) = = (Pus Vo) = — Py V) » (1.4)
<pm)7]/> = - <p'uﬂyv> :

=z £ ~
I

Dowdd. Rézniczkujemy tozsamodci (p,,, V) = (p,, V) = 0. Na przyklad

0= 0, (Pu V) = (Puos V) + (Pus ) -
Pozostale wzory otrzymujemy analogicznie. R6wnosé¢ p,, = p,, daje (p,,V,) = Dy, V), czyli

symetrig. Rozwinigcie iloczynu — (p,, du + p, dv, v, du + v, dv) daje (1.3). O

Macierz drugiej formy podstawowej w bazie p,,, p,, oznaczamy przez

h— (AZ J‘A{) . (1.5)

Dla X = glpu + £2pv i Y = nlpu + n2pv mainy
(X,Y)=¢Tgn,  T(X,Y)=EThy

W odréznieniu od I, forma II nie musi byé dodatnio okreslona: moze byé nieokreslona,
zdegenerowana albo réwna zeru.
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1.2 Przyblizenie normalne drugiego rzedu

Niech wy = (ug,vy), ¢ = p(wy) i h = (hq, hy). Ze wzoru Taylora oraz prostopadlosci v(w,) do
wektoréw stycznych wynika

(pluwg + B) = g w(wy)) = 3 (L3 + 2Mhyhy + NAZ) + o). (1.6)

Wspolcezynniki po prawej stronie sa obliczone w w,. Zatem II opisuje odchylenie powierzchni od
jej plaszczyzny stycznej w kierunku normalnym, z doktadnoscia do drugiego rzedu.

Symboliczny zapis
II = (d?p,v), d?p = p,,, du® + 2p,,, dudv + p,,, dv?

oznacza skalarng sktadowg normalng drugiej rézniczki. Rzut wektorowy to <d2p, v) v. Sama druga
rézniczka d%p nie przeksztalca sie jak forma na powierzchni; dopiero jej sktadowa normalna ma
wlaéciwe prawo transformacji.

1.3 Zmiana wspoétrzednych i normalnej

Niech ¢ : D—D bedzie dyfeomorfizmem, ¢(§,7) = (w(&,n),v(&,n)). Przyjmujemy p =po i te
samq normalng geometryczng, czyli U = v o . Oznaczmy

u u
J:d¢:<f n).
Ug 'UT]

Stwierdzenie 1.3. Macierze obu form przeksztalcajg sie wedlug wzoréw

g=J"(gop), h=JT(hog)J. (1.7)

W szczegélnosci 11 jest niezalezna od wspotrzednych.

Dowdd. Z reguly tanicuchowej dp = (dpop)J i dv = (dvoy)J. Podstawienie do definicji obu form
daje (1.7). O

Jawnie, przy obliczaniu L, M, N w punkcie ¢(&,n),
M = Lugu, + M(ugv, + veu, ) + Nvgv,,
N — 2 2
N = Luy, + 2Mu,v, + Nuv;.

Zastapienie v przez —v zmienia II i h na przeciwne. Jezeli w obu ukladach normalna
wyznaczamy automatycznie z iloczynu wektorowego pochodnych, to

Pe X Py (puxpv )
T = detJ) | 44—~ o .
Bex gl 29 (o, xp ] °¢

Przy zmianie orientacji parametréw nalezy wiec uwzgledni¢ dodatkowy znak.
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2 Odwzorowanie Gaussa i operator ksztattu

Definicja 2.1. Odwzorowanie Gaussa zorientowanego plata to
N:S— 5% N(p(u,v)) = v(u,v).
Operator Weingartena, zwany tez operatorem ksztattu, to

W, = —dN,: T, — T,S. (2.1)

W definicji utozsamiamy liniowe przestrzenie Ty(q>5’2 = v(g)t = T,S. Jest to uzasadnione,
poniewaz rézniczkowanie (v,v) = 1 daje (v,,v) = (v,,v) = 0.

N(qp)
v N ( aQ ) ~
Yo N
- > \
(3 0
o ~___—
przekréj paraboloidy przekréj sfery jednostkowej
2= (2> +9y*)/2,y=0 plaszczyzng y = 0
Rysunek 1: Odwzorowanie Gaussa przenosi jednostkowe normalne na sfere. Operator W = —dN mierzy

zmiane normalnej przy ruchu po powierzchni.

Twierdzenie 2.2. Operator W jest samosprzezony wzgledem pierwszej formy podstawowey:
IWX,Y)=1(X,Y) =1(X,WY). (2.2)

Jego macierz w bazie p,,p, wWYnosi

(2.3)

Ao L (GL—FM GM-FN
—8 "= A\EM_—FL EN—FM)"

Dowdd. Dla X = dp(§) mamy WX = —dv(£). Definicja (1.2) i symetria IT daja (2.2). W zapisie
macierzowym oznacza to gA = h, a odwracalnosé¢ g daje (2.3). O

Wspodlrzedne obrazu wektora zapisujemy jako kolumne. Stad otrzymujemy wzory Weingartena:

(VU VU) = (pu pv) A. (24)
Jawnie,
FM —GL n FL—-FEM
v = B ————
u A pu A pv)
FN-GM FM — EN
VU = A pu + A pv'

Macierz A nie musi by¢ symetryczna w zwyklym sensie. W dowolnych wspétrzednych wilasciwa
tozsamoscia, jest

ATg =gA =h. (2.5)
Stwierdzenie 2.3. Przy zmianie wspolrzednych i zachowaniu tej samej normalnej
A=JYAcp)J. (2.6)

~

Dowdd. Podstawiamy (1.7) do A = g h:
(JT(go@)J) I (how)] = J (g the ).
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3 Krzywizny gléwne i algebra liniowa

3.1 Fakty o macierzach symetrycznych

Lemat 3.1. Rzeczywista macierz symetryczna rozmiary 2 X 2 ma rzeczywiste wartosci wlasne
i baze ortonormalng zlozong z wektorow wlasnych. Jezeli jest dodatnio okreslona, jej wartosci
wiasne sq dodatnie, a odwrotnoscé jest symetryczna i dodatnio okreslona.

Dowdd. Dla C = (¢ ?) wielomian charakterystyczny ma postaé
A2 — (a+ )\ + ac — b?, wyrdimik (a — c)? + 4b% > 0.

Wybierzmy jednostkowy wektor wlasny e = (z,y) odpowiadajacy A. Dla et = (—y,2) mamy
(Cet,e) = (et,Ce) = 0. Zatem Cet = pet i = a+c— . Macierz Q = (e, e') jest ortogonalna,
det@Q =1, i

QTCQ = diag(\, ).
Dodatnia okreslonoéé daje A = (Ce,e) > 0 oraz pu > 0. Wzér C~1 = Q diag(A\ ™, u~1)QT pokazuje,
ze odwrotno$é jest symetryczna i dodatnio okreslona. Ogélnie, gdy C jest odwracalna, (C~1)T =

(€Tt =, O

Lemat 3.2. Jesli C jest symetryczna i dodatnio okreslona, a B symetryczna, to CB ma
rzeczywiste wartosci wiasne 1 jest diagonalizowalna.

Dowdd. 7 poprzedniego lematu definiujemy symetryczna, dodatnio okreslong macierz C'/2 =

Q diag(VA, /)QT. Wtedy
071/2(03)611/2 _ 01/2301/2

jest symetryczna. Macierze podobne maja te same warto$ci wlasne i te sama wlasnosé
diagonalizowalnosci. O

Mozna tez sprawdzi¢ rzeczywistos¢ wartosci wlasnych bez pierwiastka macierzy. W bazie
diagonalizujacej C, przy A, u > 0 oraz QTBQ = (b;;), macierz iloczynu ma posta¢

()\bll /\b12>

pbis by )

Wyréznik jej wielomianu charakterystycznego wynosi (Aby; — pbeg)? + 4Aub2y > 0. Moze by¢
rowny zeru; nie ma podstaw do wymagania Scistej nieréwnosci.

3.2 Krzywizny i kierunki gléwne

Definicja 3.3. Krzywizny glowne ky,ky w punkcie ¢ to wartosci wlasne operatora W,.
Odpowiadajace im proste wlasne nazywamy kierunkami gléwnymi.

Twierdzenie 3.4. Krzywizny gldwne sq rzeczywiste. WT,S istnieje ortonormalna baza wektoréw
glownych ey, ey. Dla roznych krzywizn glownych kierunki glowne sq prostopadte. Krzywizny gtéwne,
traktowane jako nieuporzgdkowana para, nie zalezqg od wspolrzednych przy ustalonej normalne;.

Dowod. W ortonormalnej bazie przestrzeni stycznej samosprzezony operator W ma rzeczywista
macierz symetryczna, wiec stosujemy lemat 3.1. Bezposrednio, jesli We, = k,e;, to

(k1 — Kq) (g, €2> = (Wey,e9) — <€1a We,) = 0.

Niezmienniczo$¢ wynika z podobienistwa macierzy w (2.6). Rzeczywistos¢ widma wynika tez
z lematu 3.2, dla C =g !i B=h. O
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Uwaga 3.5. Ortonormalnosé dotyczy wektoréw na powierzchni. Ich kolumny wspélrzednych a, b
spetniaja a'gb = 0; nie muszg byé prostopadle dla zwyktego iloczynu a'b.

Przyklad 3.6. Niech w pewnym punkcie g = (29)ih=(9}). Wtedy
(0 1/2 1
A — (1 O ) 3 K/Lz - :l:ﬁ

Macierz nie jest symetryczna, mimo ze operator jest samosprzezony. Kolumny wlasne (1, \/5)
i (1,—v/2) sa ortogonalne wzgledem g. Dane te realizuje w zerze parametryzacja p(u,v) =
(v/2u, v, uv) z normalna skierowana w gére.

Definicja 3.7. Punkt jest umbiliczny, gdy k) = kg = k. Wowezas W = k1d, a wige II, = kI

Kazdy niezerowy wektor styczny wyznacza wtedy kierunek gléwny.

4 Krzywizna Gaussa i krzywizna Srednia

Definicja 4.1. Krzywizna Gaussa i krzywizna Srednia to odpowiednio

K = det W = k5, H:%trwzw. (4.1)
Z (2.3) otrzymujemy podstawowe wzory rachunkowe:
— M2 _
K-toom =T (2
Krzywizny gléwne mozna wyznaczy¢ bez obliczania wektoréw wlasnych:
det(h—kg) =0 <= k*—2HKk+ K =0. (4.3)
Stad
kipo=H+VH?—K, H>-K-= i(/ﬁ — kg)? > 0. (4.4)
Punkt jest umbiliczny wtedy i tylko wtedy, gdy H? = K.
4.1 Zmiana orientacji i ruchy sztywne
Zmiana v — —v powoduje
his —h, W W, {k,ky} = {—K,—Ky}, H——-H, K K. (4.5)

Przy ustalonej normalnej K i H sg niezalezne od wspétrzednych, gdyz wyznacznik i $lad nie
zmieniaja sie przy podobienstwie macierzy.

Twierdzenie 4.2. Niech F(x) = Qx + ¢ bedzie izometrig przestrzeni R3, gdzie QTQ = I5. Dla
D = @Qp + ¢ wybierzmy v = Qu. Wowczas obie formy podstawowe majg te same wspolczynniki
co przed przeksztalceniem. Zachowane sqg Ki,kq, K,H. Bez uzgodnienia wyboru normalnych
niezmiennikami sq K i |H|.

Dowdéd. Pochodne speiaja p, = Qp;, P = Qp;j- Macierz ortogonalna zachowuje iloczyn
skalarny, wiec

<ﬁiaﬁj> = <piapj> ) <]3ijap> = <pija V> .
Zatem g =g, h =h i A = A. Wybér normalnej przeciwnej stosuje regute (4.5). O
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Izometria przestrzeni a lokalna izometria powierzchni. Ruch sztywny z — Qx +
¢ zachowuje réwniez sposdéb osadzenia powierzchni w przestrzeni. Lokalna izometria
powierzchni zachowuje pierwsza forme podstawowa; nie musi zachowywaé II ani |H|.
Przyktadem jest zwiniecie plaszczyzny w walec. Krzywizna Gaussa jest zachowywana takze
przez lokalne izometrie powierzchni: jest to tres¢ twierdzenia Gaussa Theorema egregium. To
silniejsze twierdzenie wymaga osobnego dowodu z geometrii wewnetrzne;j.

4.2 Rzad odwzorowania Gaussa i zmiana pola

Stwierdzenie 4.3. W kazdym punkcie
rank(dN) = rank W = rank h.

W szczegolnosci K = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy v,,v, sq¢ liniowo zalezne. Jesli K # 0,

ur”v
odwzorowanie Gaussa jest lokalnym dyfeomorfizmem na fragment sfery.

Dowdéd. Pierwsza réwnos$é¢ wynika z W = —dN, a druga z A = g 'h i odwracalnoéci g. Macierz
rozmiaru 2 X 2 ma rzad mniejszy niz 2 doktadnie wtedy, gdy jej wyznacznik jest zerowy. Ostatnia
teza wynika z twierdzenia o funkcji odwrotnej zastosowanego w lokalnych wspoétrzednych. O

Z dwuliniowosci iloczynu wektorowego i (2.4) wynika

vy x vy = K(p, xp), I x v, = |KIVEG - F2. (4.6)

u v

Wartosé | K| jest wigc lokalnym wspotezynnikiem zmiany pola przez odwzorowanie Gaussa. Dla
pola zorientowanego wspoélczynnikiem jest K. Przy catkowaniu po wiegkszym obszarze trzeba
uwzglednia¢ ewentualne wielokrotne pokrywanie jego obrazu na sferze.

5 Krzywizna normalna i wzér Eulera

5.1 Krzywa lezagca na powierzchni

Niech v(s) = p(u(s),v(s)) bedzie krzywa parametryzowana dlugoscia tuku, a T = ~'(s) jej
jednostkowym wektorem stycznym. Krzywizne normalng krzywej definiujemy jako

ki = (V" (8),0) -
Jest to wielko$é ze znakiem, zaleznym od wyboru normalnej powierzchni.

Twierdzenie 5.1. Krzywizna normalna zaleZy tylko od punktu i kierunku stycznego, a nie od
wyboru krzywej o tym kierunku. Dla niezerowego wektora X = &p,, + np, wynosi

(X, X) L& +2MéEn+ Nip?
CI(X,X) B4 2Fén+Gn?’

K, (X) (5.1)

Dowad. Dla parametru dlugosci tuku reguta tancuchowa daje
V" = Pun(W)? 4 2P 0" + Py (V)2 + py u” + py v

lloczyn z v usuwa ostatnie dwa sktadniki, wiec x, = L(u’)? + 2Mu'v' + N(v')? = I(T,T).
Dla dowolnego X # 0 podstawiamy 7' = X/ |X||, co daje (5.1). Kazdy kierunek styczny mozna
zrealizowaé przez krzywa w placie, na przyklad obraz krétkiego odcinka w dziedzinie. O
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Jezeli Kk = |v”| > 0 jest krzywizna krzywej jako krzywej w przestrzeni, a n = 7" /K jej normalna
gléwna, to

K, = k(n,v) = Kcosa, (5.2)
gdzie « jest katem miedzy n i v. Jest to relacja Meusniera. W szczegdlnosci |k, | < k. Przekrdj
normalny w kierunku X powstaje przez przecigcie powierzchni plaszczyzna q + span(X,v).
Lokalnie jest krzywa regularna; jej wektor krzywizny jest réwnolegly do v, wiec jej zwykla
krzywizna w punkcie ¢ jest réwna |x,,(X)].

5.2 Ekstremalne krzywizny normalne

Twierdzenie 5.2 (Wzér Eulera). Niech ey, e, bedg ortonormalnymi wektorami gléwnymi
w punkcie q. Dla jednostkowego X = cosf e + sinf e, zachodzi

K, (0) = K, cos® 0 + ko sin® 0. (5.3)

Krzywizny glowne sq najmniejszq © najwickszq wartosciq krzywizny normalne;.
Dowdd. Poniewaz We, = k,e;, to

ki (X) = (WX, X) = Ky cos? 0 + kysin’ 6.

Jest to kombinacja wypukta s, ko, 0siagajaca oba konce przedzialu dla odpowiednich kierunkéow

gtownych. O
2
/2
0 T
-1
Rysunek 2: Wzor Eulera dla k; = 2, Kk, = —1. Wyrdznione zera odpowiadaja dwoém kierunkom
asymptotycznym.

Definicja 5.3. Kierunek X # 0 jest asymptotyczny, jesli II(X, X) = 0, réwnowaznie «,,(X) = 0.
Jedli K < 0, istnieja doktadnie dwa kierunki asymptotyczne. Jedli K > 0, nie ma zadnego. Przy

K =01 W # 0 istnieje jeden, a przy W = 0 wszystkie kierunki sa asymptotyczne. Wynika to
bezposrednio z réwnania k22 + koy? = 0 w bazie gléwne;.

6 Przyklady i metody obliczen

6.1 Ptlaszczyzna, walec i sfera
Przyktad 6.1 (Plaszczyzna). Dla p(u,v) = (u,v,0) i v = (0,0, 1) mamy

Normalna jest stala, zatem odwzorowanie Gaussa sprowadza caty ptat do jednego punktu sfery.
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Przyklad 6.2 (Walec o promieniu R). Niech R > 0,
p(u,v) = (Rcosu, Rsinu,v), v(u,v) = (cosu,sinu,0).

Wybieramy normalna zewnetrzna; u jest katem. Po ograniczeniu v do otwartego przedziatu

dtugodci 2m otrzymujemy ptat bez jednej tworzacej. Poniewaz p,,, = —Rv, p,, = Dy, = 0, mamy
R? 0 —-R 0 —1/R 0
o O B G FE S )
Zatem ) )
Ko, 7 Ky =0, 0, R (6.1)

Krzywizna normalna znika wzdluz tworzacych, a w kierunku okregéw jest réwna —1/R.
Odwzorowanie Gaussa ma rzad 1 i jego obrazem jest rownik sfery jednostkowej.

Po zmianie zmiennej s = Ru pierwsza forma podstawowa to ds? + dv?. Taka samg metryke ma
plaszczyzna. Zwiniecie (s,v) = (Rcos(s/R), Rsin(s/R),v) jest wiec lokalng izometria, mimo ze
|H| zmienia sie z 0 na 1/(2R).

D%

plaszczyzna
K=0,H=0

walec

K =0, H=-1/(2R)

Rysunek 3: Lokalna izometria zachowuje metryke, lecz moze zmienié¢ druga forme podstawowsa i wartos$é
bezwzgledna krzywizny Sredniej.

Przyklad 6.3 (Sfera o promieniu R). Na sferze S% = {q : |¢| = R} wybierzmy normalna
wewnetrzng v(q) = —q/R. Wtedy dV (X) = —X/R, a zatem

1 1 1 1 1
W=ld, =2l m=r=p K= H=o. (6.2)
Na przyktad parametryzacja
p(u,v) = R(cosucosv,cosusinv,sinu), —n/2<u<7/2,

z odpowiednio ograniczonym v, daje

R? 0 R 0 1
&= (0 R20082u>’ h = (0 RCOSQU)’ A_EIZ'

Kazdy punkt sfery jest umbiliczny. Dla normalnej zewnetrznej v(q) = q/R krzywizny gltéwne i H
wynosza —1/R, natomiast K = 1/R? pozostaje bez zmiany.

6.2 Wykres funkcji

Niech p(z,y) = (z,y, f(z,y)) oraz

w— /1+f£+f§; U= (_fm7;fyal>'
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Normalna jest skierowana w gére. Bezposrednie obliczenie daje

(142 @@) _1<m;n0
g(n@ 1v2) T ul\n g (6:3)

Istotnie, p,, = (0,0, f,,) i analogicznie dla pozostalych pochodnych, a detg = w?. Z (4.2)
otrzymujemy

K=tipvpe oy

H = 6.5
214 24 27 o

W punkcie, w ktérym f, = f, = 0, zachodzi szczegdlnie prosta réwnos¢
g=1,, h = A = Hess f. (6.6)

Poza takim punktem wartoéci wlasne samego hesjanu nie sa na ogél krzywiznami gléwnymi
powierzchni.

Przyktad 6.4 (Paraboloidy). Dla f(z,y) = %(axQ + by?) w poczatku uktadu

a 0 a+b
A_<O b)’ Ki=a, Ky=0b  K=ab, H= 5

Jesli a,b > 0, punkt jest eliptyczny; jesli ab < 0, hiperboliczny. Dla a # 0, b = 0 otrzymujemy
walec paraboliczny i punkt paraboliczny.

Przyktad 6.5 (Siodlo o zerowej krzywiznie Sredniej w jednym punkcie). Dla f(x,y) = %(332 —?)
wzory (6.4)—(6.5) daja

B 1 I y? — 22
(1+x2+y2)2’ - 2(1+x2+y2>3/2
W zerze H = 0, lecz K = —1. Warunek H = 0 w jednym punkcie nie oznacza plaskosci ani

minimalnodci calej powierzchni. Powierzchni¢ nazywamy minimalng, gdy H = 0.

6.3 Torus: trzy typy punktéw na jednej powierzchni
Niecha>b>01
p(u,v) = ((a + bcosu) cosv, (a + bcosu)sinv, bsinu).

Wybieramy normalng zewnetrzng v = (cos u cos v, cos u sin v, sin u). Dla tej kolejnosci parametréw
jest ona przeciwna do (p, X p,)/ [Py X Poll- Mamy

E =% F =0, G = (a+ bcosu)?,
L=-b, M =0, N = —(a + bcosu) cosu.
Obie macierze sa diagonalne, wiec kierunki wspétrzednych sg gtowne i

1 cos u cos U
- _= - " K=—"" | 6.7
Fu o a+bcosu’ b(a+bcosu) (6.7)

Krzywizna $rednia wynosi H = —(a + 2bcosu)/(2b(a 4+ bcosu)). Na zewnetrznej czesci torusa
K > 0, na wewnetrznej K < 0, a na dwéch réwnoleznikach v = 7/2,37/2 mamy K = 0.
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Rysunek 4: Torus: turkusowe réwnolezniki lezg w obszarze K > 0, ceglaste w obszarze K < 0. Dwa
ciemne rownolezniki wyznaczaja K = 0. Siatka jest rzutem calej powierzchni, takze jej tylnej czesci.

7 Typ punktu i lokalny ksztalt powierzchni

7.1 Punkty eliptyczne, hiperboliczne i paraboliczne

Definicja 7.1. Punkt ¢ € S nazywamy eliptycznym, gdy K(q) > 0, hiperbolicznym, gdy K(q) < 0,
i parabolicznym, gdy K(q) = 0.

W tej terminologii przypadek paraboliczny obejmuje dwa rézne zachowania:

Warunek Krzywizny gtéwne Druga forma podstawowa
K>0 Obie niezerowe, ten sam znak Okreslona dodatnio lub ujemnie
K <0 Przeciwne znaki Nieokreslona

K =0,W=+#0 Dokladnie jedna réwna zeru Rzad 1

W=20 Obie rowne zeru Forma zerowa

Punkt z W, = 0 nazywa si¢ réwniez punktem plaskim. Nazwa dotyczy stycznosci drugiego rzedu
z plaszczyzng; nie oznacza, ze pewne otoczenie jest ptaszczyzna. Spotyka sie tez wezszg konwencje,
w ktorej nazwe ,paraboliczny” rezerwuje sie dla K =0, W # 0.

Twierdzenie 7.2 (Lokalny ksztalt). W otoczeniu punktu eliptycznego powierzchnia jest
lokalnie Scisle wypukla: po odpowiednim wyborze strony normalnej jest wykresem funkcji $cisle
wypukiej © poza punktem stycznoéci lezy po jednej stronie jego plaszczyzny stycznej. W otoczeniu
punktu hiperbolicznego powierzchnia ma ksztalt siodla: przyjmuje polozenia po obu stronach tej
plaszczyzny.

Dowdd. Ruchem sztywnym przenosimy punkt do 0, a jego plaszczyzne styczna do {z = 0}.
Rzut (z,y,z) + (z,y) ograniczony do powierzchni ma w tym punkcie odwracalna rézniczke.
Twierdzenie o funkcji odwrotnej pozwala zatem zapisa¢ powierzchnie jako z = f(z,y), gdzie

Wybieramy normalna w gére. Ze wzoru (6.6) mamy W, = Hess f(0) w bazie osi x,y. Obracajac
te osie do kierunkéw gléwnych, otrzymujemy

Fle,) = 55122 + ray?) + (2 +2). (71)

Jedli K > 0, obie krzywizny maja ten sam znak. Przy znaku dodatnim istnieje m > 0 takie,

ze k22 + Koy? > m(x? + y?). Reszta Taylora jest dla dostatecznie matych argumentéw co do

modulu mniejsza niz tm(2z?+y?), stad f(z,y) > 0 poza zerem. Ponadto ciaglosé hesjanu zapewnia

jego dodatnig okreslono$¢ na malym dysku, wiec f jest tam Scisle wypukta. Przy obu znakach
ujemnych stosujemy ten argument do —f.
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Jesli K < 0, po zamianie osi mozemy przyjac¢ k; > 0, ky < 0. Dla dostatecznie matych ¢ # 0 wzor
(7.1) daje f(¢,0) > 01 f(0,t) < 0. W kazdym otoczeniu zera sa wiec punkty powierzchni po obu
stronach plaszczyzny stycznej. O

punkt eliptyczny
K>0 punkt hiperboliczny
K <0

Rysunek 5: Lokalne modele drugiego rzedu. Jasne plaszczyzny sa styczne w wyrdznionych punktach.
W przypadku siodla powierzchnia przechodzi na obie strony swojej plaszczyzny stycznej.

7.2 Dlaczego przypadek K = 0 wymaga ostroznosci?

Dla K = 0 wyraz kwadratowy moze nie rozstrzyga¢ o ksztalcie. W zerze obie funkcje

folmy) =22 +yt,  f(zy) =2 —y

maja ten sam hesjan diag(2,0), a wiec te same formy podstawowe i krzywizny w tym punkcie.
Jednak wykres f, lezy nad plaszczyzng z = 0, a wykres f_ ma punkty nad nig i pod nig dowolnie
blisko zera.

Podobnie f = z* 4+ y* ma w zerze W = 0, K = H = 0, chociaz zadne otoczenie zera na wykresie
nie jest czedcia plaszczyzny. Rozstrzygaja tu wyrazy wyzszego rzedu.

Twierdzenie 7.3 (Kryterium plaskosci w przestrzeni). Niech S bedzie spéjng powierzchnig
reqularng. Nastepujgce warunki sg rownowazne:

(i) S jest zawarta w pewnej plaszczyénie;
(ii) 11 znika w kazdym punkcie, dla dowolnego lokalnego wyboru normalnej;

(i) K = H =0 w kaZdym punkcie S.

Dowdd. Na plaszczyznie normalna jest lokalnie stala, wiec (i) daje (ii). Z h = 0 mamy A =
0, a zatem (ii) daje (iii). Jezeli K = H = 0, to z (4.3) obie krzywizny gléwne sa zerowe.
Samosprzezonos¢ daje W = 0, wiec takze I = 0.

Pozostaje wykazaé, ze (ii) implikuje (i). Na kazdym spéjnym placie z W = —dN = 0 wynika
stalo$¢ normalnej v,. Poniewaz (p,,,vy) = (p,,vy) = 0, funkcja (p,v,) jest stala i caly plat lezy
w jednej plaszczyznie. Dwa takie platy o niepustym przecieciu wyznaczaja te sama plaszczyzne:
w punkcie wspélnym maja te sama afiniczng plaszczyzne styczng. Spojnosé powierzchni taczy
platy tancuchami naktadajacych sie otoczen, wiec plaszczyzna jest wspélna dla catego S. O

Uwaga 7.4. Sam warunek K = 0 nie wymusza zawierania sie w plaszczyznie; kontrprzyktadem
jest walec. Powierzchnie z K = 0 nazywa si¢ ptaska w sensie wewnetrznym. Jest to inny warunek
niz II = 0.
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8

Zestawienie i zadania

8.1 Schemat obliczen

1. Sprawdz p,, x p, # 0 i wybierz jednostkowa normalng v.
2. Oblicz E, F,G oraz L = (p,,,, V), M = (D, V)y N = (Dyys V).
3. Oblicz K, H ze wzoréw (4.2); wyznacz k1 o = H + VH? — K.
4. Aby znalezé kierunki gléwne, rozwiaz (h—k;g)a; = 01 odtwérz wektory X, = (a;)1p, + (a;)2D,-
5. Normalizuj je za pomoca ||X1H2 = a] ga,.
Dwie formy i operator:
_(E F (L M o _
g= (F G)’ h= (M N)’ A=g h, W=—-dN.
Krzywizny:
LN — M? GL—-2FM + EN
EG—F2’ WEG—F?) e TaED
Kierunek i wspélrzedne:
(X, X) - ~
X)=—222 h=JT(ho A=J1(Acp)J.
%X = T30 TTheg)d, A= (Aeg)]
Zmiana v na —v odwraca znaki II, W, k, i H; warto$¢ K pozostaje ta sama.
8.2 Zadania
1. Dla p(u,v) = (u,v, %(?)u2 + 2uv + 3v?)) wyznacz w zerze obie formy podstawowe, krzywizny
i kierunki gltéwne, K oraz H. Wybierz normalng w gore.
2. W przykladzie 6.2 przyjmij R = 2. Oblicz k,, w kierunku tworzacym kat 7/3 z kierunkiem
okregu. Jak zmienia si¢ wynik po odwréceniu normalnej?
3. Dla sfery o promieniu 3 oblicz W, K i H przy normalnej zewnetrznej. Porownaj z normalna
wewnetrzna.
4. Na wykresie z = zy oblicz K, H w dowolnym punkcie. W zerze znajdz kierunki gléwne
i asymptotyczne.
5. W punkcie sa dane g = diag(4,1), h = (92). Oblicz A, krzywizny gléwne oraz unormowane
wzgledem g kolumny wektorow wiasnych.
6. Dla torusa a = 3, b = 1 z normalna zewnetrzna oblicz K, H na réwnoleznikach v = 0,7/2, 7
i okresl typ punktow.
7. Czy warunek K = H = 0 w jednym punkcie wymusza plaskie otoczenie? Czy K = 0 wystarcza

do tego, aby powierzchnia byla czedcia plaszczyzny? Uzasadnij odpowiedzi przyktadami.
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8.3 Odpowiedzi i wskazowki

1.

g=1I,,h=A=(31). Krzywizny wynosza 4 i 2, a jednostkowe wektory gléwne to (1,1,0)/v/2
i(1,-1,0)/v2. Stad K =8, H = 3. Punkt jest eliptyczny, lecz nie umbiliczny.

. K, = (=1/2) cos?(m/3) = —1/8. Przy normalnej przeciwnej wynik wynosi 1/8.

. Dla normalnej zewnetrznej W = —%Id, K =1/9, H = —1/3. Przy normalnej wewnetrznej

W = 11d, H=1/3, a K sie nie zmienia.

K=—-1/1+22+y*? H = —ay/(1+ 22 +y*)3% W zerze macierz A = (9 }) ma krzywizny
1,—1 i kierunki (1, 1,0), (1,—1,0). Kierunki asymptotyczne to osie x,y, gdyz II(X, X) = 2{n.

A= (0 1/2>, k., = 41. Mozna wziag¢ a, = (1,42)/(2v2); wtedy alga, =1lialga_ =0.

20

. Dlau=0: K =1/4, H=—5/8 (punkty eliptyczne). Dla u = 7/2: K =0, H = —1/2 (punkty

paraboliczne). Dla u = m: K = —1/2, H = —1/4 (punkty hiperboliczne).

Nie w obu przypadkach. Pierwszy kontrprzyklad to z = z* + y* w zerze; drugi to dowolny
walec kotowy. Kryterium 7.3 wymaga K = H = 0 we wszystkich punktach spéjnej powierzchni.
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