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GEOMETRIA ROZNICZKOWA Réwnania strukturalne

1 Rama ortonormalna i formy dualne

Niech S C R?® bedzie gladka powierzchnia regularng, a z : S < R? jej wlozeniem: z(q) =
g. Pracujemy na otwartym fragmencie U C S, na ktérym wybieramy gladkie pola wektorowe
e1, €9, €3 Spelniajace

<6ivej> = 5@'» TqS = span(e;(q), e2(q)), €3 = €1 X €g. (1.1)

Trojke te nazywamy dostosowang ramgq ortonormalng. Wektory e;,e, sa styczne, a e; jest
jednostkows normalna. Rama moze zmienia¢ si¢ wraz z punktem, stad okreslenie ruchoma rama.
Jej istnienie jest lokalne; nie zaktadamy, ze mozna ja wybra¢ na calym S.

1.1 Konstrukcja z parametryzacji

Niech p(u, v) bedzie regularng parametryzacja. Oznaczmy E = (p,,,D,.), F = (D4, Do), G = (Dys Do)
i A = EG — F? > 0. Ortonormalizacja Grama-Schmidta daje

pfu Ep'u_Fpu Py X Dy

Niok ey = —VEA eq = /A (1.2)

Mianowniki sa dodatnie, wiec pola sa gladkie. Bezposrednie obliczenie iloczynéw skalarnych

61:

potwierdza (1.1).

1.2 Koramka i metryka

Roézniczka wlozenia utozsamia X € T, S z tym samym wektorem w R3. Definiujemy formy stopnia
1 na U przez
0,(X) = (dz(X),e;), 1=1,2,3. (1.3)

(3

Poniewaz dx(X) jest styczny, mamy

’dx - 9161 + 9262, 93 == O ‘ (14)

Formy 6,0, tworza koramke dualng do eq,ey:
0;(e;) = 6, (4,7 € {1,2}).
W szczegoblnoscei sg liniowo niezalezne w kazdym punkcie U.
Formy 6, sa okreslone na wektorach stycznych do powierzchni. Wektor e; nie jest styczny,
wiec nie podstawiamy go do 6,. Réwno$¢ 05 = 0 nie oznacza, ze znika normalna es; oznacza,

ze przemieszczenie styczne nie ma sktadowej normalnej.

7 ortonormalnosci wynika
I(X,Y)=0,(X)60,(Y) 4+ 0,(X)0,(Y),  I=067+063. (1.5)

Dla ramy (1.2) otrzymujemy jawnie

F [A
0, = VEdu+ — do, 0, = 1/ = dv. 1.6
1 \/E 2 E ( )

Wstawienie do (1.5) daje [ = E du? + 2F dudv + G dv?.
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2 Krétki rachunek form rézniczkowych

2.1 Iloczyn zewnetrzny

Dla form stopnia 1, 1 i {, definiujemy
(N AOX,Y) = n(X)C(Y) —n(Y)((X).

Tloczyn jest dwuliniowy i antysymetryczny:

nA¢=—CAn, nAn=0. (2.1)
We wspotrzednych
(Adu+ Bdv) A (Cdu+ Ddv) = (AD — BC) du A dw. (2.2)
Zatem
0, A by = VAduAdv (2.3)

jest formg pola zgodna z orientacja ramy. Jej warto$¢ na parze wektoréow stycznych jest
zorientowanym polem rozpietego przez nie réwnolegloboku.

0, A O,
(X,Y)

q

Rysunek 1: Iloczyn zewnetrzny form dualnych mierzy zorientowane pole. Zamiana X i Y zmienia znak.

Uwaga 2.1. Zapis 67 w metryce oznacza iloczyn tensorowy 6, ® 6, czyli forme symetryczna. Nie
jest to 0; A 0;, ktore zawsze jest zerem.

2.2 Roézniczka zewnetrzna i reguta znaku

Dla funkcji f i formy n = Adu + B dv mamy

df = f,du+ f,do, dn= (B, —A4,)du A dw. (2.4)
W szczegblnodci d(df) = 0, poniewaz f,, = f,,. Ogolnie d?> = 0. Dla formy 7 stopnia k zachodzi
d(nA¢) =dnA¢+ (=) AdC. (2.5)

Ta regula jest kluczowa przy wyprowadzaniu réwnan strukturalnych.

Odwzorowanie wektorowe z = (x!, 22, 23) oraz pola e, rézniczkujemy sktadowo. Jesli 1 jest forma

stopnia 1, a e : U — R? polem, to

‘d(ne) = (dn)e —n A de. (2.6)

Wzor jest stosowana skladowo reguly (2.5), poniewaz kazda skladowa e jest funkcja, czyli forma
stopnia 0.

Przyktad 2.2. Dla n = udv — vdu otrzymujemy dn = 2du A dv. Natomiast udu + vdv =
d((u® + v?)/2) ma rézniczke réwna zeru. Pierwsza forma nie jest wiec lokalnie rézniczka zadnej
funkcji.
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3 Formy poljczenia

Kazda pochodng ramy rozkladamy w bazie e, e, €.

Definicja 3.1. Formy polgczenia w{ definiujemy przez
de;, = waej, wl(X) = (de;(X),e;) . (3.1)

Dolny indeks wskazuje rézniczkowany wektor; géorny wskazuje sktadowa wyniku.

Stwierdzenie 3.2. Macierz form polgczenia jest antysymetryczna:

Dowadd. Roézniczkujemy <ei,e]—> = 5ij:

0= <dei,ej> + <ei,dej> = wg —I—wé».
Dla i = j otrzymujemy 2w! = 0. 0

Wystarczg wiec trzy formy:

Roéwnania ruchomej ramy przyjmuja postac

de; = wey + aes,
d€2 = —we1 -+ ﬁeg‘, (34)

de; = —ae; — Pey.

Forma w opisuje sktadowg styczng zmiany ramy. Formy «, 5 opisuja jej sktadowe normalne, a wiec
zginanie powierzchni w przestrzeni. Ich wartosci zalezg od kierunku, w ktérym rézniczkujemy.

Na przyklad wzdtuz krzywej v(t) pierwsze réwnanie oznacza

%el(y(t)) = w(¥)ey + ali)es.

Nie utozsamiamy formy w z funkcja ani z pojedynczym wektorem.

4 Wyprowadzenie rownan strukturalnych

4.1 Pierwsze rownania: ré6zniczkowanie wlozenia

Twierdzenie 4.1. Koramka i formy polgczenia spetniajg

d02 = —wA 91, (41)
aANb, + B A0y =0.
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Dowéd. 7 d%x =0, (1.4) i reguly (2.6):

0=d(0,e; + bqye5)
== (d91>61 + (d92>€2 — 91 /\ del — 02 /\ d€2
= (db, + 0, ANw)e; + (dby — 0, Aw)ey — (0 A+ 05 A Bes.

Rama jest baza w kazdym punkcie, wiec kazdy wspdlczynnik jest zerem. Antysymetria iloczynu
zewnetrznego daje dokladnie (4.1). O

W oryginalnych indeksach te same réwnania majg postac
d91 :w%/\02, d92:w%/\01, Ozw%/\el +W§/\92 (42)

Ostatnie rownanie jest rownaniem dla df; = 0. Jednolicie, przy 65 = 0,

3
o, =Y wing, i=1,2.3 (4.3)
j=1

4.2 Drugie ré6wnania: rézniczkowanie ramy

Twierdzenie 4.2. Formy polgczenia spelniajq

3
dw! = wa Awr. (4.4)
k=1
Trzy niezalezne réwnania to
‘dw:—a/\ﬂ, da=wApB, ds =—wAa. (4.5)

Dowdd. Rézniczkujemy de; =3 wie;:

0=d%,; = Z(dwz)ej — sz Ade;
J

J
-y (dwg Sy ukn wg;> ‘.
j %
Liniowa niezalezno$¢ ramy daje (4.4). Podstawienie (3.3) i antysymetrii daje (4.5). Na przyklad
dw}=wiAwi =an(—B)=—aAB. O
Dla kontroli pozostalych znakéw mozna rozpisaé¢ bezposrednio

d?e; = (dw + a A B)ey + (da — w A Bes,
d?ey = (—dw — a A B)ey + (dB + w A a)es.

Réwnania uzyskane z réznych wektoréw ramy sa zgodne; nie sa szeScioma niezaleznymi
warunkami.
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4.3 Zapis macierzowy i konwencja znaku

Ustawmy formy w macierzy wedlug reguly 2, = w{ :

0 w o«
Q=|—-w 0 p
—a —f 0

Przez iloczyn macierzy form rozumiemy (2 A Q) = >, Q. A Q. Wtedy
dQ=QAQ. (4.6)

Jedli zamiast tego uzywamy macierzy ramy z wektorami jako kolumnami, & = (e; ey e3), to
dé = &9, gdzie Q = QT = —Q. Odpowiadajace réwnanie brzmi

dO+QAQ=0.

To ten sam uktad zapisany z inna organizacja indeksow.

5 Druga forma podstawowa i rO6wnania Gaussa—Codazziego

5.1 Symetria drugiej formy: lemat Cartana w wymiarze dwa

Lemat 5.1. Jesli 01,0, sq liniowo niezaleine i o A 0y + B N\ 0y = 0, to istniejg jednoznaczne
funkcje a,b, c takie, zZe

Dowdd. Zapiszmy o = af; + b6y 1 8 = 7)01 + cb,. Zalozenie daje (7) —b)0; AN, = 0. Poniewaz
0, N0, # 0, mamy b = b. Jednoznacznosé¢ pozostalych wspétczynnikoéw wynika z tego, ze koramka
jest baza. O

Przyjmujemy normalna v = eg i konwencje W = —dv, Il = — (dz,dv). Z (3.4) i (5.1) wynika

11 = af} + 206,60, + 63, W], . = (Z i) . (5.2)

Ioczyn 6,05 oznacza tu iloczyn symetryczny: %(01 ® 0y + 05 ®0,). W szczegblnosci

K =ac— b2, H:a;—c‘ (5.3)

Macierz operatora ksztaltu jest symetryczna, poniewaz tym razem pracujemy w ortonormalnej
bazie przestrzeni stycznej.

5.2 Roéwnanie Gaussa

Twierdzenie 5.2. Krzywizna Gaussa speinia

Réwnowaznie, dw = K 6, A 0,.
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Dowdd. Ze wzoréw (5.1), (2.1) 1 (5.3):
Podstawiamy to do pierwszego réwnania w (4.5). O

Réwnania strukturalne pelnej ramy w R? nie oznaczaja, ze K = 0. Rézniczka formy stycznej
w zawiera wktad od form normalnych «, 8. Na zakrzywionej powierzchni ich iloczyn zewnetrzny
moze by¢ niezerowy, mimo ze otaczajaca przestrzen euklidesowa jest plaska.

5.3 Rownania Codazziego

Dwa pozostale réwnania w (4.5) to réwnania Codazziego (zwane tez réwnaniami Mainardiego—
Codazziego):

d(a@l + b92) = W /\ (bal + 602)7

(5.5)
d(b0; + chy) = —w A (ab; + bb,).

Wyrazaja zgodnosé zmian drugiej formy podstawowej ze zmiana ramy stycznej. Ich dowdd jest
juz zawarty w rézniczkowaniu de;, de,.

Réwnania Gaussa i Codazziego sa warunkami koniecznymi, ktére musza spetniaé¢ pierwsza i druga
forma podstawowa tej samej powierzchni. Nie mozna wiec zadawad ich wspotczynnikéw catkowicie
niezaleznie. Przyklad niezgodnych danych znajduje sie w zadaniu 7..

6 Krzywizna jako niezmiennik metryki

6.1 Forma styczna jest wyznaczona przez koramke

Lemat 6.1. Dla zadanej koramki ortonormalnej 0,0, istnieje doktadnie jedna forma w
spetniajgea d8; = w A 0, i dfy = —w A 6.

Dowdd. Na powierzchni kazda forma stopnia 2 jest wielokrotnoscia 6, A 6,. Zapiszmy wiec

Forma w = A6, + Bf, spelia oba réwnania. Jedli & jest drugim rozwiazaniem, to ich réznica
n =10, + s6y spelnian N0y =0inAf;, =0. Stad r =5 = 0. O

Do wyznaczenia w nie potrzebujemy drugiej formy podstawowej. Po obliczeniu dw réwnanie (5.4)
wyznacza K. Trzeba jeszcze sprawdzi¢, ze wynik nie zalezy od wybranej koramki.

6.2 Obroét ramy stycznej
Niech ¢ bedzie gtadka funkcjg. Obréémy rame wedtug wzordw
€; =cospe; +sinpe,, €y = —sinp ey + cos pe,y, €y = e5. (6.1)
Odpowiednia koramka ma postaé
0, = cospb, +sinpl,, B, =—sinp, +cospb,. (6.2)

Iloczyn 51 A 52 jest rowny 6; A 0.
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Stwierdzenie 6.2. Po obrocie (6.1) formy polgczenia zmieniajq sie zgodnie z

G=cospa-+singB, B=—sinpa+cospp. (6.3)

W szczegélnosci Ao = dw.

Dowdd. Roézniczkujemy pierwszy wzoér (6.1). Skladniki z pochodna kata daja deé,, a styczne
sktadniki pochodnych ey, e, daja we,. lloczyn skalarny wyniku z €, daje & = w + dp. Skladowa
normalna daje wzér na &; drugi wektor ramy daje wzér na 3. Réwnoéé rézniczek wynika z d2p =

0. O

q

Rysunek 2: Obrét ramy w tej samej plaszczyznie stycznej. Kat moze zalezeé¢ od punktu. Forma w zmienia
sie o dy, ale jej rézniczka, a zatem krzywizna, pozostaje ta sama.

Dwie zgodnie zorientowane ramy ortonormalne réznig sie lokalnie takim obrotem. Jesli orientacje
sa przeciwne, wystarczy dodatkowo zmieni¢ e, na —e, i e5 na —e;. Wtedy w — —w oraz 6; A6y —
—60, A 0y, wiec wartos¢ K w (5.4) takze pozostaje bez zmiany.

Twierdzenie 6.3 (Theorema egregium Gaussa). Krzywizna Gaussa zalezy wylgcznie od pierwszej
formy podstawowej. W szczegélnosci lokalne izometrie powierzchni zachowujg K.

Dowdd. Metryka pozwala wybraé lokalnie koramke ortonormalna. Na przyktad (1.6) konstruuje
jaz E,F,G. Lemat 6.1 wyznacza z niej w, a (5.4) wyznacza K. Poprzednie obliczenia dowodza
niezalezno$ci wyniku od wyboru ramy i jej orientacji.

Doktadniej, niech F' : .S — S bedzie lokalna izometria. Sciagniecie koramki ortonormalnej z S
przez F' daje koramke ortonormalng na S. Dla formy 7 oznacza to (F*n),(X) = np,) (dF,X).
Rézniczka zewnetrzna i iloczyn zewnetrzny komutuja ze Sciagnieciem, co wynika z reguly
lanicuchowej. Z jednoznaczno$ci formy polaczenia wynika wiec, ze $cigga sie takze @. Po
Sciagnieciu réwnania Gaussa otrzymujemy K (q) = K (F(q)). O

6.3 Wzor we wspolrzednych ortogonalnych
Jedli I = Edu? + G dv?, gdzie E,G > 0, mozemy wzia¢ 0, = VEdu, 6, = VG dv. Pierwsze

rownania strukturalne daja
W), (/O
VG VE
Istotnie, dd, = —(VE),du A dv i d, = (v/G), du A dv. Rézniczkujac (6.4), otrzymujemy

0 (WO, o (WE,
ou\ VE o\ VG

dv. (6.4)

(6.5)

VEG
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W szczegdlnoéci dla wspéirzednych izotermicznych, I = €2/ (du? 4 dv?), mamy
W= _f'u du+fu d’U, K = _672f<fuu +fvv>‘ (66)

Sa to wzory wewnetrzne: nie wymagaja znajomosci parametryzacji w R3.

7 Przykltady

7.1 Ptlaszczyzna i obracajgca sie rama
Na plaszczyznie z = 0 w kartezjanskiej ramie stalej mamy
0, =du, 60, =do, w=a=p=0, K=H=0.
Rozwazmy teraz wspolrzedne biegunowe na ptacie z r > 0:
p(r,p) = (rcosp, rsing,0),
przy kacie w otwartym przedziale o dtugoéci mniejszej niz 2w. Wybierzmy rame
e; = (cos,sinp,0), ey, = (—sinyp,cosp,0), e;=(0,0,1).

Wtedy
0, =dr, 0,=rdp, w=dy, a=pg=0. (7.1)

SprawdZmy znaki:
df; =0 =dp Ardey, dfy =dr Ady = —dp Adr.

Poniewaz dw = 0, nadal K = 0. Niezerowa forma polaczenia nie oznacza niezerowej krzywizny:
moze wynika¢ wylacznie z obracania sie wybranej ramy.

7.2 Walec

Niech R > 01i
p(s,t) = (Rcos(s/R), Rsin(s/R),t).

Na ptacie bez szwu wybieramy
e; = (—sin(s/R),cos(s/R),0), ey =1(0,0,1), e5=(cos(s/R),sin(s/R),0).

Mamy e; = e; X e,; jest to normalna zewnetrzna. Wprost z rézniczkowania:

1
0, =ds, 0, =dt, w=0, a= ) ds, B=0. (7.2)
Zatem 1 )
I =ds?+de? II=—=4ds? K= H=——.
s+ , 7 s°, 0, %

Metryka i forma styczna w sa takie jak na plaszczyznie, lecz sktadowa normalna « jest niezerowa.
Réwnanie Gaussa daje dw = —a A 8 = 0.
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7.3 Sfera

Niech R > 01
p(u,v) = R(sinucos v, sinusin v, cosu), O<u<m,

z katem v w otwartym przedziale dlugosci 27. Parametryzacja pomija bieguny i jeden potudnik.
Wybieramy

e; = (cosucosv,cosusinv, —sinu),
ey = (—sinw, cosv,0),

es = (sinucoswv,sinusinv, cosu) = p/R.
Jest to dodatnio zorientowana rama z normalna zewnetrzna. Mamy
0, = Rdu, 6, = Rsinudv, w=cosudv, a=—du, [ = —sinudv. (7.3)

Na przyktad de; = (cosudv)e, — (du)es, co od razu wyznacza w, a.

€y e

<

€1

Rysunek 3: Rama na sferze: e; jest styczny do poludnika, e, do réwnoleznika, a e; jest normalna
zewnetrzng.

Weryfikacja drugich réwnan strukturalnych daje

dw = —sinudu Adv = —a A 3,
da=0=wAp,
df = —cosuduAdv=—wA a.

Poniewaz 6, A 0y = R?sinudu A dv, otrzymujemy

1 1 1
K:ﬁ, CL:C:—E, b:O, H:—E
Minus w krzywiznach gléwnych wynika z normalnej zewnetrznej i konwencji W = —de;. Wszystkie

punkty sfery, takze bieguny, maja to samo K; pominiecie biegunéw dotyczy jedynie uzytych
wspoélrzednych.

7.4 Metryka izotermiczna: obliczenie bez normalnej

Sfera w parametrach stereograficznych ma metryke

4R?
[= — - (du? + dv?).
v+ o du +dv)
Przyjmujemy f = log(2R) — log(1 + u? + v?). Wtedy
4

fuu + fvv - _m
Wzér (6.6) daje ponownie K = 1/R%2. W tym rachunku wystepuje wylacznie pierwsza forma
podstawowa.

10
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8 Zestawienie i zadania

8.1 Roéwnania do zapamietania

Rama i koramka:
dz = 0,e; + 0565, de; =wey + aeg, deg = —we; + Be;, des = —ae; — Pe,.
Roéwnania strukturalne:
df, =wAby,, dby=—wAb, aNb +FAN0,=0,

dw=—aANp, da=wAp, df =—wA a.
Krzywizny i zmiana ramy:
a=ab; +bly, B=00, +cby, K =ac—0b? H:a—gc,

dw=—-K0; A0b,, W =w+dp.

8.2 Zadania

1. Oblicz (udu +vdv) A (—vdu + udv) oraz d(u? dv).

2. Na plaszczyznie obréé stala rame ortonormalng o kat p(u, v) = u?4v. Wyznacz nowa koramke,
forme w i krzywizne K.

3. Dla walca o promieniu R = 2 w parametrach (7.2) podaj 6,,0,,w, a, B, a nastepnie K, H.

4. W przyktadzie sfery przyjmij R = 3. Sprawdz oba pierwsze rownania strukturalne i oblicz K
z dw.

5. Dla metryki I = du? + f(u)? dv?, gdzie f > 0, wyznacz w i K. Zastosuj wynik do f(u) = u na
u >0, f(u) =sinwu na (0,7) oraz f(u) = e“.

6. W pewnym punkcie, wzgledem koramki ortonormalnej, mamy o = 26, + 365 i 5 = 36, — 0,.
Oblicz K, H, krzywizny gtéwne oraz wspédlczynnik przy 6, A 65 w dw w tym punkcie.

7. Czy na otwartym obszarze moga by¢ jednoczesnie pierwsza i druga forma podstawowa pewnej
powierzchni formy I = du? + dv? i II = du? + dv?? Uzasadnij odpowiedZ réwnaniem Gaussa.

11



GEOMETRIA ROZNICZKOWA Réwnania strukturalne

8.3 Odpowiedzi i wskazowki

1. Wyniki to odpowiednio (u? + v?)du A dv i 2udu A dv.

2. 51 = cospdu + sinpdv, 52 = —sinpdu + cos pdv. Mamy & = 2udu + dv, do = 0, zatem
K = 0. Formy «, 3 sa zerowe.

3.0, =ds, 0, =dt, w =0, a = —%ds, B = 0. Stad K = 0, H = —1/4 przy normalnej

zewnetrznej.

4. df, =0 =w A0y oraz df, = 3cosudu Adv = —w A ;. Dalej dw = —sinudu Advif; AOy =
9sinudu A dv, wiec K = 1/9.

5. Dla 0, = du, 0, = fdv otrzymujemy w = f'dv, K = —f”/f. W podanych przyktadach K
wynosi kolejno 0, 1, —1. Ostatni wynik dotyczy metryki jako danej wewnetrznej i nie zaklada
globalnego wlozenia tego obszaru w R3.

6. K=2-(—1)—3*=—11, H =1/2, s, , = (1£3V/5)/2. Réwnanie Gaussa daje w tym punkcie

7. Nie. Dla 0, = du, 0, = dv pierwsze rownania wymuszaja w = 0, zatem K = 0. Tymczasem
zadana druga forma daje a = c =1, b =0, czyli K = 1. Obie wartosci sg sprzeczne.
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