Geometria Rozmaitosci Riemannowskich
Wydziat MiNI PW

Zestaw zadan 1.

Zad. 1. Niech D bedzie podzbiorem otwartym R™ oraz F': D — R™ bedzie
przeksztatceniem klasy C”, gdzie r € N, r = oo albo r = w . Pokazaé, ze
wykres F' czyli zbior

graphF = {(z,y) e R" x R"|z € D,y = f(x)}

jest rozmaitoscia rézniczkowa klasy C7. Jaki jest wymiar graphF 7 Cazy
graphF’ jest orientowalna 7

Zad. 2. Niech D bedzie podzbiorem otwartym R" oraz F': D — R™ bedzie
przeksztatceniem klasy C", gdzie r € N lub r = oo. Punkt x € D jest
punktem krytycznym F' jesli jego pochodna (rézniczka) dF, : R" — R™ w
punkcie = nie jest surjekcja. Obraz F'(z) punktu krytycznego x nazywamy
wartoscia krytyczna F'. Punkt y € R™, ktéry nie jest wartoscig krytyczna F'
nazywamy wartoscia regularna F. Zauwazmy, ze jezeli y ¢ F(D) to y jest
wartoscig regularng F'.

Niech y € F(D) bedzie wartoécia regularng F. Pokazaé, ze wtedy n > m
oraz przeciwobraz y czyli F~'(y) = {z € D|F(x) = y} jest rozmaitoscia
rozniczkowa klasy C7. Jaki jest wymiar F~!(y)?

Zad. 3. Pokazaé, ze n-wymiarowa sfera w R™™! jest orientowalng rozmaito-
Scig rozniczkowa.
Zad. 4. Pokazaé, ze GL(n,R) := {A € M, (R)|det A # 0} jest rozmaitoscia

rézniczkowa. Jaki jest wymiar GL(n,R)? Czy GL(n,R) jest sp6jna? Jesli nie
to jakie ma sktadowe spéjnosci? Czy GL(n,R) jest orientowalna?

Zad. 5. Pokazaé, ze SL(n,R) :== {A € M,(R)|det A = 1} jest rozmaitoscig
rozniczkowa. Jaki jest wymiar SL(n,R)? Czy SL(n,R) jest orientowalna?

Zad. 6. Pokazac, ze wigzka styczna T'M rozmaitosci rézniczkowej M wymia-
ru m jest orientowalna rozmaitoscia rézniczkowa (réwniez wtedy, gdy M jest
jest nieorientowalna). Jaki jest wymiar T'M?

Zad. 7 Niech p; i ps beda punktami nie lezacymi na prostej R. Rozwazmy
zbiér S = (R \ {0}) U {p1, p2}. Dla dowolnych dodatnich liczb a,b € R defi-
niujemy zbiér I,,(—a,b) = (—a,0) U (0,b) U {p;} dla i = 1,2. Wprowadzamy
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topologie na S w nastepujacy sposéb. Topologia na R\ {0} jest indukowana
z R. Baza otoczen punktu p; to zbior {I,,(—a,b)|a,b > 0} dlai=1,2.

Pokaza¢, ze kazdy punkt S ma otoczenie homeomorficzne z przedziatem
otwartym w R (czyli S jest lokalnie euklidesowa).

Pokazaé, ze S ma przeliczalng baze topologiczna.
Czy S jest rozmaitoscia topologiczna? Odpowiedz uzasadnij.

Zad. 8 Na R wprowadzamy dwie struktury rézniczkowe. Pierwsza struktura
rézniczkowa jest wprowadzona przez atlas {Id : R 5 z — z € R}, a druga
jest wprowadzona przez atlas {¢ : R 3 x — 2% € R}. Pokazaé, ze otrzymane
w ten sposob dwie rézne struktury rézniczkowe, ale istnieje dyfeomeorfizm
miedzy tymi rozmaitosciami rézniczkowymi.



