Geometria Rozmaitosci Riemannowskich, Wydzial MiNI PW
Zestaw zadan 3.

Zad. 1. Niech M, N, P beda rozmaitosciami klasy C" i x € M. Pokaza¢, ze
jezeli f: M — N oraz g : N — P sa przeksztalceniami klasy C” to zachodza
rownosci

a) dm(g © f) = df(a:)g % d:}cfv
b) d, (idy) = idgyar.

Zad. 2. Niech M bedzie rozmaitoscig klasy C*, x € M. Pokaza¢, ze dla
dowolnych v,w € T, M, f,g € C*(M), a,b € R zachodza réwnosci

a) Oy(af +bg) = ad,f + b0,yg,
b) av(f : g) = avf : g(l‘) + f(l’) : avgu
) Owvibwf = aOpf + b0y f.

Zad. 3. Niech F : R? 3 (z,y) — (2%, 3, zy) € R®. Niech (u,v,w) oznaczaja
wspolrzedne na R?. Policzy¢ d(, ) F (a%|(x»y)> oraz d(z ,F (C%kx,y))jako kom-
binacje liniowa %\F(m,y), %|F(z,y)7 %‘F(m,y)-

Zad. 4. Niech M, M, beda rozmaitosciami gladkimi, (p1,ps) € My x M,
oraz m; : My X My > (x1,29) — x; € M; dla i = 1,2. Pokaza¢, ze przeksztal-
cenie d(71,72) (py pa)  L(pr,po) (M1 X My) — T, My x T, My jest izomorfizmem
liniowym.

Zad. 5. Niech M, N beda rozmaitosciami klasy C'*° i niech f : M — N
bedzie przeksztatceniem klasy C'*°. Punkt x € M jest punktem krytycznym f
jezeli przyksztalcenie styczne df, : T,M — T} M nie jest surjekcja. Punkt
x € M jest punktem regularnym M jezeli d,f jest surjekcja. Punkt y €
N jest wartoscia krytyczna f, jezeli jest obrazem punktu krycznego tzn.
jezeli istnieje punkt krytyczny x € M przeksztalcenia f taki, ze y = f(x).
Punkt y € N jest wartoscia regularna f, jezeli nie jest wartoscia krytyczna
f. Funkcja g € C*™° ma minimum (maximum) lokalne w p € M, jezeli istnieje
istnieje otoczenie U C M punktu p takie, ze dla kazdego ¢ € U ¢(p) < g(q)
(9(p) > g(q)). Pokaza¢, ze jezeli g ma ekstemum (maksimum lub minimum)
lokalne w p to p jest punktem krytycznym g i poda¢ postac d,g.



