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JUZ W STAROZYTNOSCI NA POCZATKU STAROZYTNI PRZED EUDOKSOSEM Z KNIDOS (OK. 407 — 355
ZACZETO UZYWAC MIARY. PROBOWALI POROWNYWAC P.N.E) BYL. TO JEDYNY SPOSOB, DOPIERO ON
KLUCZOWYM ELEMENTEM BYLO PRZEZ CIECIE FIGUR NA DOSTARCZYL WRAZ Z LICZBAMI RZECZYWISTYMI
WPROWADZENIE PRZEZ MNIEJSZE KAWALKI I METODY DOKONYWANIA POMIAROW,
STAROZYTNYCH POJECIA LICZB UKLADANIE Z NICH INNYCH, WPROWADZIL. MIARE, KTORA PRZETRWALA DO
RZECZYWISTYCH. ZNANYCH JUZ, KSZTALTOW. XVII WIEKU, JEDNAK ZOSTALA NIECO BARDZIEJ
NIESTETY SPOSOB TEN BYL DOPRACOWANA.

BARDZO OGRANICZONY.



PIERWSZA METODA CALKOWANIA -
CALKA EUDOKSOSA

- Pierwsza udokumentowang starozytna technika wyliczania catek byla
metoda wyczerpywania (,,calkowanie starozytnych”) stworzona przez
greckiego matematyka i astronoma Eudoksosa (ok. 370 r. p.n.e)

- Metoda ta zostala pozniej rozwinieta i wykorzystana przez Euklidesa
i Archimedesa m.in. do wyliczenia pola kota, pola powierzchni
i objetosci kuli, pola elipsy, pola pod parabola i obszaru spirali.

- Jest uwazana za prekursora rachunku rézniczkowego, jednak rozwaj
geometrii analitycznej i zintegrowanego rachunku catkowego wypart ja
Z uzycia.



ALGORYTM
METODY
WYCZERPYWANIA

Z figury, ktora chcemy zmierzyc,
wyjmujemy jej czeSc, ktorej
miare znamy, przy czym musi
byC¢ ona wieksza od polowy calej
figury (co trzeba udowodnic :) ).
Miare tej czesci oznaczamy
przez S1.

Z pozostalta czescig figury
postepujemy tak samo
otrzymujac kolejno S2, S3,... za
kazdym razem wyjmujac wiecej
niz polowe tego, co jeszcze
zostalo.



WYKORZYSTANIE METODY
WYCZERPYWANIA PRZEZ ARCHIMEDEGSA

Krok 1: Wyciecie kwadratu z kota, Krok 2: Z pozostalej czesci wycinamy 4
ktorego pole jest wieksze niz polowa trojkaty rownoramienne itd.
pola kota



EUDOKSOS TWIERDZI, ZE SUMA S1 + .. + SN

TYM LEPIEJ PRZYBLIZA MIARE FIGURY,IM

WIEKSZE JEST N ORAZ, ZE NIESKONCZONA
SUMA DAJE MIARE CALEJ FIGURY.

Dowod:

Do udowodnienia metody niezbedne jest stwierdzenie, ze % + i+ ot zin + ..=1

Oznaczmy przez S poszukiwang miare (zakladajac, ze taka istnieje). Wowczas:

+ ...=S5

S2 S+ S+ .22

+

N

gdzie druga nierownosc¢ wynika z tego, ze dla §; > % otrzymujemy dla n = 2:
SiH S, > S +5(S —S) =24 28>+

i dalej indukcyjnie pokazujemy, ze:

S 1 S S S
S+ .+ 85, > E_l_ E(Sl_l_ ot Sp_1) > §+ Z-l— et on



PIERWSZY RACHUNEK

- W swojej pracy napisal, ze pole
dowolnej figury oblicza sie przez
przyblizony podzial na wycinki kot.
Jesli bedziemy dokonywali podziatu na

odcinki coraz wezsze, to przyblizenia Johannes Kepler

beda coraz lepsze i wartosS¢ sumy (1571 - 1630) -
1 niemiecki
?=0§ 2(‘Pi)' A @i astronom,
astrolog

bedzie coraz lepiej przyblizata pole i matematyk

- Taq technika Kepler obliczyl np. ze pole
elipsy jest rowne mwa?v1 — &2




REGULA GULDINA

,Objetos¢ bryly powstatej przez obrot
figury plaskiej wokoétl nieprzecinajgcej jej
1 lezqgcej w tej samej plaszczyznie prostej
jest rowna iloczynowi pola powierzchni

figury przez droge Srodka ciezkoSci tej
powierzchni podczas obrotu, a pole takiej
bryty — iloczynowi dtugosci obwodu figury
przez droge Srodka ciezkoSct tego obwodu
podczas obrotu”

Paul Guldin (1577 -
1643) — szwajcarski
matematyk, astronom
1jezuita



ZASADA
CAVALIERIEGO

,JEZELI DWIE BRYLY,
OGRANICZONE DWIEMA
ROWNOLEGEYMI
PLASZCZYZNAMI
PRZETNIEMY RODZINA
PLASZCZYZN
ROWNOLEGEYCH DO TYCH
PLASZCZYZN I NA KAZDYM
POZIOMIE W PRZECIECIU
Z BRYEAMI OTRZYMAMY
PRZEKROJE O ROWNYCH
POLACH, TO TE BRYLY
MAJA ROWNA OBJETOSC.”

- Alternatywnym sposobem do
metody wyczerpywania jest zasada
Cavalieriego, ktora przeksztatcono
w rachunek rozniczkowy liczb
nieskonczenie matych

- Zostala odkryta przez Archimedesa,
a pozniej spisana przez wtoskiego
matematyka Bonaventure
Cavalieriego w XVII wieku.

.~ Bonaventura

\ Cavalieri (1598-
P 1647) — wloski
matematyk

1 astronom




PRZYKLAD

Prostokat i rownoleglobok
o rownych podstawach maja rowne
pola

& &
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Kazdy przekréj obu figur prosta ma takie samo pole



PODSTAWOWE
TWIERDZENIE RACHUNKU
CALKOWEGO

I ROZNICZKOWEGO

- Waznym osiagnieciem w rachunku catkowym
i rozniczkowym byto znalezienie zwiazku
miedzy styczna do wykresu funkcji a polem
pod wykresem tej funkcji.

- Twierdzenie Isaaca Barrowa (1670r.)

sZzmiennosé¢ stanu wywotanego jakas
zmiennoscia jest tq wlasnie zmiennosciq”

czyli innymi stowy:

t ! b ; nericg
(Jyfdx) = £(t) Iub [ f(x)dx = F(a) — F(b) i .
Isaac Barrow (1630 — 1677) — angielski
matematyk i teolog, mentor Isaaca
Newtona




NEWTON I LEIBNIZ WKRACZAJA DO AKCJI



DWIE METODY, JEDEN SUKCES

Newton i1 Leibniz dzialali niezaleznie. Ich podejscia miaty odpowiadajaca
sobie notacje, jednak podejscie do niej dla kazdego byto inne.

Podejscia Newtona 1 Leibniza korzystaly ze starozytnej metody
wyczerpywania. Newton wolat geometryczne podejscie.

Leibniz postawil sobie za cel opracowanie konkretnych algorytmow
obliczania catek i rozniczek. Skupit sie na problemie styczne;.

Dla Newtona zmiana byta wielkoscia zmienna w czasie, dla Leibniza
byla to roznica obejmujaca ciag nieskonczenie bliskich wartosci.



DLACZEGO CALKA
JEST CALKA?

ax

Symbol calki przypomina
wydtuzona litere ,,s” lub malg litere

»,€8z” [. Inspiracja dla Leibniza byto
lacinskie stowo ,summa”, ktore
manierycznie pisal jako ,fumma’.

Od Leibniza pochodzi rowniez,
uzywana do dzisiaj, nazwa na calke
sintegralis” (laczacy)

Polskie nazwy pochodza od
matematyka i geografa Jana
Sniadeckiego




HENRI-LEON LEBESGUE

Urodzony 28 czerwca 1875 w Beauvais we Francji.

Studiowat w Ecole Normale Supérieure od 1894 do 1897.

Po ukonczeniu studiow Lebesgue pozostat na uczelni, gdzie
pracowal w bibliotece.

W tym samym czasie rozpoczal studia na Sorbonie, zapoznat
sie z praca René-Louis Baire na temat niecigglosci.

W latach 1899 - 1902, pracujac nad doktoratem,
jednoczesnie uczyl w Lycée Centrale w Nancy.

W 1902 obronitl prace doktorska Intégrale, longueur, aire.
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1875 1894 1897 1899 1902

Zdjecie — Wikipedia



Intégrale, Longueur, Aire.

(Par H. Lrsesauve, & Nancy.)

INTRODUCTION.

I)ans ce travail J'essaie de donner des définitions aussi générales et pré-
cises que possible de quelques uns des nombres que 'on considére en Ana-
lyse: intégrale définie, longueur d’une courbe, aire d'une surface.

M." Jorpax, dans la seconde édition de son Cours d’Analyse, a fait une
étude approfondie de ces nombres. Il m’a semblé utile cependant de reprendre
cette étude, et voici pourquoi. On sait qu'il existe des fonction dérivées non
intégrables, lorsque 'on adopte, comme le fait M." Jorpan, la définition de
Vintégrale qu'a donnée Riemasx; de sorte que I'intégration, telle que I'a dé-
finie Riensny, ne permet pas dans tous les cas de résoudre le problime fon-
damental du calcul intégral :

Trouver une fonction connaissant sa dérivée.

Il peut donc sembler naturel de chercher wne autre définition de l'in-
tégrale, telle que, dans des cas plus étendus, I'intégration soit 'opération in-
verse de la dérivation.

D’autre part, comme le remarque M." Jorpan, aire d’une surface n’ay-
ant pas des plans tangents variant d'une fagon continue n’est pas définie;
et les énoncés que l'on serait tenté d'admetire eomme analogues & la défi-
nition de la longueur d'une courbe ne peuvent &tre adoptés (*). 11 y a donc
lieu de chercher une définition de l'aire et peut étre aussi de modifier celle

(¥) Voir Scawarz, lettre & Gevoccut. Cetle leitre est reproduite dans I'édition litho-
graphiée du Cours professé ¢ la Facullé des sciences par Ca. HerviTe, pendant le second
semestre de 1882, (Second tirage, page 25.) — Voir aussi Praxo, At della Accadomia
dei Lincei, 1890, :

Annali di Matematica, Serie III, tomo VII 31

232 Lebesgue:

de la longueur de fagon que ces deux définitions soient aussi analogues que
possible.

Dans 1étude des questions relatives & la théorie des fonctions de varia-
bles réelles on reconnait souvent qu’il serait commode de pouvoir attacher aux
ensembles de points des nombres jouissant de certaines des propriétés des
longueurs des segments ou des airves des polygones. On a proposé différentes
définitions de ces nombres que 'on appelle les mesures des ensembles (*);
celle qui a été le plus souvent adoptée se trouve exposée et étudiée dans le
livre de M." Jorpax.

Dans le premier chapitre je définis, avec M." Borer, la mesure d’'un en-
semble par ses propriétés essentielles. Aprés avoir complété et préeisé les in-
dications un peu rapides que donne M." Boren (**), j'indique quelles rela-
tions il y a, entre la mesure ainsi définie et la mesure au sens de M." Jorpar,
La définition que j'adopte s’applique aux espaces & plusieurs dimensions; de
la notion de mesure d’'un ensemble dont les éléments sont les points d'un
plan, on déduit celle d’aire d’'un domaine plan; si les éléments sont des points
de 'espace ordinaire on en déduit la notion de volume, ete.

Ces préliminaires posés, il n'y a plus d'inconvénients & définir Vintégrale
d'une fonction continue comme Vaire d'un domaine plan; et méme cette mé-
thode a lavantage de conduire & une définition de Pintégrale d’une fonction
discontinue bornée comme mesure d’'un certain ensemble de points. C'est ceite
définition géométrique que j'adopte au chapitre II; on peut d’ailleurs la rem-
placer par une définition analytique, I'intégrale se présente alors comme étant
la limite d'une suite de sommes assez analogues & celles que 'on considére
dans la définition de Rimmany, Les fonctions anxquelles s’applique cette dé-
finition géométrique sont celles que j'appelle sommables.

Je ne connais aucunc fonction qui ne soit sommable, je ne sais '] on
existe. Toutes les fonctions qu'on peut définir & l'aide des opérations arith-
métiques et du passage & la limite sont sommables. Tontes les fonctions in-
tégrables au sens de Riemaxx sont sov mables et les deux définitions de l'in-
tégrale conduisent au méme nombre. Toute fonction dérivée bornée est som-
mable.

(*) Voir aa sujet de ces définitions ScHuNrrLIES, Jahresbericht der deutschen Ma-
thematifer-Vereinigung, 1900,
(**) Legons sur la théorie des Fonctions.
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SZYBKA POWTORKA
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Ograniczenia catki Riemanna:
wyznaczanie caltki z granicy ciggu
funkcji, stosunkowo uboga klasa
funkcji catkowalnych, ograniczenie
do przestrzeni euklidesowych.

Catka Lebesgue’a:

Przyblizanie funkcji mierzalnych

i nieujemnych funkcjami prostymi
(mierzalnymi o skonczenie wielu
wartosciach).



SZYBKA POWTORKA

Mamy przestrzen z miarg (X , y,)

Dla funkcji prostych definiujemy pre-catke: Z v - U {U}))
veIm(p)

Dla funkcji mierzalnych i nieujemnych: / fdu=sup{S(¥): 0< ¢ < f, ) — prosta}

Dla funkcji mierzalnych:

fi :=max(0, f), f_ := max(0, —f)

/ fdu= / fodp— / f_ dyu jesli co najmniej jedna z catek po prawej stronie jest skonczona



HENRI-LEON LEBESGUE

Po opublikowaniu pracy doktorskiej w 1902 otrzymal
posade na Uniwersytecie w Rennes, gdzie wykladat do
1906.

W latach 1906 - 1910 byt na Uniwersytecie w Poitiers.

W latach 1910 - 1919 zostal mianowany profesorem na Sorbonie.

Przez ostatnie 20 lat zycia koncentrowat sie na
kwestiach pedagogicznych i geometrii elementarnej.

Zmart 26 lipca 1941 w Paryzu. Zdjecie — Wikipedia
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WIZYTA HENRI
LEBESGUE’'A W POLSCE

W 1938 r. Wydzial Matematyczno-Przyrodniczy
Uniwersytetu Jana Kazimierza we Lwowie nadal
Lebesgue’owi tytul doktora honoris causa.

Lebesgue zdecydowal sie odbyc¢ podré6z do Polski
w celu przyjecia tego zaszczytu i pozostat
w Polsce przez tydzien.

W tym czasie Marek Kac byt sekretarzem
Oddziatu Lwowskiego Polskiego Towarzystwa
Matematycznego i to on przyjat role
przewodnika Lebesgue’a po Lwowie.

Plac Mariacki we Lwowie. 1938 rok.

Zdjecie https://wielkahistoria.pl/przedwojenny-
lwow-w-liczbach-zaskakujace-fakty-i-statystyki/
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WIZYTA HENRI LEBESGUE’A W POLSCE




192 M. Kac

Na koniec kréotka ancgdota: Pewnego dnia nasz oddziat Towarzystwa Matema-
tycznego zaprosil Lebesgue’a do Kawiarni Szkockiej na male przyjecie. Kener,
nie zdajacy sobie sprawy z faktu, ze Lebesgue nie zna jezyka polskiego, podal mu
karte. Lebesgue studiowal przez trzydziesci sekund ten nadzwyczajny dokument
z dlugimi i niezrozumialymi opisami, 1 ze zwykla swoja grzecznoscig powiedzial:
,,Dziekuje, jadam jedynte rzeczy dobrze zdefiniowane”.

W tym momencie wpadlem na szczes§liwa mysl 1 zmieniajac nieco znane zdanie
Poincarégo skierowane przeciw kantoryzmowi, odpowiedzialem: ,,NaleZy jadac je-
dynie obiekty, ktore moga by¢ zdefiniowane za pomocg skonczonej liczby stow”.

,,Ach” odrzekl Lebesgue, ,,zna Pan nieco filozofie¢ Poincarégo™, 1 w tym mo-
mencie, jak sagdze, wybaczyl mi zupelma nieznajomos$é historii katedry ormianskiej.
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