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P O C Z Ą T K I  C A Ł K I  

JUŻ W STAROŻYTNOŚCI 
ZACZĘTO UŻYWAĆ MIARY. 

KLUCZOWYM ELEMENTEM BYŁO 
WPROWADZENIE PRZEZ 

STAROŻYTNYCH POJĘCIA LICZB 
RZECZYWISTYCH.

NA POCZĄTKU STAROŻYTNI 
PRÓBOWALI PORÓWNYWAĆ 

PRZEZ CIĘCIE FIGUR NA 
MNIEJSZE KAWAŁKI I 

UKŁADANIE Z NICH INNYCH, 
ZNANYCH JUŻ, KSZTAŁTÓW. 
NIESTETY SPOSÓB TEN BYŁ 

BARDZO OGRANICZONY. 

PRZED EUDOKSOSEM Z KNIDOS (OK. 407 – 355 
P.N.E) BYŁ TO JEDYNY SPOSÓB, DOPIERO ON 

DOSTARCZYŁ WRAZ Z LICZBAMI RZECZYWISTYMI 
METODY DOKONYWANIA POMIARÓW, 

WPROWADZIŁ MIARĘ, KTÓRA PRZETRWAŁA DO 
XVII WIEKU, JEDNAK ZOSTAŁA NIECO BARDZIEJ 

DOPRACOWANA. 



P I E R W S Z A  M E T O D A  C A Ł K O W A N I A  –  

C A Ł K A  E U D O K S O S A

• Pierwszą udokumentowaną starożytną techniką wyliczania całek była 

metoda wyczerpywania („całkowanie starożytnych”) stworzona przez 

greckiego matematyka i astronoma Eudoksosa (ok. 370 r. p.n.e) 

• Metoda ta została później rozwinięta i wykorzystana przez Euklidesa            

i Archimedesa m.in. do wyliczenia pola koła, pola powierzchni                     

i objętości kuli, pola elipsy, pola pod parabolą i obszaru spirali.

• Jest uważana za prekursora rachunku różniczkowego, jednak rozwój 

geometrii analitycznej i zintegrowanego rachunku całkowego wyparł ją     

z użycia.



A L G O R Y T M  

M E T O D Y  

W Y C Z E R P Y W A N I A

1. Z figury, którą chcemy zmierzyć, 

wyjmujemy jej część, której 

miarę znamy, przy czym musi 

być ona większa od połowy całej 

figury (co trzeba udowodnić :) ). 

Miarę tej części oznaczamy 

przez S1.

2. Z pozostałą częścią figury 

postępujemy tak samo 

otrzymując kolejno S2, S3,… za 

każdym razem wyjmując więcej 

niż połowę tego, co jeszcze 

zostało. 



W Y K O R Z Y S T A N I E  M E T O D Y  

W Y C Z E R P Y W A N I A  P R Z E Z  A R C H I M E D E S A

Krok 1: Wycięcie kwadratu z koła,     

którego pole jest większe niż połowa 

pola koła 

Krok 2: Z pozostałej części wycinamy 4 

trójkąty równoramienne itd.

𝑆1 𝑆2



E U D O K S O S T W I E R D Z I ,  Ż E S U M A S 1  +  …  +  S N

T Y M L E P I E J P R Z Y B L I Ż A M I A R Ę F I G U R Y , I M

W I Ę K S Z E J E S T  N  O R A Z ,  Ż E N I E S K O Ń C Z O N A

S U M A D A J E M I A R Ę C A Ł E J F I G U R Y .  

Dowód: 

           Do udowodnienia metody niezbędne jest stwierdzenie, że 
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P I E R W S Z Y  R A C H U N E K  C A Ł K O W Y  

• W swojej pracy napisał, że pole  

dowolnej figury oblicza się przez 

przybliżony podział na wycinki kół. 

Jeśli będziemy dokonywali podziału na 

odcinki coraz węższe, to przybliżenia 

będą coraz lepsze i wartość sumy

                        σ𝑖=0
𝑛 1

2
𝑟2(𝜑𝑖)∙  ∆ 𝜑𝑖 

   będzie coraz lepiej przybliżała pole

• Tą techniką Kepler obliczył np. że pole 

elipsy jest równe 𝜋𝑎2 1 − 𝜀2

Johannes Kepler 

(1571 – 1630) - 

niemiecki 

astronom, 

astrolog                          

i matematyk 

S

𝜑𝑖

𝑟(𝜑𝑖)



R E G U Ł A  G U L D I N A

„Objętość bryły powstałej przez obrót 

figury płaskiej wokół nieprzecinającej jej    

i leżącej w tej samej płaszczyźnie prostej 

jest równa iloczynowi pola powierzchni 

figury przez drogę środka ciężkości tej 

powierzchni podczas obrotu, a pole takiej 

bryły – iloczynowi długości obwodu figury 

przez drogę środka ciężkości tego obwodu 

podczas obrotu” 

Paul Guldin (1577 – 

1643) – szwajcarski 

matematyk, astronom  

i jezuita 



Z A S A D A  

C A V A L I E R I E G O

„ J E Ż E L I  D W I E  B R Y Ł Y ,  

O G R A N I C Z O N E  D W I E M A  

R Ó W N O L E G Ł Y M I  

P Ł A S Z C Z Y Z N A M I  

P R Z E T N I E M Y  R O D Z I N Ą  

P Ł A S Z C Z Y Z N  

R Ó W N O L E G Ł Y C H  D O  T Y C H  

P Ł A S Z C Z Y Z N  I  N A  K A Ż D Y M  

P O Z I O M I E  W  P R Z E C I Ę C I U     

Z  B R Y Ł A M I  O T R Z Y M A M Y  

P R Z E K R O J E  O  R Ó W N Y C H  

P O L A C H ,  T O  T E  B R Y Ł Y  

M A J Ą  R Ó W N Ą  O B J Ę T O Ś Ć . ”

• Alternatywnym sposobem do 
metody wyczerpywania jest zasada 
Cavalieriego, którą przekształcono 
w rachunek różniczkowy liczb 
nieskończenie małych 

• Została odkryta przez Archimedesa, 
a później spisana przez włoskiego 
matematyka Bonaventurę 
Cavalieriego w XVII wieku. 

Bonaventura 

Cavalieri (1598-

1647) – włoski 

matematyk

i astronom



P R Z Y K Ł A D

Prostokąt i równoległobok
o równych podstawach mają równe
pola

Każdy przekrój obu figur prostą ma takie samo pole



P O D S T A W O W E  

T W I E R D Z E N I E  R A C H U N K U  

C A Ł K O W E G O                           

I  R Ó Ż N I C Z K O W E G O   

• Ważnym osiągnięciem w rachunku całkowym 
i różniczkowym było znalezienie związku 
między styczną  do wykresu funkcji a polem 
pod wykresem tej funkcji. 

• Twierdzenie Isaaca Barrowa (1670r.) 

    „zmienność stanu wywołanego jakąś  
zmiennością jest tą właśnie zmiennością”

   czyli innymi słowy: 

𝟎

𝐭
𝐟 𝐱 𝐝𝐱

′
= 𝐟(𝐭) lub 𝐚

𝐛
𝐟 𝐱 𝐝𝐱 = 𝐅 𝐚 − 𝐅(𝐛)

Isaac Barrow (1630 – 1677) – angielski 

matematyk i teolog, mentor Isaaca 

Newtona



N E W T O N  I  L E I B N I Z  W K R A C Z A J Ą  D O  A K C J I



D W I E  M E T O D Y ,  J E D E N  S U K C E S

Newton i Leibniz działali niezależnie. Ich podejścia miały odpowiadającą 
sobie notację, jednak podejście do niej dla każdego było inne. 

Podejścia Newtona i Leibniza korzystały ze starożytnej metody 
wyczerpywania. Newton wolał geometryczne podejście. 

Leibniz postawił sobie za cel opracowanie konkretnych algorytmów 
obliczania całek i różniczek. Skupił się na problemie stycznej. 

Dla Newtona zmiana była wielkością zmienną w czasie, dla Leibniza 
była to różnica obejmująca ciąg nieskończenie bliskich wartości. 



D L A C Z E G O  C A Ł K A  

J E S T  C A Ł K Ą ?

Symbol całki przypomina 
wydłużoną literę „s” lub małą literę 
„esz” ſ. Inspiracją dla Leibniza było 
łacińskie słowo „summa”, które 
manierycznie pisał jako „ſumma”. 

Od Leibniza pochodzi również, 
używana do dzisiaj, nazwa na całkę 
„integralis” (łączący)

Polskie nazwy pochodzą od 
matematyka i geografa Jana 
Śniadeckiego 

න 𝑑𝑥



H E N R I - L É O N  L E B E S G U E

Urodzony 28 czerwca 1875 w Beauvais we Francji. 

1875
1897

Studiował w École Normale Supérieure od 1894 do 1897. 

Po ukończeniu studiów Lebesgue pozostał na uczelni, gdzie 

pracował w bibliotece.

W tym samym czasie rozpoczął studia na Sorbonie, zapoznał 

się z pracą René-Louis Baire na temat nieciągłości.

1894 1899

Zdjęcie – Wikipedia

1902

W latach 1899 – 1902, pracując nad doktoratem, 

jednocześnie uczył w Lycée Centrale w Nancy.

W 1902 obronił pracę doktorską Intégrale, longueur, aire.





S Z Y B K A  P O W T Ó R K A

Ograniczenia całki Riemanna: 

wyznaczanie całki z granicy ciągu 

funkcji, stosunkowo uboga klasa 

funkcji całkowalnych, ograniczenie 

do przestrzeni euklidesowych.

Całka Lebesgue’a:

Przybliżanie funkcji mierzalnych

i nieujemnych funkcjami prostymi 

(mierzalnymi o skończenie wielu 

wartościach).



S Z Y B K A  P O W T Ó R K A

Dla funkcji prostych definiujemy pre-całkę:

Dla funkcji mierzalnych i nieujemnych:

Dla funkcji mierzalnych:

jeśli co najmniej jedna z całek po prawej stronie jest skończona

Mamy przestrzeń z miarą 



H E N R I - L É O N  L E B E S G U E

1875 18971894 1899 1902

Po opublikowaniu pracy doktorskiej w 1902 otrzymał 

posadę na Uniwersytecie w Rennes, gdzie wykładał do 

1906.

1906

W latach 1906 – 1910 był na Uniwersytecie w Poitiers.

1910

W latach 1910 – 1919 został mianowany profesorem na Sorbonie.

1919

Zdjęcie – Wikipedia

1941

Przez ostatnie 20 lat życia koncentrował się na 

kwestiach pedagogicznych i geometrii elementarnej.

Zmarł 26 lipca 1941 w Paryżu.



W I Z Y T A  H E N R I  

L E B E S G U E ’ A  W  P O L S C E

W 1938 r. Wydział Matematyczno-Przyrodniczy 

Uniwersytetu Jana Kazimierza we Lwowie nadał 

Lebesgue’owi tytuł doktora honoris causa.

Lebesgue zdecydował się odbyć podróż do Polski 

w celu przyjęcia tego zaszczytu i pozostał

w Polsce przez tydzień.

W tym czasie Marek Kac był sekretarzem 

Oddziału Lwowskiego Polskiego Towarzystwa 

Matematycznego i to on przyjął rolę 

przewodnika Lebesgue’a po Lwowie.

Plac Mariacki we Lwowie. 1938 rok.

Zdjęcie https://wielkahistoria.pl/przedwojenny-

lwow-w-liczbach-zaskakujace-fakty-i-statystyki/



W I Z Y T A  H E N R I  L E B E S G U E ’ A  W  P O L S C E

Zdjęcie – WikipediaZdjęcie - https://roadtripbus.pl/katedra-ormianska-we-lwowie/
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