Matematyka (Wieczorowe Studia Magisterskie, Informatyka) Teoria pierscieni.

e (R,+,-) z dwoma dzialaniami dodawania:
+:RxR>(a,b)—a+beR
i mnozenia
-:RxR>(a,b)—~a-bER
nazywamy pierscieniem jesli

1. (R,+) jest grupa abelows
2. dzialanie - - mnozenia jest laczne

3. zachodza prawa rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania

Jesli istnieje 1-element neutralny mnozenia to pierscien nazywamy pierscieniem z 1 (jednosciq). Jesli dzialanie mnozenia
jest przemienne to pierscien nazywamy przemiennym.

e Przyklady: (Z,+, '), (2Z,+, ')7 (Q,+, ')7 (R, +,-), (C, +, ')7 (Zp7 +ps 'p)7 (Z[x], +, ')7 (Q[.’L‘], +:)s (R['T}? +5°)s (C[l‘], +5)s
(Mnxn(R)7 +, ')7 (Man(C), =+, )

e Dziedzina catkowitosci to pierscien przemienny R z 1 w ktérym zachodzi:
Ya,b,ce Rab=bcia#0=b=c.
Fakt: Pierscien przemienny z 1 jest dziedzina calkowitosci wtedy i tylko wtedy , gdy nie ma dzielnikéw zera tzn.

Va,be Rab=0=a=0 lubb=0.

Whiosek: Z, jest dziedzing ctkowitodci wtedy i tylko wtedy , gdy p jest liczba pierwsza.

e (lialo to pierécien z 1 w ktérym elementy niezerowe tworza grupe ze wzgledu na mnozenie.
Przyklady: (Q,+,-), (R,+,-), (C,+,-), (Zp,+p, p), gdzie p-liczba pierwsza.
Tw. Dowolna skonczona dziedzina calkowitosci jest ciatem.
e S C R jest podpierscieniem z I pierdcienia z 1 R jedli (S, +|sxs, |sxs) jest pierscieniem z 1.
Tw. S C R jest podpierscieniem z 1 pierscienia z 1 R wtedy itylko wtedy , gdy:
1.1€8
2.Va,beS a—-beS
3.Va,beS a-be s
Przyklady: Z podpierscien @ podpierscien R podpierécien C.
e Homomorfizmem (morfizmem) pierscieni z 1 R i S nazywamy funkcje F': R — S taka, ze
1. F(1) =1
2.VabeS F(a+b)=F(a)+ F(b)
3.Va,be S F(a-b)=F(a) - F(b)e S

Tzomorfizm to homomorfizm wzajemnie jednonznaczy.



e Popiericien generowany przez 1 pierscienia nietrywialnego R (tzn. 1 # 0).
Charakterystyka pierscienia R (charR) to rzad podgrupy grupy addytywnej pierscienia generowanej przez 1.

Tw. Jesli char R = m to pierécien generowany przez 1 € R jest izomorficzny z Z,, i jest zawarty w kazdym podpierscieniu
pierscienia R.

Tw. Charakterystyka dowolnej dziedziny catkowitosci jest albo liczba pierwsza albo jest réwna oo (0).

Whiosek. Podpierscieil generowany przez 1 dowolnego ciala skoriczonego jest izomorficzny z Z,,.
o () # H C R jest ideatem w pierscieniu R jesli
1.Va,be H a+be H
2.VacR VbeH a-be H
Fakt: Jadro homorfizmu F : R — S czyli zbiér Ker F = {a € R: F(a) = 0} jest idealem w R.
Fakt: Zbidr (a) = {za € R: z € R} jest ideatem ( ideal gtdwny elementu a).
Uwaga. F-cialo to jedyne idealy w F' to {0} i F.

e H ideal w R. Wprowadzamy relacje réwnowanosci na R w ktérej klasami abstakcji sa zbiory x + H = {x + h: h € H}.
Wtedy zbidér wszystkich klas abstrakeji tej relacji R/H = {x + H : € R} zdzialaniami nastepujaco okreslonymi :

I.Va,beR (a+H)+(b+H)=(a+b)+H
2.Va,beR (a+H) - (b+H)=(a-b)+H
jest pierscieniem (pierscieri ilorazowy).
Przyktad: Z,,, = Z/(m).
e Dziedzing euklidesowq nazywamy dziedzine catkowito$ci D z norma (wartosciowaniem) v : D — N taka, ze
1. Va,be D\0 v(a-b) > v(a)
2.YaeDVbeD\03geD a=0b-qg+r gdzier =0 lubv(r) < v(b)
Przykiady :
1. Z,v(z) = |7
2. Z[v—1],v(a +by/—1) = a® + b®
3. wielomainy nad dziedzing catkowitosci ze stopniem jako norma,
Fakt: W dziedzinie euklidesowej kazdy ideal jest glowny.
Alogytm FEuklidesa znajdowania najwiekszego wspélnego dzielnika a i b (NW D(a,b)).
.jesia=01lubb=0to NWD(a,b)=a+b
. w p.p. mozna zalozy¢, ze v(b) < v(a)
.jesia=¢q-bto NWD(a,b) =b
. wWp.p. a=q b+, gdzie v(ry) < v(b)
. to samo powtarzamy dla 71 i b otrzymujac b = qar1 + 72
. to samo powtarzamy dla r9 i r; otrzymujac vy = q3re + r3 itd. az ry =0
. otrzymujemy (a) + (b) = (b) + (r1) = (r1) + (r2) = . = (7p_2) + (k1) = (r5_1)
. stad NWD(a,b) = rr_1
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