
Matematyka (Wieczorowe Studia Magisterskie, Informatyka) CiaÃla skończone i wielomiany.

• Pierścień wielomianów

F -ciaÃlo. F [x]- pierścień wielomianów nad ciaÃlem F z naturalnymi definicjami dodawania i mnożenia.

Niech f(x) ∈ F [x] to f(x) =
∑n

i=0 aix
i, gdzie ai ∈ F dla i = 0, 1, ..., n. Stopień f(x) (deg f(x)) to n (jeśli an 6= 0).

Fakt: F [x] ze stopniem jako norma↪ jest dziedzina↪ euklidesowa↪.

Wielomian f(x) ∈ F [x] jest rozkÃladany nad F jeśli istnieja↪ niestaÃle wielomiany a(x), b(x) ∈ F [x] takie, że f(x) =
a(x)b(x). W p.p. f(x) jest nieropzkÃladany nad F .

PrzykÃlad: x2 + 1 jest nierozkÃladany nad R, ale rozkÃladalny nad C, bo x2 + 1 = (x− j)(x + j).

• K ⊂ F jest podciaÃlem ciaÃla (F, +, ·, 0, 1) jeśli

1. ∀ a, b ∈ K a− b ∈ K

2. ∀ a, b ∈ K \ 0 a · b−1 ∈ K

F jest rozszerzeniem ciaÃla K jest K jest podciaÃlem F .

PrzykÃlad: Q podciaÃlo R podciaÃlo C.

• Konstrukcja rozszerzenia R do C.

C powstaje z R przez doÃlaczenie j takiego, że j2 + 1 = 0 Czyli w C mamy elementy postaci a + bj, gdzie a, b ∈ R (bo
j2 = −1). Czyli 1, j tworza↪ baze↪ C jako przestrzeni wektorowej nad R.

Inaczej C = R[x]/(x2 + 1).

• Ogólna konstrukcja rozszerzenia ciaÃla F :

f(x) =
∑n

i=0 aix
i ∈ F [x]- wielomian nierozkÃladany nad F .

Rozszerzenie F to F [x]/(f(x)) =
{∑n−1

i=0 bix
i : b0, ..., bn−1 ∈ F

}
.

PrzykÃlady: GF (4) = GF (22) = Z2[x]/(x2 + x + 1),

GF (8) = GF (23) = Z2[x]/(x3 + x2 + 1).

Tw. GF (pn) = Zp/(f(x)), gdzie f(x) ∈ Zp[x] wielomian nierozkÃladany nad Zp stopnia n

• Fakt: Każde ciaÃlo skończone jest rozszerzeniem pewnego ciaÃla Zp dla p-liczby pierszej ( i tylko jednego takiego ciaÃla)
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