Matematyka (Wieczorowe Studia Magisterskie Informatyka) wyktad 2 Permutacje i grupy

e X Y-zbiory. Przeksztalcenie (odwzorowanie, funkcja) F : X — Y jest rdznowartosciowe (jest injekcja,) jesli Va,y €
X Flx)=F(y)=z=y.

Przeksztalcenie F': X — Y jest na Y (jest surjekcja,) jeSliVy € Y Jx € X F(x) = y.
Przeksztalcenie F': X — Y jest bijekcja, jesli jest injekcja i surjekcja.

e Permutacje. X-zbiér skoniczony |X| < oo. Jedli | X| = n, to X mozna utozsamiaé ze zbiorem {1,...,n}.
Permutacjq zbioru X nazywamy dowolna bijekcje zbioru X na zbior X.

Przyklady: X ={1,2,3,4,5,6}. Wtedy permutacje mozna zapisaé
1 2 3 4 5 6
6 4 3 5 2 1
lub (1,6)(2,4,5)(3) lub (1,6)(2,4,5).

Ilosé permutacji zbioru n-elementowego to nl.

Ztozenie dwéch permutacji zbioru X jest permutacja zbioru X. Sktadanie jest taczne tzn. Va,b,¢ (aob)oc=ao(boc).

Niech e oznacza permutacje identycnosciowa tzn. Vo € X e(x) =x. Wtedy aoe=coa = a.
1 1

Niech a~1 oznacza funcje odwrotna do a. Wtedy Ya aoca™ =a " oca=ce.

Przyklad:
1 23456\ " 6 4 35 2 1 1 23 45 6
6 4 3 5 2 1 “\1 2 3 45 6) \65 3 241

e Grupy. Niech G bedzie zbiorem. Jesli istnieja
o:GXxG>(a,b)—aebec G (dzialanie)

Goar—aled (operacja brania elementu odwrotnego)

oraz e € G (element neutralny) spemiajace warunki:

— (lacznos$é dziatania ) Ya,b,c € G (aeb)ec=ae (bec),
—VaeG aeec=cea=a,

~VYa€G aeat=alea=c¢,

to G (lub (G, e) lub (G,e,7!  €)) nazywamy grupa.
Jesli dodatkowo dziatanie grupowe jest przemienne, tzn.Va,b € G a e b =be a, to grupe G nazywamy abelowq.

Przyklady: Permutacje zbioru X wraz ze sktadaniem, GL(n, R)-grupa nieosobliwych rzeczywistych macierzy n na n
z mnozeniem macierzowym, SGL(n, R)-grupa rzeczywistych macierzy n na n o wyznaczniku réwnym 1 z mnozeniem
macierzowym, GL(n,C)-grupa macierzy nieosobliwych zespolonych n na n z mnozeniem macierzowym,

grupy abelowe:(Z, +)a (Q7 +)7(R7 +)7(Cv +)7 (Q \ {O} ) ')7 (R\ {O} ) ')7 (C \ {0} ) ')a (va +m0d p)
Tw. Ya,b€ G (aeb) l =b"lea?
e Podgrupy. H C G jest podgrupq grupy G jesli (H, e|gxz, ! |m,e) jest grupa.
Przyktady: SGL(n, R)-podgrupa GL(n,R),(Z,+)-podgrupa (Q,+)-podgrupa (R, +)-podgrupa (C,+), (Q \ {0},-)-
podgrupa (R \ {0}, -)-podgrupa (C\ {0}, ).
Tw. H C G jest podgrupa grupy G wtedy i tylko wtedy, gdy
—VYa,be H aebe H,
- YaceH a'ecH.



o Grupy skoriczone. G-grupa skoriczona, jesli |G| < oco.
Tw.¥a € G-grupa skoriczona dn € N \ {0} a" =e.
Rzedem elementu a € G nazywamy najmniejsze takie n € N \ {0}, ze a™ = e.
Tw. H C G jest podgrupa grupy skonczonej G wtedy i tylko wtedy, gdy Va,b € H aeb < H.
o Grupy permutacji. Grupe wszystkich permutacji zbioru X nazywamy grupa symetryczng zbioru X i oznaczamy S(X).
Jedli | X| = n, to S(X) nazywamy grupg symetryczng stopnia n i oznaczmy przez Sy,.

Kazda podgrupe G grupy S,, nazywamy grupq permutacji stopnia n dziatajgcq na zbiorze X, czyli grupa permutacji to
para uporzadkowana (G, X), gdzie G jest podgrupa S, = S(X).

Przyklad: G = {e, (1,2)(3,4),(1,3)(2,4), (1,4)(2,3)} podgrupa Sy.

Tw. Rzad permutacji a jest réwny najmniejszej wspolnej wielokrotnosci diugosci cykli wystepujacych w rozktadzie
permutacji na cykle.

Przyklad: rzad(1,2,3,4)(5,6,7)(8,9)(10) = NWW (4,3,2,1) = 12.

e Homomorfizm grup. (G,e), (H,*)-grupy. Odwzorowanie ¢ : G — H nazywamy homomorfizmem, jesli
Va,be G d(ash) = d(a) x (D)

¢ : G — H nazywamy izomor fizmem, jesli ¢ jest homomorfizmem i bijekcja.
Przyklad: Jesli ¢ : (R,+) — (R,+) jest homomorfizmem to ¢(a + b) = ¢(a) + #(b). Najprostszym przykladem jest
@(a) = Aa. Jesli A # 0 to ¢ jest izomorfizmem.

o Tw. Cayleya. Zat. G-dowolna grupa, G*-grupa wszystkich permutacji zbioru G dzialajacych na G nastepujaco:
Niech g € G. Wtedy g* € G*, jesliVa € G g*(a) =aeg .
Teza. G 3 g — g* € G* jest izomorfizmem grup.

Przyklad: Niech G = S3. Wtedy S% jest nastepujaca podgrupa S(S3) = Sg:

Sz ={e, (1,2)(3,6)(4,5),(1,3)(2,5)(4,6),(1,4)(2,6)(3,5),(1,5,6)(2,3,4), (1,6,5)(2,4,3) } .

e Podobieristwo grup permutacji. Dwie grupy permutacji (G, X) i (H,Y) sa podobne, jedli istnieje taka bijekcja f : X — Y]
ZeH:{fOCLOf*1 :aGG}.
Tw. ¢ :G>a— foao f~! € H jest izomorfizmem.

e (eneratory grupy ai,...,ar € G generujq grupe G, jesli Va € G Fxq,...,x, € {al,...,ak,afl,...,a,zl} takie, ze g =
Tr1e...eT,.

Tw. Nastepujace zbiory sa zbiorami generatoréw .S,

— wszystkie transpozycje,

-{(1,2),(2,3),...,(n—1,n)},

~ {(1,2),(1,3), (L)},

-{(1,2),(1,2,...,n)}.
Tw. Jesli permutacja a jest przedstawiona jako iloczyn transpozycji na dwa sposoby, to w obu przedstawieniach liczba
transpozycji jest parzysta albo nieparzysta.
Permutacje, ktére mozna przedstawié¢ w postaci iloczynu parzystej (nieparzystej) liczby transpozycji nazywamy parzystymi
(nieparzystymi).
Tw. Permutacja jest parzysta wtedy i tyko wtedy, gdy w jej rozkladzie na cykle liczba cykli dlugosci parzystej jest
parzysta.



