Matematyka (Wieczorowe Studia Magisterskie, kierunek: Informatyka) wyktad 3 Podstawy kombinatoryki

o A-zbiér, |Al-liczba elementéw zbioru A, czyli moc zbioru A.
Tw. Prawo mnozenia. Jedli Ay,...,Ay to zbiory skoficzone, to |41 X ... X Ag| = |A1] - ... |4
Przyktad: Jesli Ay = ... = Ay = A to A* = {(a1,...,a) :a; € Adlai=1,2,..., k}-wariacje z powtérzeniami. Jeli
|A| = n to |A*| = nt.
Jedli A ={0,1} to A*-zbiér ciagéw binarnych dlugosci k i |A¥| = 2.

o Tw.Prawo dodawania. Jesli Ay,...,Ay, to parami rozlaczne zbiory skonczone, to | Ule Al = Zle | Al
Przykiad: Ile dwucyfrowych liczb ma podzielny przez 4 iloczyn cyfr je tworzacych?
X-zbiér liczb dwucyfrowych speliajacych powyzszy warunek.
A-zbiér liczb dwucyfrowych, ktérych cyfra dziesiatek jest podzielna przez 4 (4 lub 8).
B-zbiér liczb dwucyfrowych, ktérych cyfra dziesiatek jest parzysta i niepodzielna przez 4 (2 lub 6).
C-zbiér liczb dwucyfrowych, ktérych cyfra dziesiatek jest nieparzysta (1 lub 3 lub 5 lub 7 lub 9).
ANB=BNC=ANC =0, AU B U C-wszystkie liczby dwucyfrowe.
|[ANX| =210 =20 (cyfra jednosci dowolna)
|[BNX|=2-5=10 (cyfra jednosci parzysta)
|ICNX|=5-3=15 (cyfra jednosci podzielna przez 4 (0 lub 4 lub 8)
| X|=20+10+15=45

e Przyklad: Ile jest ciagéw k-elementowych zbudowanych z elementéw zbioru n-elementowego bez powtérzent (wariacji
bez powtdrzen)?

n(n—l)(n—2)-...-(n—k+2)(n—k‘—|—1):m
jesli k =n to
nn—1)(n—-2)-..-2-1=nl!

Uwaga! Nie mozemy do rozwiazania tego problemu stosowaé prawa mnozenia, bo gdy wybieramy rézne elementy w
pierwszym kroku, w drugim kroku mamy rézne zbiory.

Niech A 3 a — B,. Wtedy

[{(a,0) :a€ A,be Ba} | =| | {a} x Bal = > [{a} x Ba| = Y _ |Bul.

acA a€cA acA

7 indukcji otrzymujemy:

Tw. Ogdlne prawo mnozenia. Jezeli pewna procedura moze by¢ rozbita na k kolejnych krokéw z r; wynikami w i-tym
kroku dla ¢ = 1, ..., k, to w calej procedurze mamy ry - 75 - ... - 1 tacznych wynikéw (rozumianych jako uporzadkowane
ciagi wynikéw czastkowych).

o Ile jest wariacji k-elementowych bez powtdrzen na zbiorze n-elementowym zawierajacych jeden konkretny element?

Najpierw wybieramy miejsce dla tego elementu, a potem wybieramy k — 1 elementéw sposrod n — 1 na k — 1 pozostatych
L (n—1)! . (n=1)

miejsc: k- m =k- W

Ile jest wariacji k-elementowych z powtérzeniami na zbiorze n-elementowym zawierajacych jeden konkretny element?

k - n*~l-rozumowanie bledne!

Niech k = 3, n =4 a wybranym elementem bedzie 1. Wtedy ciag (1,1, 1) zostal policzony 3-krotnie.

Rozumowanie poprawne:
Liczba ciagéw nie zawierajacych danego elementu : (n—1)*. Stad liczba ciagéw zawierajacych ten element : n*—(n—1)*.



o Tw. Zasada bijekcji. Niech A,B-zbiory skoriczone. Jesli istnieje bijekcja f: A — B, to |A| = |B|.
Przyktady:

— Ile jest podzbioréw zbioru n-elementowego ?
Niech X = {x1,...,2,} oraz A C X wtedy A przyporzadkowujemy ciag binarny n-elementowy (ay, ..., a,), gdzie

1 gesli z; €A
YTV 0 jesli wi¢ A

Jest to bijekcja. Stad liczba podzbioréw zbioru X jest réwna 2" = 21X
— Liczba sposobow pokolorowania k identycznych kul przy pomocy n-koloréw =
= liczba sposobdéw rozlozenia k identycznych kul w n szufladach, np. dla k =9, n = 5 jeden ze sposobdw to:
0oo|o| |oooolo
= liczba ciagdéw binarnych, w ktorych jest k zer i n — 1 jedynek
0,0,0,1,0,1,1,0,0,0,0,1,0

=liczba najkrétszych drég na Manhattanie z A do B=
=liczba rozwiazan w liczbach nieujemnych catkowitych réwnania

1+ ...+ xy, =kgdziex; >0, x; € Zdlai=1,...,n.

e Tw. Ogdlna zasada bijekcji. Jedli f : A — B takie, ze Vb € B |f~1(b)| = n oraz Vb,c € B f~1(b)N fl(c) £ D=b=c
to |A| = n|B|
Przyklady:

— Ile jest podzbioréw k-elementowych zbioru n-elementowego (kombinacji k-elementowych zbioru n-elementowego) ?
Liczba wariacji bez powtérzen k-elementowych zbioru n-elementowego to (niilk)' Niech f((a1,...,ax)) = {a1,...,ax}
przyporzadkowuje ciagowi o réznych elementach zbiér jego elementéw. Wtedy | f~1({a1, ..., ax})| = k!, bo k! ciagdw
ma ten sam zbiér elementéw. Stad liczba kombinacji k-elementowych zbioru n-elementowego to ﬁik), =}).

Stad otrzymujemy:

oraz
liczba ciagéw binarnych, w ktorych jest k zer i n — 1 jedynek =
= liczba podzbioréw n — 1-elementowych zbioru n — 1 + k-elementowego = (Z:%Jrk)

— Pokaza¢, ze (a+b)" = > _,(7)a"b"*.
Wspétezynnik przy a¥6" =% w (a + b)" jest réwny liczbie sposobéw wyboru k nawiaséw sposréd n, z ktérych do
mnozenia bierzemy a, a z pozostaltych n — k bierzemy b, czyli jest réwny (}).

() =G"H+G)

Tréjkat Pascala:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1



