Matematyka (Wieczorowe Studia Magisterskie Informatyka) wyklad 4 Réwnania rekurencyjne

1. Permutacje n-elementowe. a,-liczba permutacji n-elementowych. Kazda permutacja n-elementowa powstaje z permu-
tacji zbioru n — 1-elementowego przez wstawienie elementu n na jedno z n miejsc.

Stad a, = na,_1 i a; = 1. Rozwiazaniem jest a,, = n!
Dowdd indukeyjny: a, = na,—1 = n(n —1)! = n!

2. Proste na plaszczyznie. ay,-liczba spdjnych obszaréw, na ktére dzieli plaszczyzne n prostych, z ktoérych zadne dwie nie
sg rownolegle i zadne 3 nie przecinaja sie w jednym punkcie.

Mamyaozl,an:an,l—i—mskadan:an,1+n:1+1+2+...+n:1+w.

3. Wieze Hanoi. a,-minimalna liczba ruchéw na przeniesienie n krazkow.

Aby najwiekszy n-ty krazek przenies¢ na trzeci palik, trzeba najpierw przenies¢ n — 1 pozostalych na drugi palik.
Nastepnie trzeba je przenie$¢ z drugiego palika na trzeci.

Otrzymujemy wiec réwnanie a, = ap—1 + 1+ an—1 =2a,-1 + 1, a1 = 1.

Stad indukcyjnie a,, = 2™ — 1.

4. Podzbiory bez sqsiaddw. a,-liczba podzbioréw zbioru {1,2,...,n} (wlacznie z () nie zawierajacych sasiednich liczb.
-liczba takich podzbioréw niezawierajacych 1 wynosi a,_1
-liczba takich podzbioréw zawierajacych 1 wynosi a,_o
Stad a, = ap_1 + an_o, ag =1, a1 = 2.

5. Systemy rdéinych reprezentantéw. Niech B = {Bj,..., B,} bedzie rodzina zbioréw. Systemem rdzinych reprezentantdw
rodziny B nazywamy zbior {b1,...,b,} taki, ze b € B; dlai=1,...,n oraz b; # b; dla i # j.

an-liczba systeméw réznych reprezentantéw rodziny:
B ={1,2}, B;={i—1,i,i+1} i=2,...,n—2, B, ={n—1,n}

Wtedy
ap—1-liczba systeméw réznych reprezentantéw tej rodziny, w ktérych by = 1 (stad be = 2 lub by = 3 itd.)
ap—o-liczba systemdéw réznych reprezentantéw tej rodziny, w ktérych by = 2 (stad by =11 b3 = 3 lub b3 = 4 itd.)

Stad ap = an—1 +an—2, ap =1, a; = 2.

6. Ciqg Fibonacciego. F, = F,_ 1+ F,_o, Fop =1, Fy =1, czyli 1,1,2,3,5,8,13,21, ...

Rozwiazywanie jednorodnych liniowych réwnan rekurencyjnych o statych wspotczynnikach:
ap +ci1ap-1+ ... + crap_, = 0.
Podstawiamy a; = 27. Wtedy otrzymujemy réwnanie charakterystyczne:
2+ 4+ =0.

W C ma ono dokladnie r pierwiastkéw (liczonych z krotnosciami). Kazdemu k;-krotnemu pierwiastkowi z; odpowiada
k; rozwiazan réwnania jednorodnego rekurencyjnego postaci:

2 k}iflx’l_’L.

n n n
x;,nel,nxl,...n i

Dowolne rozwiazanie jest kombinacja liniowa powyzszych.

Uwaga. Jeslic; € Rdlai=1,...,riz; € R, to T; tez jest pierwiastkiem réwnania charakterystycznego, a rzeczywistymi

rozwiazaniami danego réwnania odpowiadajacymi rozwiazaniom zespolonym n'a? i n!z? sa Re(n'a?) i Im(n'zl}).



Przykiad:
Fo=F,1+F, 2 Fp=1, F1 =1

Roéwnanie charakterystyczne:
P?=x+1
Jego pierwiastki:
r1=(1+V5)/2ix,=(1-V5)/2

%((1+2\/5)n+1 _ (1—2\/5)n+1)_

. Nieporzqdki, czyli permutacje bez punktow statych.

Stad F,, =

Niech D,-liczba nieporzadkéw rzedu n. Mamy Dy = 0, Dy = 1.
Nieporzadki rzedu n dzielimy na dwie grupy:
e Zawierajace transpozycje (n,i), gdzie i < n. i mozna wybra¢ na n — 1 sposob6éw, a pozostale elementy tworza
nieporzadek rzedu n — 2.
e Pozostale. Na n-tym miejscu stoi ¢, ale na i-tym nie stoi n. Na pierwszych n—1 miejscach otrzymamy nieporzadek
rzedu n — 1, je$li w miejsce n napiszemy i.
Stad
D,=(n—-1)Dp—o+(n—1)Dy_1 =(n—1)(Dp—1+ Dp_2)
Niech B; = D;/j! Wtedy
nB, = (n—1)B,_1+ Bp_2

czyli
n(Bn - anl) = _(anl - Bn72>-

Niech C), = B,, — B,,_1. Wtedy

1 1
Cn:* n_l/n, 02232731:§D27D1:§.

Indukcyjnie otrzymujemy C,, = (—=1)"/n!, czyli B, = Cy, + Bh—1 = Y iy G Stad

!
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. Kolejnosé mnozenia.
an-liczba sposobdéw, na ktére mozna ustawi¢ n — 2 pary nawiaséw okreslajace kolejnosé mnozenia w iloczynie
C1-C2 " ... Cp.

Napierw ustalamy, ktére iloczyny biora udzial w ostatnim mnozeniu. Wybieramy & € {1, ...,n — 1} i na koficu mnozymy

€1+ e Cl1Cgq v oen - Cp. Stad
n—1
an = g ALy
k=1

. Liczby Bella.
B,,+1-liczba wszystkich podzialéw zbioru n + 1-elementowego na rozlaczne i niepuste zbiory. Kolejno$é wystepowania
zbioréw w podziale nie jest wazna.
Ten zbidr, ktéry zawiera element n+ 1, moze zawieraé ¢ innych elementéw. Mozna je wybraé na (7') sposobéw, a reszte
zbioru mozna podzieli¢ na B,,_; sposobéw. Stad

n n

i=0 =0



