
Matematyka (Wieczorowe Studia Magisterskie Informatyka) wykÃlad 4 Równania rekurencyjne

1. Permutacje n-elementowe. an-liczba permutacji n-elementowych. Każda permutacja n-elementowa powstaje z permu-
tacji zbioru n− 1-elementowego przez wstawienie elementu n na jedno z n miejsc.

Sta↪d an = nan−1 i a1 = 1. Rozwia↪zaniem jest an = n!

Dowód indukcyjny: an = nan−1 = n(n− 1)! = n!

2. Proste na pÃlaszczyźnie. an-liczba spójnych obszarów, na które dzieli pÃlaszczyzne↪ n prostych, z których żadne dwie nie
sa↪ równolegÃle i żadne 3 nie przecinaja↪ sie↪ w jednym punkcie.

Mamy a0 = 1, an = an−1 + n, ska↪d an = an−1 + n = 1 + 1 + 2 + ... + n = 1 + n(n+1)
2 .

3. Wieże Hanoi. an-minimalna liczba ruchów na przeniesienie n kra↪żków.

Aby najwie↪kszy n-ty kra↪żek przenieść na trzeci palik, trzeba najpierw przenieść n − 1 pozostaÃlych na drugi palik.
Naste↪pnie trzeba je przenieść z drugiego palika na trzeci.

Otrzymujemy wie↪c równanie an = an−1 + 1 + an−1 = 2an−1 + 1, a1 = 1.

Sta↪d indukcyjnie an = 2n − 1.

4. Podzbiory bez sa↪siadów. an-liczba podzbiorów zbioru {1, 2, ..., n} (wÃla↪cznie z ∅) nie zawieraja↪cych sa↪siednich liczb.

-liczba takich podzbiorów niezawieraja↪cych 1 wynosi an−1

-liczba takich podzbiorów zawieraja↪cych 1 wynosi an−2

Sta↪d an = an−1 + an−2, a0 = 1, a1 = 2.

5. Systemy różnych reprezentantów. Niech B = {B1, ..., Bn} be↪dzie rodzina↪ zbiorów. Systemem różnych reprezentantów
rodziny B nazywamy zbiór {b1, ..., bn} taki, że bi ∈ Bi dla i = 1, ..., n oraz bi 6= bj dla i 6= j.

an-liczba systemów różnych reprezentantów rodziny:

B1 = {1, 2} , Bi = {i− 1, i, i + 1} i = 2, ..., n− 2, Bn = {n− 1, n}

Wtedy

an−1-liczba systemów różnych reprezentantów tej rodziny, w których b1 = 1 (sta↪d b2 = 2 lub b2 = 3 itd.)

an−2-liczba systemów różnych reprezentantów tej rodziny, w których b1 = 2 (sta↪d b2 = 1 i b3 = 3 lub b3 = 4 itd.)

Sta↪d an = an−1 + an−2, a0 = 1, a1 = 2.

6. Cia↪g Fibonacciego. Fn = Fn−1 + Fn−2, F0 = 1, F1 = 1, czyli 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ...

Rozwia↪zywanie jednorodnych liniowych równań rekurencyjnych o staÃlych wspóÃlczynnikach:

an + c1an−1 + ... + cran−r = 0.

Podstawiamy aj = xj . Wtedy otrzymujemy równanie charakterystyczne:

xr + c1x
r−1 + ... + cr = 0.

W C ma ono dokÃladnie r pierwiastków (liczonych z krotnościami). Każdemu ki-krotnemu pierwiastkowi xi odpowiada
ki rozwia↪zań równania jednorodnego rekurencyjnego postaci:

xn
i , nxn

i , n2xn
i , ..., nki−1xn

i .

Dowolne rozwia↪zanie jest kombinacja↪ liniowa↪ powyższych.

Uwaga. Jeśli ci ∈ R dla i = 1, ..., r i xi 6∈ R, to x̄i też jest pierwiastkiem równania charakterystycznego, a rzeczywistymi
rozwia↪zaniami danego równania odpowiadaja↪cymi rozwia↪zaniom zespolonym nlxn

i i nlx̄n
i sa↪ Re(nlxn

i ) i Im(nlx̄n
i ).
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PrzykÃlad:
Fn = Fn−1 + Fn−2, F0 = 1, F1 = 1.

Równanie charakterystyczne:
x2 = x + 1

Jego pierwiastki:
x1 = (1 +

√
5)/2 i x2 = (1−

√
5)/2.

Sta↪d Fn = 1√
5
(( 1+

√
5

2 )n+1 − (1−√5
2 )n+1).

7. Nieporza↪dki, czyli permutacje bez punktów staÃlych.
Niech Dn-liczba nieporza↪dków rze↪du n. Mamy D1 = 0, D2 = 1.

Nieporza↪dki rze↪du n dzielimy na dwie grupy:

• Zawieraja↪ce transpozycje↪ (n, i), gdzie i < n. i można wybrać na n − 1 sposobów, a pozostaÃle elementy tworza↪
nieporza↪dek rze↪du n− 2.

• PozostaÃle. Na n-tym miejscu stoi i, ale na i-tym nie stoi n. Na pierwszych n−1 miejscach otrzymamy nieporza↪dek
rze↪du n− 1, jeśli w miejsce n napiszemy i.

Sta↪d
Dn = (n− 1)Dn−2 + (n− 1)Dn−1 = (n− 1)(Dn−1 + Dn−2)

Niech Bj = Dj/j! Wtedy
nBn = (n− 1)Bn−1 + Bn−2

czyli
n(Bn −Bn−1) = −(Bn−1 −Bn−2).

Niech Cn = Bn −Bn−1. Wtedy

Cn = −Cn−1/n, C2 = B2 −B1 =
1
2
D2 −D1 =

1
2
.

Indukcyjnie otrzymujemy Cn = (−1)n/n!, czyli Bn = Cn + Bn−1 =
∑n

i=0
(−1)i

i! . Sta↪d

Dn = n!
n∑

i=0

(−1)i

i!
.

8. Kolejność mnożenia.
an-liczba sposobów, na które można ustawić n− 2 pary nawiasów określaja↪ce kolejność mnożenia w iloczynie

c1 · c2 · ... · cn.

Napierw ustalamy, które iloczyny biora↪ udziaÃl w ostatnim mnożeniu. Wybieramy k ∈ {1, ..., n− 1} i na końcu mnożymy
c1 · ... · ck i ck+1 · ... · cn. Sta↪d

an =
n−1∑

k=1

akan−k.

9. Liczby Bella.
Bn+1-liczba wszystkich podziaÃlów zbioru n + 1-elementowego na rozÃla↪czne i niepuste zbiory. Kolejność wyste↪powania
zbiorów w podziale nie jest ważna.
Ten zbiór, który zawiera element n+1, może zawierać i innych elementów. Można je wybrać na (n

i ) sposobów, a reszte↪
zbioru można podzielić na Bn−i sposobów. Sta↪d

Bn+1 =
n∑

i=0

(n
i )Bn−i =

n∑

j=0

(n
j )Bj .
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