
Matematyka (Wieczorowe Studia Magisterskie Informatyka) wykÃlad 5 Funkcje generuja↪ce (tworza↪ce)

Niech (ai)-cia↪g liczbowy. Wtedy funkcja↪ tworza↪ca↪ nazywamy szereg

f(x) =
∞∑

i=0

aix
i.

∀(ai) ∃R ≥ 0
∑∞

i=0 aix
i jest zbieżny bezwzgle↪dnie i jednostajnie w zbiorze |x| < R. Można szereg w tym zbiorze

różniczkować i caÃlkować wyraz po wyrazie.

an =
f (n)(0)

n!
PrzykÃlad: ai = i! Wtedy szereg f(x) =

∑∞
i=0 i!xi jest rozbieżny ∀x > 0.

WykÃladnicza↪ funkcja↪ tworza↪ca↪ nazywamy szereg

f(x) =
∞∑

i=0

ai

i!
xi.

PrzykÃlad: ai = i! Wtedy szereg f(x) =
∑∞

i=0 xi = 1
1−x w zbiorze |x| < 1.

n∑

i=0

(n
i )xi = (1 + x)n

∞∑

i=0

1
i!

xi = ex

1. Permutacje n-elementowe. an = nan−1 i a0 = 1.

f(x) =
∞∑

i=0

ai

i!
xi = 1 +

∞∑

i=1

iai−1

i!
xi = 1 + x

∞∑

i=1

ai−1

(i− 1)!
xi−1 = 1 + xf(x)

Sta↪d f(x) = 1
1−x =

∑∞
i=0 xi czyli ai = i!

2. Proste na pÃlaszczyźnie.

a0 = 1, an = an−1 + n.

f(x) =
∞∑

i=0

aix
i = 1 +

∞∑

i=1

ai−1x
i +

∞∑

i=1

ixi = 1 + xf(x) + x(
∞∑

i=0

xi)′ = 1 + xf(x) +
x

(1− x)2
.

Sta↪d

f(x) =
1

1− x
+

x

(1− x)3
=

∞∑

i=0

xi + x

∞∑

i=0

(i+2
2 )xi

czyli ai = 1 + (i+1
2 ).

Uwaga. Jeśli r ∈ R to (1 + x)r =
∑∞

i=0(
r
i )x

i, gdzie (r
i ) = r(r−1)·...·(r−i+2)(r−i+1)

i! .

3. Wieże Hanoi.

an = 2an−1 + 1, a0 = 0. Wtedy

f(x) =
∞∑

i=1

aix
i =

∞∑

i=1

2ai−1x
i +

∞∑

i=1

xi = 2xf(x) +
x

1− x
.

Sta↪d

f(x) =
x

(1− x)(1− 2x)
=

1
1− 2x

− 1
1− x

=
∞∑

i=0

((2x)i − xi)

czyli ai = 2i − 1.
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4. Cia↪g Fibonacciego. Fn = Fn−1 + Fn−2, F0 = 1, F1 = 1. Wtedy

f(x) =
∞∑

i=0

Fix
i = 1 + x +

∞∑

i=2

(Fi−1 + Fi−2)xi = 1 + xf(x) + x2f(x).

Sta↪d

f(x) =
1

1− x− x2
=

1+
√

5
2√

5(1− 1+
√

5
2 x)

−
1−√5

2√
5(1− 1−√5

2 x)
=

∞∑

i=0

1√
5




(
1 +

√
5

2

)i+1

−
(

1−√5
2

)i+1

xi

czyli Fi = 1√
5

((
1+
√

5
2

)i+1

−
(

1−√5
2

)i+1
)

.

5. Nieporza↪dki.

Dn = (n− 1)(Dn−1 + Dn−2), D1 = 0, D0 = 1. Wtedy f(x) =
∑∞

i=0
Di

i! xi. Sta↪d

f ′(x) =
∞∑

i=2

Di

(i− 1)!
xi−1 =

∞∑

i=2

Di−1 + Di−2

(i− 2)!
xi−1 =

∞∑

i=2

Di−1

(i− 2)!
xi−1 +

∞∑

i=2

Di−2

(i− 2)!
xi−1 = xf ′(x) + xf(x).

Wtedy f ′(x)(1− x) = xf(x) i f(0) = 1. Sta↪d

f(x) =
e−x

1− x
=

∞∑

k=0

xk
∞∑

l=0

(−1)l

l!
xl =

∞∑

i=0

i∑

j=0

(−1)j

j!
xi

czyli Di = i!
∑i

j=0
(−1)j

j! .

6. Kolejność mnożenia.

an =
∑n−1

k=1 akan−k. Wtedy

f(x) =
∞∑

i=1

aix
i = x +

∞∑

i=1

i−1∑

k=1

akai−kxi = x + (f(x))2

oraz f(0) = 0. Sta↪d

f(x) =
1
2
(1−√1− 4x) =

1
2
− 1

2
(1− 4x)

1
2 =

1
2
− 1

2

∞∑

i=0

(
1
2
i )(−4x)i = −

∞∑

i=1

1
2
(

1
2
i )(−4x)i,

ale (
1
2
i ) = (−1)i−1·1·3·5·...·(2i−3)

2ii! , czyli

f(x) = −
∞∑

i=1

1
2

(−1)i−1 · 1 · 3 · 5 · ... · (2i− 3)
2ii!

(−1)i4ixi =
∞∑

i=1

2i−1 1
i

·1 · 3 · 5 · ... · (2i− 3)
(i− 1)!

xi =
∞∑

i=1

1
i

(2i− 2)!
(i− 1)!(i− 1)!

xi.

Sta↪d ai = 1
i (

2i−2
i−1 ) – jest to i− 1 liczba Catalana.

7. Liczby Bella.

Bn+1 =
∑n

j=0(
n
j )Bj Wtedy f(x) =

∑∞
i=0

Bi

i! xi. Sta↪d

f ′(x) =
∞∑

i=1

Bi

(i− 1)!
xi−1 =

∞∑

i=0

1
i!

xi
n∑

j=0

(i
j)B

j =
∞∑

j=0

Bj

j!

∞∑

i=j

xi

(i− j)!
=

∞∑

j=0

Bj

j!
ex = f(x)ex

oraz f(0) = 1. Sta↪d

f(x) = eex − 1 =
1
e

∞∑

i=0

1
i!

eix =
1
e

∞∑

i=0

1
i!

∞∑

j=0

1
j!

ijxj ,

czyli Bj = 1
e

∑∞
i=0

1
i! i

j .
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