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Przyjete oznaczenia

N={1,2,3,...}, Ng={0,1,2,...}, i? = —1. Litery a, b, ¢, d oznaczaja zwykle liczby rzeczywi-
ste, a z,w liczby zespolone. Wszystkie katy sa podawane w radianach.

Dla z # 0 symbol argz oznacza zbior wszystkich argumentéw, natomiast Argz € (—m, 7]
oznacza argument gtéwny.

Jak czyta¢ ten materiat

Najpierw opanuj rachunki w postaci algebraicznej. Nastepnie przejdz do modutu i argumentu: to
one upraszczaja mnozenie, potegowanie i pierwiastkowanie. Rozdzialy o wielomianach korzystaja
z obu tych opiséw.

Dowdéd podstawowego twierdzenia algebry wymaga dodatkowo znanego z analizy twierdzenia We-
ierstrassa: funkcja ciaglta na zbiorze zwartym osiaga minimum i maksimum. Wszystkie pozostale
potrzebne kroki sa rozpisane w notatkach.
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1 Od liczb rzeczywistych do zespolonych

Oznaczenia:

Zbiér liczb naturalnych to N = {1,2,3,---}.

Zbiér liczb catkowitych to Z = {0,1,—1,2,-2,3,-3,--- }.

Zbioér liczb wymiernych to Q = {% n€Z, me N}.

Zbiér liczb rzeczywistych R to zbidr wszystkich granic ciagéw liczb wymiernych. Mamy naturalne

zawierania
NCZCQCR,

1.1 Dlaczego potrzebujemy nowej liczby?

Réwnanie 22 4+ 1 = 0 nie ma rozwiazania rzeczywistego, poniewaz 22 > 0 dla z € R. Wprowadzamy
liczbe i speliajaca i2 = —1. W C otrzymujemy

2 +1=(z—1i)(z+1), x=1ilub z=—i.

Uwaga

Symbol i oznacza jeden z dwéch pierwiastkéw réwnania 22 = —1. Nie wolno bez dodatkowych

ustalen traktowaé zespolonego pierwiastkowania tak jak pierwiastka nieujemnej liczby rzeczy-
wistej; wrécimy do tego w rozdziale 7.

1.2 Réwnanie kwadratowe o wspotfczynnikach rzeczywistych

Niech a # 0 oraz a,b,c € R. Uzupelnienie do kwadratu daje

b
az? +br+e=0 < 22+ -2+ <=0
a a

e (pi ? > P —dac A
9% ) T T4 T 4

Stad dla A > 0 mamy z = (—b4 VA)/(2a). Jezeli A < 0, to (iv—A)? = A, wiec

—-btiv-A
2a '

T12 =

Przyktad 1.1. Ujemny wyréznik
Dla 22 — 22+ 5= 0 mamy A =4 — 20 = —16, zatem

2+4i
2

=1=£2i.

T12 =

Sprawdzenie: (1+2i)2—2(1+2i)+5 = (—3+4i)—2—4i+5 = 0. Réwnowaznie 22 —2z+5 = (z—1)2+4.

1.3 Cykl poteg jednostki urojonej

=1, it=i i2=-1, B=-, =i (kezn).

Na przyklad 2026 = 4 - 506 + 2, wiec i2926 = —1,ai ! =1/i = —i.



Wojciech Domitrz ALGEBRA LINIOWA Z GEOMETRIA 1 Liczby zespolone

2 Postac algebraiczna i rachunki

2.1 Definicja i interpretacja geometryczna

Definicja 2.1. Liczbe zespolona zapisujemy jednoznacznie jako z = a + bi, gdzie a,b € R. Liczby
Re z = a oraz Im z = b nazywamy odpowiednio czescig rzeczywista i czedcia urojona.

W szczegblnosei Im(2 — 3i) = —3, a nie —3i. R6wno$¢ a + bi = ¢+ di zachodzi dokladnie wtedy, gdy
a=cib=d.

Scista konstrukcja polega na przyjeciu C = R? z dzialaniami
(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d), (a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + be).

Wtedy 1 = (1,0),i=(0,1), a i = (=1,0) = —1. Liczbe rzeczywista a utozsamiamy z (a,0).

Im 2 Im
) zZ4+w
z=342i
2 - |
: > Rez > Re
0 3

Plaszczyzna zespolona i reguta réwnolegtoboku dla dodawania.

2.2 Dodawanie, odejmowanie i mnozenie

(a+bi) £ (c+di) = (a£c)+ (b+d)i
(a+bi)(c+di) = (ac — bd) + (ad + be)i.

Drugi wzér wynika z wymnozenia nawiaséw i zastapienia i% przez —1.
Przyktad 2.1. Trzy podstawowe dziatania
Niech z =2 —3iiw = —1 4+ 4i. Wtedy

z+w=2-1)+(-3+4)i=1+1,
z—w=2+1)+(-3-4)i=3-T1i,
2w =—2+8i +3i — 12i®> = 10 + 11i.
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2.3 Odwrotnosc i dzielenie

Dla z = a + bi # 0 liczba a® + b? jest dodatnia. Korzystajac z (a + bi)(a — bi) = a® + b?, dostajemy

Odwrotno$¢

1 a—bi a b

2z aZ+b2 a2+ a2+b21'
Rzeczywiscie z - 271 = (a2 + l)2)/(a2 L b2) = 1.

Liczba a — bi to sprzezenie liczby z; oznaczamy ja przez z. Mnozac licznik i mianownik przez
sprzezenie mianownika, otrzymujemy dla ¢ + di # 0

a+bi  (a+bi)(c— di)

c+di 2 4 d?

ac+bd bc—ad.
+ 1.

02+d2 02+d2

Przyktad 2.2. Dzielenie z petnym sprawdzeniem

342 (342i)(1+1)
1—i  (I—i)(1+1i)
_ 343i+2i4+2*  145i 1,5

1—i2 2 2 2

Sprawdzamy wynik przez mnozenie:

Przykfad 2.3. Réwnanie liniowe nad C
Rozwiazmy (2 +1)z =5 — i. Poniewaz 2 + i # 0, dzielimy:

5-i_ (5-1)2-i) 10-5-2i+i® 9

T2t 5 5 5

z zi
£l

To jedyne rozwiazanie. Réwnowaznie po podstawieniu z = = + yi otrzymujemy uktad 2x —y = 5,

x + 2y = —1, ktérego rozwiazaniem jest (z,y) = (9/5,—7/5).

Dwie rézne operacje
Liczba przeciwna do z = a + bi to —z = —a — bi. Odwrotnoéé to 27!, okreélona tylko dla z # 0.
Sprzezenie Z = a — bi jest jeszcze inna operacja.
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3 Ciafa i przyktady struktur algebraicznych

3.1 Aksjomaty ciata

Definicja 3.1. Cliato to zbiér F' z dwoma dziataniami wewnetrznymi +: F'xX F' — Foraz -: FXF —
F, w ktérym istnieja rézne elementy 0 # 1 i zachodza ponizsze wlasnosci.

W tabeli z,y, z € F'; pomijamy kropke mnozenia.

Wtlasnosé Tresé

Laczno$é dodawania (x+y)+z=z+ (y+2)

Element neutralny dodawania z+0=0+2z=2x

Element przeciwny Dla kazdego x istnieje —x z x + (—z) =0
Przemienno$é¢ dodawania r+y=y+zx

Laczno$é mnozenia (xy)z = z(yz)

Element neutralny mnozenia rz-l=1-z=x

Element odwrotny Dla kazdego x # 0 istnieje 271 z ' =1
Przemienno$¢é mnozenia Ty = yx

Rozdzielnosé x(y +2) =ay + xz

3.2 Dlaczego C jest ciatem?

Wiasnoéci dodawania wynikaja ze wspéirzednego dodawania w R2. Przemiennoéé i rozdzielnosé
mnozenia sprawdzamy, rozwijajac wzér (a + bi)(c + di). Dla lacznosci mozna poréwnaé obie strony:

((a+bi)(c+di))(e + fi) = (ace — bde — adf — bef) + (acf — bdf + ade + bee)i.

Taki sam wynik daje (a+ bi)((c+ di)(e+ fi)). Elementami neutralnymi sa 0+ 0i i 1+ 0i, a wzér na
odwrotno$¢ z poprzedniego rozdziatu rozstrzyga ostatnia istotna kwestie.

Wazny wniosek: brak dzielnikéw zera
W dowolnym ciele xy = 0 pocigga x = 0 lub y = 0. Jezeli bowiem z # 0, to po pomnozeniu
przez x—! dostajemy y = 0.

3.3 Przyktady i nieprzyktady

Zwykte dzialania czynig Q,R,C cialami. Zbiér Z nie jest cialem: element 2 nie ma odwrotnosci
catkowitej. Zbiér N = {1,2,...} nie zawiera nawet zera; takze Ny nie jest cialem, bo nie zawiera
liczby przeciwnej do 1.
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3.4 Arytmetyka modulo i ciata skoriczone

Dla m > 2 zbiér Z,, sklada si¢ z klas reszt modulo m. Reprezentujemy je przez 0,1,...,m — 1.
Dodajemy i mnozymy zwykle liczby catkowite, a nastepnie bierzemy reszte z dzielenia przez m.

Twierdzenie 3.2. Z,, z dzialaniami modulo m jest cialem wtedy i tylko wtedy, gdy m jest liczba
pierwsza.

Dowdéd. Jezeli m = p jest pierwsza i a € {1,...,p — 1}, to ged(a,p) = 1. Z tozsamosci Bézouta
istnieja calkowite u,v takie, ze ua + vp = 1. Redukcja modulo p daje ua =1 (mod p), wiec klasa u
jest odwrotnoscig klasy a. Pozostale aksjomaty dziedziczymy z dzialan catkowitych.

Jezeli m = ab, gdzie 1 < a,b < m, to klasy a i b sa niezerowe, lecz ab =0 (mod m). W ciele jest to
niemozliwe. O

Przyktad 3.1. Rachunki w Zj5

3+54 =2, 3-54=2, —52 =3.
W pierwszym rachunku 7 = 1.5+ 2, w drugim 12 = 2 - 5 + 2. Odwrotnosci znajdujemy, szukajgc
iloczynu dajacego reszte 1:

a |1 2
a71WZ5‘1 3

3 4

2 4

Na przyklad 2-3 =6 =1 (mod 5). Réwnanie 3x + 4 = 2 w Z5 rozwiazujemy nastepujaco:

3r=2-4=3, x=2-3=1 (mod 5).

Sprawdzenie: 3-14+4 =7=2 (mod 5).

Przyktad 3.2. Dlaczego Z4 nie jest ciatem?

Klasa 2 jest niezerowa, a 2 -4 2 = 0. Gdyby istnialo g z ¢4 2 =1, to
0=qg40=q4(242)=(q42)42=142=2,

co jest sprzecznoscia w Z4. Bezposrednio mozliwe reszty iloczynéw 2¢ to tylko 0 i 2, nigdy 1.

Uwaga

W Zs zapis 1/2 oznacza element 3, bo 253 = 1. Nie jest to zwykla rzeczywista liczba 0,5. Sens
dziatan zalezy od tego, w jakim ciele pracujemy.



Wojciech Domitrz ALGEBRA LINIOWA Z GEOMETRIA 1 Liczby zespolone

3.5 Rozszerzenie Q(v/2)
Rozwazmy podzbidr liczb rzeczywistych

Q(V2) = {a+bvV2:a,beQ}.
Dodawanie i mnozenie zachowuja ten zbiér, poniewaz

(a+bV2) + (c+dV2) = (a+c) + (b+ d)V?2,
(a +bV2)(c + dV2) = (ac + 2bd) + (ad + be)V2.

Zawiera on 0, 1, a liczbg przeciwna do a +bv/2 jest —a — bv/2. Lacznoéé, przemiennosé i rozdzielnosé
dziedziczymy z R. Pozostaje wykazaé istnienie odwrotnosci.

Odwrotnosé w Q(v/2)
Dla a + bv/2 # 0 mamy

a+byv2 a®—202 a2—-202 a2—-202" "

1 — bv2
ab\[:a b\/§

Mianownik jest niezerowy, a oba wspotczynniki sa wymierne.

Dlaczego a? — 2b% # 07 Jesli b = 0, to a # 0. Jedli b # 0 i a? = 2b?, mieliby$my (a/b)? = 2, czyli
a/b= ++/2, whrew niewymiernosci v/2.

Przyktad 3.3. Dzielenie bez przyblizen dziesietnych
Poniewaz (3 +2v/2)(3 —2v2) =9 -8 =1,

1

— =3 -2V2
3+2v2

Dalej

1+v2
m_(urﬁ)(?)—m/i)

=3-2V2+4+3V2—-4=-1+V2.

Sprawdzenie: (—1 4 v/2)(3 4+ 2v/2) = 1+ /2.

3.6 Co oznacza stowo ,,rozszerzenie”?

Mamy Q € Q(v/2) C R: kazda liczba wymierna to a +0v/2, ale v/2 ¢ Q. Zbiér Q(v/2) jest najmniej-
szym podcialem R, ktére zawiera Q oraz v/2. Kazde takie podciato musi bowiem zawieraé wszystkie
sumy a + bv/2.

Istotne rozréznienie

To Q(v/2), a nie samo Q, jest rozszerzeniem ciala Q o pierwiastek réwnania 22 — 2 = 0. Analo-
gicznie C otrzymujemy z R, dolaczajac element i spelniajacy i2 = —1.
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4 Sprzezenie, modut i odlegfos¢

4.1 Sprzezenie

Dla z = a + bi definiujemy Z = a — bi. Geometrycznie jest to odbicie wzgledem osi rzeczywiste;j.

Im
z=a+bi
b ,,,,,,,,,,,,
0 l
T > Re
a,
—bhF----mm---2 !
Z=a—bi
Whtasnosci sprzezenia
z+tw=zZ+w, W =ZW, Z= 2
z z
(—)z: (w # 0), z€R «— z=z¢,
w w
z+z Z=7
Rez = , Imz =
2 2i

Na przyklad dla z = a+ bi, w = ¢+ di obie strony réwnosci zw = Zw wynosza (ac — bd) — (ad + be)i.
7 wlasnoéci z = z wynika tez bijektywno$¢ sprzezenia: jest ono wlasng funkcja odwrotna.

4.2 Modut

Definicja 4.1. Modul liczby z = a + bi to nieujemna liczba rzeczywista |z| = va? + b2. Jest to
odlegto$¢ punktu z od poczatku uktadu.

Podstawowe wlasnoéci sg nastepujace:

2| =0 < z=0, 2z = |2, IZ| = 7|, lzw| = |z| |w].
Ostatni wzér wynika z |zw|?> = zwzw = |z|* |w|? i nieujemnoéci modutéw. W szczegdlnosci
z |z 1 zZ
2= 2 0 == 0).
E ] @0 =7 G#0)

Dla z=3—4i mamy z =3 +4i, [2| =51 271 = (3 +4i)/25.
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4.3 Nieréwnos¢ tréjkata i nieréwno$¢ odwrotna

Twierdzenie 4.2. Dla dowolnych z,w € C zachodzi

[l2] = Jwl] < 1z +wl| < [2] + ]

Dowdd. Dla kazdej liczby u mamy Reu < |u|. Wobec tego

|z +w|? = (z + w)(Z+ )
= |z|2 + 2Re(2w) + |w|2
2 2
< 2”4+ 2|z] [w| + |w|* = (J2] + Jw])*.

Pierwiastkujac obie nieujemne strony, otrzymujemy nieréwnosé trojkata. Nastepnie
2] = [(z + w) —w| < |z + w| + |w],
wiec |z] — |w| < |z + w|. Zamiana 16l z,w daje |w| — |z] < |z + w], co koniczy dowdd. O
Zastepujac w przez —w, dostajemy roéwniez
2] = fuwl] < |2 - w].

W nieréwnosci |z +w| < |z| + |w| réwnoéé zachodzi, gdy jeden ze skladnikéw jest zerem albo
niezerowe wektory z,w maja ten sam kierunek i zwrot. Dla dolnego oszacowania sumy zwroty sa
przeciwne.

Przyktad 4.1. Obliczenie i sprawdzenie oszacowania

Dla z = 3 + 4i oraz w = —3 + 4i mamy
|z| = |w| =5, z 4w = 8i, |z + w| = 8.

Nieréwnos¢ przyjmuje postaé¢ 0 < 8 < 10.

4.4 Modut réznicy opisuje odlegtosé

Odleglo$é¢ miedzy punktami z i w wynosi |z — w|. Dlatego |z — z¢| = r, gdzie r > 0, jest rbwnaniem
okregu, a |z — zg| < r opisuje koto domkniete.

Przykfad 4.2. Okrag i symetralna odcinka
Po podstawieniu z = x + yi warunek |z — (1 +1i)| = 2 daje (z — 1)? + (y — 1)? = 4. Natomiast

z—1=]z+1] < (x—1)2+y2:(x+1)2+y2
<— 2xr=2x <— zx=0.

Jest to 0§ urojona: zbiér punktéw réwno odlegtych od 11 —1.

10
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5 Argument i postac trygonometryczna

5.1 Argument nie jest jednoznaczny
Dla z = a + bi # 0 argumentem jest kazdy kat skierowany ¢ od dodatniej pdtosi rzeczywistej do
wektora z. Spelnia on
a . b
coscpzm, smcp:g.

Jesli ¢ jest jednym argumentem, to wszystkie maja postaé¢ ¢ + 2kw, k € Z. W tych notatkach

argz = {Argz +2kw : k € Z}, Argz € (—m, 7.

Posta¢ trygonometryczna

z =r(cosp +isinyp), r=|z| >0, ¢¢€argz.

Liczba 0 nie ma argumentu. Mozna wprawdzie napisa¢ 0 = 0(cos ¢ + isin ¢) dla dowolnego ¢,
ale ten zapis nie wyznacza zadnego kierunku.

rsinp F---------3

Przyktad 5.1. Modut, ¢wiartka i argument
Dla z = —/3+imamy r = /3 + 1 = 2. Zatem cos ¢ = —/3/2, sin ¢ = 1/2. Punkt lezy w II éwiartce,
wiec

Argz:%r, z:2<cos5g+isin5g>.

Wszystkie argumenty to 57 /6 + 2km.

z |1 1 -1 - 1-i
Argz‘O /2 w —n/2 —w/4

Uwaga
Sam wzér arctan(b/a) nie rozpoznaje ¢wiartki i nie dziala dla a = 0. Zawsze sprawdzaj jedno-
czednie znak czesci rzeczywistej i urojone;j.

11
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5.2 Mnozenie to obrét i zmiana skali

Niech z = r(cos @ +isiny), w = s(cos ) +isin)), gdzie r, s > 0. Z wzordw na sinus i cosinus sumy
wynika
zw = rs|[(cos pcostp — sinpsiny)
+ i(sin g cos Y + cos @ sin )]
=rs (cos(go + 1) +isin(p + w))

zw = rs(cos(p + ) +isin(p + ¥)),
% = g(cos(go — 1)) +isin(p — w)),

27t =17 (cos(—¢p) +isin(—p)).

Mnozenie przez ustalone w # 0 obraca plaszczyzng o argument w i skaluje odleglosci od zera
przez |w|.

W szczegélnosci mnozenie przez i to obrét o w/2: i(a + bi) = —b + ai.
Im
iz=—-142i S
//’// /2 \\\\
K Z= 2+i
f‘/ \,‘ > Re

Mnozenie przez i zachowuje modul i zmienia kierunek o éwier¢ obrotu.

Przyktad 5.2. lloczyn w postaci trygonometrycznej

1+i= \/i(cos% +isin§) oraz V3 +i= 2(005% —i—isin%), zatem

12 12
=(V3-1)+(V3+1)i

(L+1)(V3+i) =22 <cos57T +isin 5”)

Pierwszy wynik pokazuje modut i kat, drugi czesci rzeczywista i urojona.

5.3 Dlaczego potrzebne jest ,,modulo 27”7

Dla niezerowych liczb
Arg(zw) = Argz + Argw  (mod 27), Arg(z/w) = Argz — Argw  (mod 27).

Nie sa to zawsze zwykle rownosci liczb rzeczywistych. Dla z = w = —1 mamy Argz + Argw = 2,
ale Arg(zw) = Arg1 = 0. Sume lub réznice katéw trzeba sprowadzi¢ do przedziatu (—m, 7).

12
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5.4 Geometryczna konstrukcja odwrotnosci

‘Wzor

rozdziela konstrukcje na dwa kroki: zamient odleglo$¢ r od zera na 1/r, zachowujac kierunek, a na-
stepnie odbij otrzymany punkt wzgledem osi rzeczywistej.

Przypadek 0 < |z < 1

1. Narysuj okrag jednostkowy o srodku O = 0.

2. Przez z poprowad?z prosta prostopadia do Oz. Jeden z jej punktéw przeciecia z okregiem oznacz
przez A.

3. Styczna do okregu w A przecina poélprosta Oz w punkcie u.

4. Odbij u wzgledem osi rzeczywistej. Otrzymasz w = 1/z.

Im
A
p o N u
/ | |
|OAl =1 / N l
Z |
1 0 ! ! Re
1 w=1/z

Inwersja wzgledem okregu jednostkowego, a potem sprzezenie.

Tréjkaty OzA i OAu sy prostokatne i maja ten sam kat przy O. Z podobienistwa

|Ou|  |OA]
|OA] N |O0z|’

1
|Ou| = —.
2]

Punkt u ma argument ¢, a jego odbicie w argument —¢. Stad w = || (cos(—¢p)+isin(—p)) =1/z.

Pozostale przypadki

Gdy |z] > 1, poprowadz z z styczna do okregu jednostkowego, oznacz punkt stycznosci przez A,
a nastepnie rzué¢ A prostopadle na prosta Oz. Otrzymany punkt u spelnia |Ou| = 1/ |z|; ponownie
nalezy go odbié¢ wzgledem osi rzeczywistej. Dla |z| = 1 wystarcza samo odbicie: 1/z = Z.
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6 Potegi i posta¢ wyktadnicza

6.1 Wzér de Moivre’a

Twierdzenie 6.1. Dla z = r(cos ¢ + isiny) # 0 i kazdego n € Z zachodzi

n

2" = 1" (cos(ny) + isin(ny)).

Dla z = 0 potegi o wykladniku n > 1 sg réwne zeru. Nie definiujemy tutaj 0° ani ujemnych poteg
ZETa.

Dowdd. Dlan =1 wzdr jest oczywisty. Jesli jest prawdziwy dla n > 1, to wzor na iloczyn w postaci
trygonometrycznej daje

n+1

2" = 1™ (cos(ng) + isin(ne)) r(cos ¢ + isin p)

=" (cos((n + 1)) +isin((n + 1)¢)).
To konczy indukcje. Dla n = 0 obie strony sa réwne 1. Dla n = —m < 0 stosujemy dodatnia potege
m do 27t = r~!(cos(—¢) + isin(—y)). O

Przyktad 6.1. Wysoka potega bez mnozenia dziesieciu nawiasow

(1+i)10 = [ﬁ (cos— +isin 4”10

4
10 10
= (v2)' ( cos =T Lisin—~
4 4
5 5
=32 <cos ?ﬂ +isin 27r> = 32i.

Kontrola algebraiczna: (1 +1)? = 2i, wiec (1 +1)10 = (2i)® = 32i.

Przyktad 6.2. Potega ilorazu

2(cos3+isin%) ]6
\/§(COS( 7) +isin(—%))

()
8<cos+lsm>

\]/\

Kat 77/2 jest réwnowazny 37 /2 modulo 2.

Przykfad 6.3. Wyktadnik ujemny

(V34+i)73 = [2 (cos% +isin %)}_3

- (om (-5 i) -

To takze odwrotnoéé (v/3 +1i)3 = 8i.
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6.2 Wzory na sinus i cosinus wielokrotnego kata
Laczymy wzér de Moivre’a z dwumianem Newtona:

cos(ny) + isin(ny) = (cos ¢ +isin )"
n
= Z (n) cos" 7 il sin? .
=0

Wyrazy z parzystym j = 2k sa rzeczywiste, bo ik = (—1)k. Wyrazy z nieparzystym j = 2k + 1 sa
urojone, bo i2T! = i(—1)*. Poréwnujac czeéci, dla n > 1 otrzymujemy

[n/2]
— k(T n—2k . 2k
cos(ny) = Z (—1) <2k> cos ¢ sin?* ¢,
k=0
[(n—1)/2] "
sin(ne) = i (—1)k (% n 1) cos" 21 %) sin?k+1 Pp.

Sa to sumy skonczone; podane gérne granice zapobiegaja pojawieniu si¢ niepotrzebnych ujemnych
wyktadnikow.

Przyktad 6.4. Potrdojny kat
Dla n = 3 rozwinigcie ma postac

(cos ¢ + isin p)® = cos® p + 3icos® psing

— 3cos psin® p — isin® .

Stad
cos 3y = cos3<p - 3cos<psi1r12 p= 4 cos® p — 3cos p,
sin 3¢ = 3cos? sin ¢ — sin® ¢ = 3sinp — 4sin® .

W ostatnim kroku uzylismy sin? ¢ + cos? ¢ = 1.

Przykfad 6.5. Podwaéjny kat i konkretna kontrola

Dla n = 2 mamy
cos2p = cos? ©— sin? v, sin 2¢ = 2sin ¢ cos .

Jezeli ¢ = /6, to druga réwnosé daje sin(r/3) = 2 - (1/2) - (v/3/2) = /3/2. Takie sprawdzenie
pozwala szybko wykry¢ zgubiony znak lub wspoétczynnik.

15
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6.3 Wz6r Eulera i funkcja wyktadnicza

Definiujemy

el = cos p + isin ¢, et = ¢%(cosb +isind)| (a,b e R).

W konsekwencji dla z # 0 .
z=lz]e¥ (p€argz).

To postaé wykladnicza liczby z. Nie nalezy jej myli¢ z obliczeniem wartosci funkcji e®.

Reguty rachunkowe

" = e%e, =1, e # 0,

ea,—‘,-bi _ ea’ ez+2k7ri — o7 (k: c Z),

Pierwsza réwno$é wynika z rzeczywistego prawa e?T¢ = %€ oraz wzoréw na sinus i cosinus sumy.

Funkcja wyktadnicza na C nie jest réznowartoéciowa: jej okres to 27i.

Przyktad 6.6. Dwa rézne zastosowania notacji wyktadniczej

—14+V3i= 262”1/3, /2 = ¢ (cosg + isin g) = ei.

Ponadto réwnanie e* = —1, po zapisaniu z = a + bi, daje e* = 1, czyli a = 0, oraz b = 7 + 2km.
Wszystkie rozwiazania to z = (2k + 1), k € Z.

6.4 Zwigzek z granica znang z analizy

Liczba Eulera spelnia e = lim,,_,o(1 + 1/n)". Dla x € R zachodzi tez e* = lim,,_,oo(1 + x/n)". Dla
czysto urojonego argumentu mozna sprawdzi¢ analogicznie

. i n
e = 1lim <1+90> .

n—00 n

Istotnie, modul wyrazenia po prawej to

2\ n/2
<1+‘P2) 1,
n

poniewaz jego logarytm jest miedzy 0 a ¢?/(2n). Jednym z argumentéw jest narctan(p/n) — o,
gdyz arctant/t — 1 dla t — 0; dla ¢ = 0 wynik jest oczywisty. Otrzymujemy zatem granice
COS  + isin .
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7 Pierwiastki liczb zespolonych

7.1 Wzoér na wszystkie pierwiastki

Niech n > 1 bedzie liczba calkowita. Pierwiastkiem n-tego stopnia z z nazywamy kazda liczbe w,
dla ktérej w™ = z.
Jedli z = 0, jedynym rozwigzaniem jest w = 0. Niech wiec z = 7el® # 01w = pe'”. Wzér de Moivre’a
daje

w'=z <= p"=r i nyp=¢+2kr dlapewnego k € Z.

Twierdzenie 7.1. Dla z = rel® # 0 istnieje dokladnie n réznych pierwiastkéw n-tego stopnia:

wy, = el t2km/n k=0,1,...,n—1.

Symbol /7 oznacza tutaj dodatni pierwiastek rzeczywisty z r > 0.

Dlaczego jest ich dokladnie n?

ip+2kmi

Podniesienie kazdego wj; do potegi n daje re = z, wiec wszystkie sa rozwiazaniami. Jezeli

Wi = Wy, 1O

Zritk=0/n _ oy Bl o
n

Dla 0 <k, < n jest to mozliwe tylko przy k = ¢. Kazda inna catkowita warto$¢ indeksu powtarza
jeden z tych pierwiastkéw, bo wgy, = wg.

Geometria

Wszystkie pierwiastki maja modul {/r, a kolejne argumenty réznia sie o 27/n. Dla n > 3 sa wierz-
chotkami foremnego n-kata o srodku w zerze. Dla n = 2 sa koncami $rednicy; dla n = 1 mamy
jeden punkt. Zmiana wybranego argumentu ¢ o 27 tylko przestawia kolejnos¢ tego samego zbioru
rozwigzan.

Algorytm rozwigzywania w" = z
1. Sprawdz osobno przypadek z = 0.
2. Oblicz r = |z| i wybierz jeden poprawny argument ¢.
3. Wyznacz promien {/7 i katy (¢ + 2k7)/n.
4. Wypisz n wartoéci dla k=0,...,n — 1.
)

. W razie potrzeby przeksztal¢ wyniki do postaci algebraicznej.
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7.2 Pierwiastki jako wierzchotki wielokata

Przykfad 7.1. Wszystkie rozwigzania w? = —8

Zapisujemy —8 = 8¢!™. Promiefi wynosi v/8 = 2, a katy to /3,7, 57/3. Zatem

1
w0:2(+i\/§> =1+3i,

22
wy = 2(—1+ 0i) = -2,

Sprawdzenie pierwszego rozwiazania: (1 + \/§i)2 = -2+ 2\/§i, a po ponownym pomnozeniu przez
1 + /3i otrzymujemy —8.

Przykfad 7.2. Wszystkie rozwigzania w* = —4
Mamy —4 = 4el™, wiec v/4 = /2 oraz
wy = V2e!T/ATET/2) e —0,1,2,3.

Katom 7/4, 37w /4, 57 /4, 7w /4 odpowiadaja kolejno

]1+i, —1+i, —-1—1i, 1-1i.

Na przyklad (14 i)? = 2i, zatem (1 +i)* = —4.

Im Im
A A
o /\\‘H\HO
. . 4 .
/ AN —-14i .- w14
/ \
/ \ // \
/ \ / \
f \ , \
w1 \ | \
> Re \ —> Re
[
| 0 ] ! 0 !
1 \ /
\\ ! \\ //
\ /
\ /
N \ ,/ -1-1i >~ 7 1-i
. ,
S e Wa
w3 = —8, promien 2 w* = —4, promieni /2

Réwnomierne rozmieszczenie argumentéw pozwala sprawdzié, czy wypisano wszystkie pierwiastki.
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7.3 Pierwiastek kwadratowy metodg algebraiczng

Gdy nie znamy prostego argumentu, wygodnie przyja¢ w = u + vi. Warunek w? = a + bi jest
réwnowazny ukladowi

u? —0? =a, 2uv = b.

Dodatkowo |w|? = [w?| = Va2 + b2 =r, wiec

9 9 THa g T—a
u”+ov°=r, u-2, U—2.

Zmaki u,v dobieramy tak, aby 2uv = b. Dla niezerowego z otrzymujemy dwie liczby przeciwne.

Przykfad 7.3. Rozwigzanie w? = 3 + 4i

Tutaj r = 5, wiec u? = (5+3)/2 = 4, v? = (5 — 3)/2 = 1. Poniewaz 2uv = 4 > 0, znaki sa zgodne.
Dostajemy
w=2+1i lub w=-2-1i.

Istotnie (2 +1i)2 =4 +4i — 1 = 3 + 4i.

7.4 Rownanie kwadratowe ze wspotczynnikami zespolonymi

Dla az? + bz +c =0, a,b,c € C, a # 0, nadal liczymy A = b? — 4ac. Wybieramy jedng liczbe &
spelniajaca 62 = A i otrzymujemy
_ —b+d —b—9

21 = 29 =
2a 2a

Zamiana ¢ na —¢§ tylko zamienia miejscami rozwigzania. Przy A = 0 oba zapisy daja ten sam,
podwdjny pierwiastek.

Przyktad 7.4. Petne rozwiazanie réwnania 2> — 2z — 2 —4i =0

Wyrdznik wynosi
A = (=2)% — 4(—2 — 4i) = 12 + 16i.

Szukamy & = u + vi. Poniewaz |A| = /144 + 256 = 20, u? = 16, v?> = 4, a 2uv = 16. Mozemy
wybra¢ § = 4 + 2i. Stad

2+44+2i 311 2—4-—2i 1—i
= = 1 = — "= —1—1.
1 9 ) 2 9
Kontrola: z1 + 20 = 2, 2129 = —2 — 4i, zgodnie ze wzorami Viéte’a.

Putapka z symbolem pierwiastka

Nie wolno bezwarunkowo stosowaé /zw = y/z/w dla zespolonych pierwiastkéw gléwnych. Dla
2z =w = —1 lewa strona wynosi v/1 =1, a prawa i-i= —1.
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7.5 Pierwiastki z jednosci

Wszystkie rozwiazania € = 1 maja postaé

Leza na okregu jednostkowym, a g = 1. Ich iloczyny odpowiadaja dodawaniu indekséw modulo n:

-1

€kEL = E(k+() mod n> €r = €(—k) mod n-

Jedli znamy jeden pierwiastek wg # 0 rownania w™ = z, wszystkie pozostale to wper. Wynika to
z (woer)" = wyep = z.
Przykfad 7.5. Sze$¢ pierwiastkéw z jednosci

Dla n = 6 kolejne katy to 0,7/3, 27 /3,7, 47 /3,57 /3, zatem

1 3 1 3 1 3 1 3
R

Pierwiastki szostego stopnia z jednosci tworza szesciokat foremny.

7.6 Suma wszystkich pierwiastkéw z jednosci

Dla n > 2 niech ¢ = e*™/™ £ 1. Wtedy

n—1
— -1 _
kzosk_1+<+-~-+g‘” =1

Wzoér wynika z sumy ciagu geometrycznego. Geometrycznie wektory skierowane do réwnomiernie
rozmieszczonych wierzchotkéw réwnowaza sie. Dla n = 1 suma wynosi 1.
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8 Wielomiany i rozkftad na czynniki

8.1 Pierwiastek wielomianu i jego krotnos¢
Wielomian stopnia n ma postaé
p(2) = ap2™ + an_12" 1 -+ a1z + ag, an # 0.
Liczba « jest jego pierwiastkiem, jesli p(«) = 0. Z dzielenia przez z — « otrzymujemy
p(z) = (z — a)q(2) + p(a).

Zatem p(a) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy z — « jest dzielnikiem p. To twierdzenie o czynniku
liniowym (twierdzenie Bézouta dla wielomianéw).

Definicja 8.1. Pierwiastek o ma krotnos¢ k > 1, jesli

q(z),  qla) #0.

Inaczej moéwiac, k jest najwicksza potega czynnika z — a dzielaca wielomian.

p(z) = (z — )

8.2 Podstawowe twierdzenie algebry

Twierdzenie 8.2 (Gaussa). Kazdy niestaly wielomian o wspdlczynnikach zespolonych ma pierwia-
stek w C.

Wielokrotne stosowanie twierdzenia o czynniku liniowym daje rozktad

p(z) = an H(z — o).

Liczby o mogg si¢ powtarza¢. Wielomian stopnia n ma wigc dokladnie n pierwiastkéw liczonych
z krotno$ciami, a co najwyzej n réznych pierwiastkéw. Dowdd istnienia pierwiastka podamy w roz-
dziale 10.

Przyktad 8.1. Liczba pierwiastkéw a liczba réznych pierwiastkow

Dla p(z) = (2 — 1)3(z + 2)? stopieti wynosi 5, ale rézne pierwiastki sa tylko dwa: 1 o krotnoéci 3
i —2 o krotnosci 2. Suma krotnosci wynosi 3 + 2 = 5.
8.3 Sprzezone pierwiastki wielomianu rzeczywistego

Jesli wszystkie wspélczynniki p sa rzeczywiste, to

Dlatego p(a) = 0 pociaga p(a) = 0. Co wiecej, krotnosci obu pierwiastkow sa réowne. Jedli p(z) =
(z — a)Fq(2), q(a) # 0, to sprzegajac tozsamoéé po zastapieniu z przez Z, otrzymujemy

p(z) = (=) qz), (=) =a(2).

Funkcja ¢ jest wielomianem, a g(@) = ¢(«) # 0. Zatem krotno$é¢ @ jest dokltadnie réwna k.
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8.4 Rozktad nad R i nad C

Para nierzeczywistych pierwiastkéw sprzezonych o = a+bi, @ = a— bi, gdzie b # 0, daje rzeczywisty
czynnik

(x—a)(z—a)=2°— (a+@)r +aa

= 2% — 202 + (a® + %) = (z — a)* + b*.

Jego wyréznik wynosi —4b® < 0, wiec nie rozklada sie dalej na czynniki liniowe o wspélczynnikach
rzeczywistych.

Kazdy niezerowy wielomian rzeczywisty rozklada si¢ nad R na stala oraz czynniki liniowe
i nierozktadalne czynniki kwadratowe. Nad C kazdy niestaly wielomian rozktada si¢ na czynniki
liniowe.

Przykfad 8.2. Rozktad wielomianu z* + 4

7Z poprzednich przykladéw znamy pierwiastki réwnania 24 = —4: 1 +1i,1 —i,—1 +1,—1 —i. Nad C
rtd=(-1-i)(z—-14+i)(z+1—i)(z+1+1i).

Laczymy pary sprzezone:

z—1—-iz—1+i)=(@—-1)2%+1=2>—22+2,
(
r+1—-i)z+1+i)=(x+1)2+1=2>+22+2.
(

Zatem nad R

2t 4= (2% — 22 4 2)(2® + 22 + 2).

Sprawdzenie bez mnozenia wszystkich wyrazéw:
(2 +2) —22) (22 +2) +22) = (2® + 2)? —42® = 2 + 4.

Oba czynniki kwadratowe maja wyrdznik —4.

Przyktad 8.3. Sprzezenie zachowuje takze krotnos¢

Rozwazmy p(z) = (22 + 22 + 5)%(x — 3). Poniewaz 22 + 22 + 5 = (z + 1) + 4, jego pierwiastki to
—1 £ 2i. Wobec tego

p(z) = (z+1—2i)%*(z + 1+ 2i)*(z — 3).
Pierwiastki —1 +2i i —1 — 2i majg krotno$¢ 2, a 3 ma krotnosé 1. Suma 2+ 2+ 1 = 5 jest stopniem

wielomianu.

Uwaga

Warunek rzeczywistosci wspélczynnikow jest niezbedny. Wielomian p(z) = z —i ma pierwiastek
i, ale nie ma pierwiastka —i, bo p(—i) = —2i # 0.
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9 Dlaczego C nie jest ciatem uporzadkowanym?
W R porzadek jest zgodny z dziataniami: suma i iloczyn liczb dodatnich sa dodatnie. Na C nie
mozna wprowadzi¢ porzadku liniowego o takich samych wlasnosciach.

Twierdzenie 9.1. Nie istnieje porzadek liniowy na C, ktéry czyni C cialem uporzadkowanym, czyli
jest zgodny z dodawaniem i mnozeniem przez liczby dodatnie.

Dowdéd. Zalézmy, ze taki porzadek istnieje. W szczegdlnodci:
1. dla kazdej liczby z zachodzi dokladnie jedna z mozliwosci z > 0, z =0, —z > 0;
2. jesli z>0iw>0,toz+w >0 oraz zw > 0.

Kazdy kwadrat elementu niezerowego musiatby by¢ dodatni. Rzeczywiscie, jesli z > 0, to 22 > 0,
ajedli —z >0, to 22 = (—2)2 > 0.

Dla z = 1 dostajemy 1 =12 > 0, a dla z =i —1 = i > 0. Wtedy dodatnia bylaby réwniez suma

14+ (-1)=0>0,

co przeczy Scistosci porzadku. Zalozenie byto falszywe. O

9.1 Co z tego wynika w praktyce?

Nie uzywamy zapisu z > 0 dla dowolnej liczby zespolonej bez zdefiniowania innej, szczegdlnej relacji.
Natomiast nieréwnosci
|z| > 2, Rez >0, Imz <1

sa w pelni sensowne: porownujemy w nich liczby rzeczywiste.

Przyktad 9.1. Poré6wnywanie moduféw nie porzadkuje liczb zespolonych

Liczby 1,—1,i, —i sa rézne, lecz kazda ma modul 1. Relacja oparta wylacznie na poréwnywaniu
moduléw nie odréznia tych liczb, wiec nie daje porzadku liniowego na C.

Przyktad 9.2. Porzadek leksykograficzny nie wspé6tpracuje z mnozeniem

Mozna poréwnywaé pary (a,b) najpierw wedtug a, a przy réwnosci wedlug b. To porzadek liniowy
na zbiorze C = R2. W nim i = (0,1) > (0,0), ale i> = (—1,0) < (0,0). Iloczyn dodatniej liczby
przez nig sama bylby ujemny, wiec nie jest to porzadek ciala.

Twierdzenie moéwi o braku porzadku zgodnego z dzialaniami ciata. Nie méwi, ze zbioru liczb
zespolonych nie da sie w zaden sposéb uporzadkowad.
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10 Dowéd podstawowego twierdzenia algebry

10.1 Lemat d’Alemberta: lokalne zmniejszenie modutu

Lemat 10.1. Niech p bedzie niestalym wielomianem zespolonym, a p(zp) # 0. Wtedy dla kazdego
r > 0 istnieje z; takie, ze

0<|z1—20| <7 oraz Ip(21)] < |p(20)]-

Dowdd. 1. Pierwszy niezerowy wyraz. Rozwijamy wielomian wzgledem przesuniecia h = z — 2.
Po podzieleniu przez niezerowe p(zp) mozemy zapisac

p(z0 + h)

=14 ah™ 4+ K™ q(h), a#0, m>1,
p(20)

gdzie m jest najmniejszym dodatnim wyktadnikiem o niezerowym wspélczynniku, a ¢ jest wielo-
mianem (by¢é moze zerowym). Takie m istnieje, bo p nie jest staly. W szczegdlnosci m nie musi byé
rowne 1.

2. Wybér kierunku. Wybierzmy u o module 1, dla ktérego

Istnienie u wynika z udowodnionego wczesniej wzoru na pierwiastki liczby zespolonej; nie korzystamy
tu z twierdzenia o wielomianach. Dla h = pu, p > 0, mamy ah™ = — |a| p™: ten skladnik przesuwa
liczbe 1 w strone zera.

3. Kontrola reszty. Na |h| < 1 istnieje stala M > 1 z |¢(h)| < M. Mozna wzia¢ M réwne 1 plus
sumie modutéw wspoétezynnikéow q. Wybieramy p tak male, aby

: ’CL| —1/m
0 1, — .
<p<m1n{r, ,2M,\a|

Wéwezas |a| p™ < 1 oraz Mp < |a| /2. Z nieréwnosci tréjkata

p(20 + pu)
| <L~ Jal o]+ 5™ lalow)
p(z0)
<1- |a|pm+Mpm+1
|al
<1—-—p" <1l
< 5 P
Liczba z1 = 29 + pu ma wiec wymagane wlasnosci. O

Dlaczego sam wyraz liniowy nie wystarcza?

Dla p(z) = 1422 i 29 = 0 wyraz liniowy znika, choé p(0) # 0. Trzeba uzy¢ wyrazu kwadratowego:
p(ip) = 1 — p?, ktérego modul jest mniejszy od 1 dla 0 < p < 1.
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10.2 Wielomian osigga globalne minimum modutu

Niech p(z) = ap2" + - - - + aog, gdzie n > 1 oraz a,, # 0. Dla |2| > 1, przy S = Z?:_& laj|, mamy

n—1
p(2)] = lan| 2" = |ay] |2’
7=0

> |an]|2]" = S |2[" 7

= 2" (Jaal 2] - ).

Dla |z| > max{1,25/ |a,|} prawa strona jest co najmniej 3 |a,||2|". W konsekwencji

p(2)] — 00 gdy 2] — 00|

Wybieramy zatem R > 0 tak duze, zeby
2| >R = [p(2)| > |p(0)] + 1.

Funkcja z +— |p(z)] jest ciggta na C = R2. Na zwartym kole K = {z : |z| < R} osiaga wiec minimum
w pewnym punkcie w, na mocy twierdzenia Weierstrassa. Poniewaz 0 € K, zachodzi |p(w)| < |p(0)].
Poza K wszystkie wartosci sa wieksze od |p(0)| + 1, wiec w jest punktem globalnego minimum na
calej plaszczyznie.

10.3 Zakonczenie dowodu

Gdyby p(w) # 0, lemat 10.1 dalby punkt w; z |p(w1)| < |p(w)|, wbhrew minimalnosci w. Zatem
p(w) = 0: znalezliSmy pierwiastek. To dowodzi twierdzenia 8.2. Dalszy rozklad na n czynnikéw
liniowych otrzymujemy, kolejno dzielac przez znalezione czynniki. |

Co dokfadnie naprawia ten dowéd?

Lokalnie uzywamy pierwszego niezerowego wyrazu rozwinigcia, niekoniecznie liniowego. Glo-
balnie uzywamy warunku |p(z)| — oo, a nie nieuzasadnionej monotonicznosci wzgledem |z|.
Wybér globalnego minimum usuwa takze problem punktu na brzegu kota.

1—-t+n
e
o >0 Re
1-—t 1

t=lalp™, Inl<t/2

Idea lematu po normalizacji: ruch o —t dominuje nad reszta 1, wiec |1 — ¢t +n| <1—¢/2 < 1. Rysunek ma

charakter schematyczny.
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A Scigga: wzory i wyb6r metody

Dla z = a + bi, w = ¢+ di, gdzie a,b,c,d € R:

Posta¢ algebraiczna

zZ+w=

—

a+c)+ (b+d)i,
ac — bd) + (ad + be)i,

Z =a — bi, lz| = Va? + b2,

N
S
I

zZ+z Z=7
Rez = 72 , Imz = T
i (2£0),
]
z  ac+bd+ (be — ad)i
= = 0).
w 2+ d? (w#0)

Dla z = rel¥ #£ 0, w = se'¥ # 0:

Postac trygonometryczna i wyktfadnicza

z =r(cosp +isiny),

2w = rsei(“"“p), z/w= (r/s)ei(“’_w,
2" =r"e™  (n € 7Z),
W=z = u= Y@t/ 0. . n—1 (n>1),

et = ¢%(cos b + isinb).

Zadanie Najwygodniejsza metoda

Dodawanie, czes¢ rzeczywista i urojo- Posta¢ a + bi.

na
Dzielenie Pomnozenie przez sprzezenie mianownika.
Wysoka potega Modut i argument; wzér de Moivre’a.
Wszystkie pierwiastki Promieni {/r, krok katowy 2 /n.
Pierwiastek kwadratowy bez prostego  Uklad u? — v? = a, 2uv = b.

kata

Rozklad wielomianu rzeczywistego Parowanie pierwiastkow sprzezonych.

Kontrola wyniku: sprawdz niezerowo$¢ mianownika, ¢wiartke argumentu, liczbe réznych pier-
wiastkéw oraz zgodnosé sumy krotnosci ze stopniem wielomianu. Przy argumentach gtéwnych za-
wsze uwzglednij redukcje modulo 27.
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